TEMA II:
CONJUNTOS Y

RELACIONES DE
ORDEN

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

OBJETIVOS GENERALES

1. Hacer que el alumno asimile el concepto de conjunto
como la estructura algebraica mas simple en la que se
ambientaran el resto de las estructuras algebraicas,

2. Conocer el concepto de aplicacion entre conjuntos, y

3. Conocer el concepto de relacion binaria y en
particular las relaciones de equivalencia y de orden.

Matematica Discreta
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OBJETIVOS ESPECIFICOS

v Unificar y reafirmar el concepto de conjunto y la
notacion de teoria de conjuntos.

v. Entender los conjuntos como el modelo matematico
mas sencillo que se conoce.

v Decidir cuando dos conjuntos son iguales o uno de ellos
esta contenido en otro.

¥ Conocer el conjunto de las partes de un conjunto.

v. Saber operar con conjuntos (unién, interseccion,
complemento).

¥v" Reconocer las propiedades que satisfacen las distintas
operaciones entre conjuntos y saber utilizarlas para
demostrar igualdades entre conjuntos.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

¥v. Conocer el producto cartesiano entre conjuntos y sus
propiedades.

¥v. Conocer el concepto de correspondencia y saber
calcular imagen, imagen inversa, dominio y codominio
de una correspondencia.

v. Saber cuando una correspondencia entre dos
conjuntos es una aplicacion y saber clasificarla.

v Saber calcular la composicion de dos aplicaciones.

v Conocer la correspondencia inversa de una aplicacion.

v. Reconocer cuando una familia de subconjuntos de un
conjunto es un particion.

v. Entender el concepto de relacién binaria y saber
determinar las propiedades que satisface.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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OBJETIVOS ESPECIFICOS

Distinguir entre relacion de equivalenciay de orden.
Saber calcular una clase de equivalencia y el conjunto
cociente asociado a una relacion de equivalencia, y
Conocer los conceptos de conjunto totalmente
ordenado y conjunto bien ordenado.

Entender los distintos elementos notables de un
conjunto ordenado y saber calcularlos.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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DESARROLLO TEORICO

Il.1 Introduccién.
II.2 Conjuntos.
I1.2.1 Conceptos basicos.
I1.2.2 Operaciones con conjuntos.
II.2.3 Producto cartesiano.
1.3 Aplicaciones entre conjuntos.
Il.4 Relaciones binarias.
Il.4.1 Relaciones de equivalencia.
Il.4.2 Relaciones de orden.
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1. INTRODUCCION
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El concepto deconjunto es uno de los mas importantes
en matematicas, aun mas que la operacion de contar, pues
puede encontrar implicita o explicitamente, en todas las ram
de las matematicas puras y aplicadas. En su forma explicit
los principios y terminologia de los conjuntos se utilizan para
construir teoremas matematicos mas claros y precisos, y pg
explicar conceptos abstractos comandito .

Todo matematico o filésofo ha empleado razonamientos de

teoria de conjuntosde una forma mas o menos consciente. Lg

09/10/2018

teoria de conjuntos se debe al matematico ruso Georg Canfor

(1845-1918), aunque otros matematicos como George Boo
(1815-1864) dieron los primeros pasos para su desarroll

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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En el dltimo cuarto del siglo XIX se vivio un episodio

apasionante de la historia de las matematicas que las ligafi

desde entonces a la historia de la I6gica. Primero, Georg
Boole trat6 de presentar la logica como parte de la
matematicas. Poco después G. Fregge (1848-1925) inten
demostrar que la aritmética era parte de la légica y, dando (
gran paso tanto en la historia de las matematicas como en
historia de la l6gica, G. Cantor se adelanté a Fregge con u
fundamentacién l6gica de la aritmética. Como consecuenci
Cantor cre6 una nueva disciplina mateméatica entre 1874
1897: laTeoria de Conjuntos

Cantor definioconjunto como “una coleccion en un todo de
determinados y distintos objetos de nuestra percepcion
nuestro pensamiento, llamados los elementos del conjunto”.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

o

e

\"2J

—
(@)




09/10/2018

F

Su obra fue admirada y condenada simultaneamente por s
contemporéaneos. Desde entonces los debates en el seno
la teoria de conjuntos han sido siempre apasionados, sin
duda por hallarse estrechamente conectados con importan
cuestiones ldgicas.

La teoria de conjuntosempezé a influir en otras areas de
las matematicas. Por ejemplo, Lebesgue la utilizé en s

integral. Posteriormente se intento axiomatizar la teoria de

conjuntos. El primero que lo hizo fue Zermelo en 1908,
Después lo intentaron Fraenkel, von Neumann, Bernays
Godel. Este ultimo terminé demostrando las limitaciones d
cualquier teoria axiomatica.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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Comenzamos la unidad presentando el lenguaje de conjuntos,
Introduciremos el concepto de conjunto, las varias formas de
describir un conjunto y de construir nuevos conjuntos a partir g
otros conocidos. En la segunda parte, estudiaremos la nocion
aplicacion y estudiaremos algunas aplicaciones importantes.
Ademas estudiaremos las propiedades importantes de algunas
aplicaciones especiales y algunas técnicas para construir nue
aplicaciones a partir de otras conocidas. Terminaremos
examinando el concepto de relacion, sus propiedades y
diferentes tipos de relaciones. Nos centraremos en el estudio (
las relaciones de equivalencia y de orden.

Matematica Discreta
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2. CONJUNTOS

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

2.1 CONCEPTOS BASICOS
Aunque conjunto es un termino indefinido, como punto y linea|
en geometria, describimos lo que queremos entender con eg
termino: un conjunto a toda coleccibn de objetos bien
definidos. Los objetos pueden ser cualquiera y se les llamar
elementodel conjunto.

No es un conjunto a

{1, Jaen/[l, 19 . menos que definamos
{x / x es un buen politico} “buen” con precision

Utilizaremos las letras mayusculas A, B, X,... para denotar
conjuntos y las letras minusculas a, b, X, y,... para denotar
elementos. Sin embargo, un elemento puede denotarse cor
una letra mayuscula si este elemento es también un conjunto.

Si un objeto x es un elemento de A, escribiremasA.
“X pertenece a A”

Si un objecto x no es un elemento de A, escribiremasX ...
“X no pertenece a A” Garcia Mufioz, M.A.
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2.1 CONCEPTOS BASICOS
Un conjunto se puede definir de dos formas:

I) Por extension listando los elementos encerrados entr
llaves {}.

A\1”4

El orden en el cual se enumeran los elementos no importa.
Ejemplo: {m, a, t, h} y {a, h, m, t} son el mismo conjunto.

Si un elemento se repite, no se considera mas de una Vez.
Por ejemplo: {x, V, X, z, t, y} y {X, ¥, z, t} son el mismo.

Un conjunto con un gran namero de elementos que sigue pn
patron definido, con frecuencia se escriben usando puntps
suspensivos (...) listando unos pocos elementos del
principio. Por ejemplo: El conjunto de los enteros positivos
impares se escribiria por {1, 3, 5,...}.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

2.1 CONCEPTOS BASICOS
Un conjunto se puede definir de dos formas:

I) Por extension listando los elementos encerrados entr
llaves {}.

II) Por comprension definiendo los elementos del conjunto
mediante una propiedad que satisfacen todos los elementos
del conjunto ({x / P(x)} el conjunto formado por todos los
objetos x tales que x satisface la propiedad P(x)).

Por ejemplo: A= {x/ x e un entero positivo impar}
La barra “/” se lee “tal que” y puede cambiarse por “|” 0 “:".

U

Ejercicio 1: Enumera los elementos de cada uno de los
siguientes conjuntos, usando la notacion “...” si es necesario
a) {x : x es un mes del afio con 31 dias}
b) {x / x es un entero positivo y 3% 5x — 2 = 0}
c) {x/x =2y z es un entero}

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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2.1 CONCEPTOS BASICOS

El conjunto sin elementos es ebnjunto vacio (© nulo); Se

denota pof] o{}.

Los siguientes son algunos conjuntos infinitos especiales gue

usaremos con frecuencia:

N = {nameros naturales}={0, 1, 2, 3, 4,.....}

Z ={numeros enteros} ={...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3,...}

a

Q ={numeros racionales} = g /&l Z yblON, b#0}
. a

R ={numeros reales}HI, e, b’ V2

C = {numeros complejos} ={a + bi/ a, Bl R}

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

2.1 CONCEPTOS BASICOS
Z - ={enteros negativos} ={...,-3, -2, -1}
Z * ={enteros positivos} ={1, 2, 3,...} N - {0}
R* = {nameros reales positivos} ={ XIR / x > 0}
Ry, ={numeros reales negativos incluido el 0}={xR / x < 0}
Algunos conjunto efiR, lamadosntervalos, son:
[a,b]={x OR /a<x<b} =intervalo cerrado
[a,b)={xOR/as<x<b} =intervalo semicerrado en a

(a,b]={xOR /a<x<b}=intervalo semiabierto en a
(a,b)={x0OR /a<x<b}=intervalo abierto

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.




2.1 CONCEPTOS BASICOS

Los conjuntos los podemos representar medialgramas
de Venn(regiones del plano delimitadas por una curva cerrad

que encierra a los elementos del conjunto) o bien mediante

diagramas en linea (los elementos de un conjunto se
representan sobre una linea recta).

Llamaremos cardinal de un conjunto A al numero de
elementos de dicho conjunto y lo representaremos pq
card(A). Atendiendo a esto diremos que un conjuntdiego
sicard(A) es finito, en otro caso diremos que Aiafinito .

Ejercicio 2: Determinar el cardinal de los conjuntos del
ejercicio 1 y de cada uno de los conjuntos siguientes. Usar la
notacion {x / p(x)} para describirlos:

i) { El} ii) D Mate atica Di 1
ii) {2, 3} V) {1, 3,5)). e

2.1 CONCEPTOS BASICOS

Dados A y B conjuntos, diremos que s@uales A = B, si
estan formados por los mismos elementos.

Proposiciéon 2.1. La igualdad de conjuntos satisface las
siguientes propiedades:

i) Reflexiva: A = A para todo conjunto A.

i) Simétrica: Ay B conjuntos, si A= B entonces B = A.

iii) Transitiva: A, B 'y C conjuntos, siA=ByB =C
entonces A=C.

Ejercicio 3: Decide si es 0 no cierto:
a) {x /x es un niumero primo mayor que 23 y menor que 28}
b) {a, i, e} = {x / x es una vocal en la palabra “mathematics’}.

c) {{1, 2}} = {{1}, {2}}.
d) {2, 1, 2, 3, 1} = {digitos del numero 21231} = {3, 2, 1}.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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2.1 CONCEPTOS BASICOS

Diremos que A es usubconjunto de B, y lo denotaremos por

A 0 B, si todo elemento de A es un elemento de B. Es decir,
A 0B < (Ox OAentonces X1 B).

Si A [0 B, también podemos decir que &ntienea A o0 B

incluye a Ay escribir B A. También podemos usar A esta

contenidoen B, A estancluido en B. Denotamos Al B siy

s6losiALIByA #B.

Si A no es un subconjunto de B, escribimoSﬂﬁB.
AB = (Ix, xOAand xO B).
Ejercicio 4: Estudiar si son verdaderas o falsas cada una de las
siguientes afirmaciones:
a) {2} O {x/x es un digito en 2123} W) [{{1, 2}}
c) {a, i, e} 0 {x/x es una vocal} dY O {3, {2, 1}}. vaenaicavscea

Garcia Mufioz, M.A.

2.1 CONCEPTOS BASICOS

Proposicion 2.2 El conjunto vacio esta contenido en cualquier
conjunto A,00 OA, TA. (Demostracién ejercicio 2.8.)

Siempre podremos elegir un conjunto especiakl) tal que
cada conjunto que podamos considerar es un subconjunto de
U. Este conjunto se le llama&onjunto universal, y lo
denotaremos por U. En los diagramas de Veen U se representa
mediante los punto interiores a un rectangulo.

Proposicion 2.3. La inclusion de conjuntos satisface las
siguientes propiedades:
i) Reflexiva: A [1 A para todo conjunto A.
i) Antisimétrica: A y B conjuntos, si A0 By B O A
entonces A = B. (lausaremos para probar la igualdad de conjuntos)
iii) Transitiva: A, By C conjuntos, si AU By B [OC

Matematica Discreta

entonces m C- Garcia Mufioz, M.A.

09/10/2018

11



2.1 CONCEPTOS BASICOS

Llamaremossubconjuntos propiosde A a los subconjuntos
distintos delJ y de A. Alos subconjuntos Al del conjunto
A se les llamasubconjuntos impropiosde A.

Los subconjuntos de un conjunto se pueden usar para definjr

un nuevo conjunto:
Dado un conjunto A, llamaremosonjunto de las parteso
conjunto potencia de A, £(A) al conjunto que tiene por

elementos a todos los subconjuntos de A, esto es,
PA)={B/BOA}.

Ejercicio 5: Calcular el conjunto de las parteéA) de A ={1, 2, 3}.

Proposicién 2.4 Si A es finito, entoncesard(P(A)) = 2 card®)
(Demostracion ejercicio 2.20.) Matematica Discreta

Garcia Mufioz, M.A.

2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

De igual forma que combinando varias formas enunciativas$

obteniamos nuevas formas enunciativas, combinand
conjuntos de diferentes formas obtendremos nuevo
conjuntos.

Sea X un conjunto y A, Bl P(X), llamaremosnterseccionde

Ay B, al subconjunto de X formado por los elementos que
pertenecen simultdneamente aAy a B,

AnB={xOX/xOAyx0OB} O%P(X).

X —
£ -~ \/\:'\Tﬁ‘\\ E
\ \_i-‘;/ )
A S
Matematica Discreta

Garcia Mufioz, M.A.
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2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Podemos extender la definicién de interseccion a mas de dos
conjuntos. Sean AA,,..., A, conjuntos. Su interseccion es:

n
ﬂ A=A N4 Nn.NnA,={xeX/xed,paracadar = 1.2,..,n}

r=1

Diremos que Ay B sodisjuntossiAn B =[J.

Ejercicio 6: Sea X = {x0 Z*/ x< 15}, A={x O X/ x es par},
B={xOX/xesmultiplode 3} y C ={x 00 X/x?-9=0}.
CalcularAn B,An CyBn C.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Proposicion 2.5.La interseccién de conjuntos satisface las
propiedades:

i) Conmutativa:An B=B n A, UA, BO%PX).

i) Asociativa An (Bn C)=(An B)n C,UA, B, COP(X).

iii) ldempotencia A n A=A, OA O P(X).
iv) Elemento infimo: A n 00 =1, OA O P(X).
v) Elemento neutra A n X =A, DA O P (X).

Ejercicio 7: Probar la propiedad conmutativa para la jntersecciq

Matematic:
Garcia Mufioz, M.A.
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2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Sea X un conjunto y A, B] £(X), llamaremosunion de Ay

B, al subconjunto de X formado por los elementos que
pertenecen al menos a uno de dichos conjuntos, es decir:

AOB={xOX/xOA 6 xOB} OP(X).

X

- =N
( /j_\'“‘\ ¥
\E‘\, Q /}
7 T \“'~—~_.—7’/'

Como es facil observar hay una conexion obvia entrg
interseccion de conjuntos y conjuncién y entre union de
COﬂJUI’]tOS y dlsyu nClén. Matematica Discreta

Garcia Mufioz, M.A.

2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Podemos extender la definicidon de unidon a mas de dos
conjuntos. Sean AA,, ..., A, conjuntos. Su union es:

n
UA?, =4, UA,U..UA. ={xeX/Ire{1,2,...n}tal qguex € 4,}

r=1

Ejercicio 8: Sean X = {xd Z*/ x< 15}, A= {x OX/x es par},
B ={x OX/xesmultiplode 3} y C 5{x O X/x?-9=0}.
CalcularADB,A BOCy (AO B)n C.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

09/10/2018

14



2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Proposicion 2.6. La union de conjuntos satisface las
propiedades:

i) Conmutativa: AOB=BOA, UA, B O%P(X).

i) Asociativaa AD (B[O C)=(A0B) O C, A, B, COP(X).

iii) ldempotencia A A=A, OA O P(X).

iv) Elemento universal o ley de dominacion:
AOX=X, OAOPX).

V) Elemento neutro: A 0 O = A, OA O P(X).

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Proposicion 2.7.La union junto con la interseccion de
conjuntos satisface las propiedades:

i) Leyes de absorcion
AOANB)=A
An(AOB)=A OA, B O P(X).

i) Distributivas:
AOBNnC)=(AOB)n (AOC)
An(BOC)=(AnB)O(AnC) OA, B, COP(X).

Ejercicio 9: Probar una de las leyes de absorcion.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Sea X un conjunto y AJ P(X), llamaremoscomplementode

A respecto de X, al conjunto formado por todos los elemento$

de X que no pertenecen a A, es decir:

A=A={xOX/xOA} OPX).

(- )

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Ejercicio 10: Sean X = {x(J Z*/ x< 15}, A={x O X/ x es par},
B={xOX/xesmiultiplode 3}y C={x OX/x?-9 =0}
Calcular los conjuntos A, (AIC))y (AOC)n B.

Proposicion 2.8El complemento de un conjunto satisface:

i) Doble complemento o involucion
(A=A 0AOP(X).

i) Complemento del conjunto universo: X=0

iii) Complemento del conjunto vacio:[1* = X

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Proposicion 2.9La operacion complemento junto con la unién
y la interseccion satisfacen las propiedades:

i) Ley del complemento

AOA=X AnA=0 DOAOPX).
i) Leyes de De Morgan

(AOB)=A nB’

(AnBy=A OB OA, B OP(X).

Ejercicio 11: Probar una de las leyes de De Morgan.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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2.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Notese la similitud entre las propiedades de los conjuntos y Ia|
leyes de logica. Cada ley de logica se puede obtene
reemplazando conjuntos con enunciados, las operaciones
conjuntos n, O, y ‘ con las conectivast), [, y [O
respectivamente, y la igualdad (=) con la equivalencia l6gic3
(=). Por ejemplo, laley de De Morgan (AB)'=A [ B’ se
puede trasladar como

(Mp 0q) = ((Hp) O (Lxn).

Igual que las leyes de ldgica se pueden usar para simplificg
expresiones légicas y obtener nuevas leyes, las propiedades

conjuntos se pueden usar para simplificar expresiones de

conjuntos.
Ejercicio 12: Simplificar la expresion:
(A N B,) D (A\, N B) D (A D B)’ Matematica Discreta

Garcia Mufioz, M.A.
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2.3 PRODUCTO CARTESIANO
El orden en que se enumeran los elementos de un conjun

carece de importancia. En algunas circunstancias, sin embargo,

el orden si es significativa (por ejemplo, al representar log
punto en geometria).

Un par ordenado es un objeto formado por dos elementos con
un orden determinado que notaremos por (a, b). A log
elementos “a” y “b” se les denominprimera y segunda
componentedel par (a, b). Dos pares ordenados gpralessi
y solo si las componentes correspondientes son iguales.

De forma analoga podemos definir unarna, cuaterna,
quintupla y en generalp-upla como un objeto formado por n
elementos g &,,..., 8 en un orden dado y lo notaremos por

(al, az, “es ,a1) . Matematica Discreta

Garcia Mufioz, M.A.

o

2.3 PRODUCTO CARTESIANO

Dados X e Y conjuntos, llamarempsoducto cartesianode X
e Y, al conjunto formado con todos los pares ordenados qu
pueden formarse con elementos de X e Y:

XxY={(a b)/alXy bOY}
Si X =Y, usualmente denotamos»<X = X?2.

Ejercicio 13: Sean A ={1, 3} y B ={a, b, c}. Calcular Ax B,
BxAyA-Z2
Notese que XY £Y x X.

Proposicidon 2.10.Si X e Y son conjuntos finitos, entonces
card(X xY) = card(X).card(Y)

(Demostracion ejercicio 2.21.) Matemética Discreta

Garcia Mufioz, M.A.
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2.3 PRODUCTO CARTESIANO

El producto cartesiano se puede representar mediantl)e

diagramas cartesianos, diagramas sagitales y tablas de do
entrada.

{1.2,3,4,5} x{1,2,3}

a (a, x) (a,y) (a, 2}

b (b, x) (b, ¥) (b, 2)

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

2.3 PRODUCTO CARTESIANO

De igual forma se puede definir el producto cartesiano de
tres 0 mas conjuntos:

Dados A, A,,..., A, conjuntos, definimos syroducto
cartesianocomo el conjunto formado por todas las n-uplas
posibles (& &,...,§) de forma que all A;, & O A,,...,

a, A,

A x A, x XA ={ (g, &,...,a) / g OA,;, i}

Si todos los Ason iguales a A, el producto cartesiano se
denota por A

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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2.3 PRODUCTO CARTESIANO

Proposicion 2.11Sean X e Y conjuntos, A, BIP(X)y C, D
O P(Y), se tiene:

NDAXCOXXY.
i) Distributiva respecto de la union

X x(COD)=(XxC)O (X xD)
(AOB)xY=(AxY)O(BxY)

iii) Distributiva respecto de la interseccion
Xx(CnD)=(XxC)n (X xD)
(AnB)xY=(AxY)n (BxY)

V) X xC)=XxC’ (AxY)Y=A xY

V)(AXxC)n (BxD)=(An B)x(Cn D).

Ejercicio 13: Mostrar con un ejemplo que en general:

Matematica Discreta

(AxC)O(BxD)#(AOB)x(COD). Garcla Murioz, M.A

3. APLICACIONES
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El concepto de funcidon o aplicacion es tan fundamental qu
juega el papel de hilo conductor que entrelaza todas las ram
de las matematicas. Se usa en la vida cotidiana (por ejemplo,
calcular la factura de la luz o el agua).

Empezamos con la nocién conocida por los estudios previc
(las funciones de variable real). Tradicionalmente se denota p
X, a una variable asociada frecuentemente a expresiones ta|
como X + 2x — 3, sen(x), In(x), etc.

Estas expresiones se denotan por f(xX) y se les llamgn

“funciones de (variable) x” (generalmente la variable x sg
refiere a una numero real arbitrario, aunque puede estar suje
a algunas restricciones). La esencia de los ejemplos es que
puede calcular el valor de la expresion para cualquier valg
(permitido) de la variable x.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

ES

09/10/2018

al

S
DI
les

to
se

-

gt

De hecho, nos proporciona una “regla” para calcular su valg
dado cualquier valor de x.

En esta seccion utilizaremos funciones donde la variables no
un namero real, ni siquiera un niumero, sino un elemento de U
conjunto X. Por esto, puede ser un poco engafioso referirnog
una regla para calcular el valor de una expresion.

En muchos casos se asigna a cada elemento de un conju
otro elemento particular de un segundo conjunto. Por ejempl
asignar habitaciones a las personas en un hotel, asignar y
calificacion a cada estudiante de una clase, ...

Con esto en mente, vamos a comenzar con una definiciobn m

general que la definicion de aplicacion, el concepto de¢

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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Sean X e Y conjuntos. Uneorrespondenciaentre X e Y es
una terna (X, Y, G) donde GI X x Y. Al conjunto X se le

llama conjunto inicial, al conjunto Y se le llamaonjunto
final y a G se le llamarafo o grafica de la correspondencia.

Si el par ordenado (X, ¥l G se dice queX se corresponde
cony’, 0"y depende de X.

A una correspondencia como la anterior se le suele asignpr
letras f, g, h,..., representandose mediante

f:Xo-Y, obien, X[I[T_»Y

Notese que el grafo de tal correspondencia se denota mediante
G; para indicar que es el grafo de f.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

g
En lo que sigue sea f = (X, Y, G) una correspondencia.

Si a O X, llamaremosimagen de a, f(a), al conjunto de
elementos de Y que se corresponden mediante f con a:

fla)={bOY/(a b)JG}OY

Si b O, llamamosimagen inversa de b f “1(b), al conjunto de
elementos de X que se corresponden con b:

f-1(b)={alX/(a, b)DG}OX
Llamaremosiominio de una correspondencia f al subconjunto d

X formado por los elementos cuya imagen es distinta del vacip,
es decir:

1%

Dom(f) = { a |:| X / f(a) ¢ |:| } |:| X Matematica Discreta

Garcia Mufioz, M.A.
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Llamaremosimagen de f al conjunto formado por todas las
imagenes de los elementos de A,

mn= U@ oy

allDom( f)
Ejercicio 14: Dado X = {1, 2, 3} e Y ={x / x es una letra en la

palabra “mathematics”} conjuntos. Consideremos las siguientes

correspondencias £ (X, Y, G;) para ki <5 donde:
G, =0
G,={(2,a), (1, ), (2,m), (2,1}
G;={(2,a), (2, €), (2, m), (2, 1), (1, h),(2,1),(3, ©),(3, s)}
G,={(2,a), (1, e), (3, m}
Gs= X XY
Obtener en cada caso la imagen de los elementos de X
preimagen de los elementos de Y, el dominio y la imageh..oxes

Garcia Mufioz, M.A.

.
Una correspondencia f: X — Y se dice que es uraplicacion

cuando todo elemento de X tiene UNA'Y SOLO UNA imagen
eny:

OalX, O bOY tal que f(a)=b
(para cada &l X existe un unico Y tal que (a, bJ G;)

Ejercicio 15: Determinar si son aplicaciones las siguienteg
correspondencias:

Ejercicio 16: ¢Es una aplicacibn alguna de las
Matematica Discreta

correspondencias del ejercicio 147? Garcia Mufoz, MA.

09/10/2018

23



e

De acuerdo con la definicion previa, las expresiorfes 2x —
3, sen(x), In(x),... no son aplicaciones por si solas pues no {
ha especificado los conjuntos X e Y. Sin embargo, las do
primeras pueden ser definidas como aplicacionesR g R
que asocian cada numero real x al nimero f(xf=*2x — 3y
g(x) = sen(x), respectivamente. Por otra parte, la tercera n
puede usarse para definir una aplicacionRlen R, ya que

In(X) no esta definido para todos los numeros reales. Con egte

ejemplo hacemos hincapié en la importancia de los conjuntg
X eY en la definicion de aplicacion.

El conjunto X es ahora llamaddominio, y el conjunto Y
codominio o conjunto final, de f. Si (a, b)U G; el elemento
b O0Y es llamado lamagende all X y escribimos b = f(a).

A una aplicacion también se le llamduncion

Matematica Discreta

transformacion. Garcia Mufioz, MA.
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Dadas dos aplicaciones f, g diremos que gpralessi tienen
iguales conjunto inicial y final y el mismo grafo:

f=g=f,g:Xo-Yyf(a)=g(a),JalX.

Ejemplos:
A) Sea X un conjunto y x0O X. La aplicacion constante
c: X O - X definida por c(a) = ¥, para cada al X.

B) Sea X un conjunto. Laplicacion identidadidy: X O - X
definida por i¢(a) = a, para cadal@ X.

Cc) Sea X un conjunto y Al X. La aplicacién inclusion
i:A 0 - Xdefinida pori(a) = a, para cada aA.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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Dada una aplicacion f: X - Y y A 00 X, llamamosmagen de

A por f, f.(A), al subconjunto de Y formado por todas las
imagenes por f de los elementos de A

f(a) =f.(a) = | Jf(a) ={f(a)/ @A}
alA
Si A= X, entonces f(X) es ehngo o elconjunto imagen de f.

Si COY, llamamosmagen inversa de C por fo preimagen
de C por f, f*(C), al subconjunto de X formado por todos los
elementos cuya imagen por f pertenecen a C

f-YC)=f"(C)={alX/f(a) dC}
Ejercicio17: SiX =R, A=Zy X,= 1 en los ejemplos previos.
Obtener la imagen de B por c, id e i, y la preimagen de C por c
id eidonde B =(-2,3)y C=]0, 3).

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

g

En funciones reales de variable real para obtener el conjunto
imagen determinamos los nimeras Y tales que la ecuacion y =
f(x) tiene solucion para algunx X.

Ejercicio 18: Encontrar el conjunto imagen de la funcion real f:
R O - R definida por f(x) = x / (+1).

o= Plot[x/ (x42+1), {x, -2, 2}]

0wsl ~

En este caso podemos encontrar el conjunto im(f) ya que la
ecuacion y = f(x) es simple. En general, sera mas difigil,

matica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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El conjunto imagen de una funcidbn se puede encontrg

facilmente de forma geométrica. Para cada elemento a de X,
imagen f(a) se puede determinar a partir de la grafica de

funcién dibujando una linea vertical desde a hasta que toca
gréfica y desde este punto de la gréafica otra linea horizont

hasta el eje OY. Por tanto, el conjunto imagen de f es ¢
conjunto de puntos del eje OY al que se llega desde la grafic

con este método.

—h
Q

o

e =

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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Tipos de aplicaciones

Una aplicacién se puede clasificar de acuerdo con la
propiedades que tiene. Estas propiedades describen
comportamiento de la funcion. Dada una aplicacion
f: X 0 - Y, diremos que es:

A) f esinyectiva si cada elemento de Y es imagen a lo mas
de un elemento de X, es decir,
x#X = f(x) 2f(x’), (equiv. f(x) =f(xX') = x =X)

B) f es sobreyectivasi todo elemento de Y es imagen al
menos de un elemento de X (im(f) =Y), es decir:
Ob0OY, Dal X tal que f(a)= b,

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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Tipos de aplicaciones

C) f esbiyectiva (una biyeccién o unacorrespondencia
uno a uno) si es inyectiva y sobreyectiva a la vez,
Ob0OY, 0 adX tal que f(a)= b.

Toda aplicacion biyectiva de un conjunto en si mismo se le
llamapermutacion.

Ejercicio 19: ¢ Qué tipo de aplicaciones son las de los ejercicio
previos?

Si : X O- Y es una aplicacion donde X e Y son
subconjuntos dR, lo mismo que podemos obtener el conjunto
imagen a partir de la gréafica de la funcién, también es posibl
saber si la aplicacion es inyectiva 0 sobreyectiva.  aenaicaoiscreia

Garcia Mufioz, M.A.

Ul

.

Si f no es inyectiva, existiran do< Vi
elementos xy x, en X tales que f(¥
= f(x,) = b. Es decir, la linea horizonta can be 7\
a la altura b se encuentra con la grafic samel | =77

en los puntos que se corresponden ¢ : \
X = X; Y con x =%, del eje OX.

X XX

A PP . . ..
“‘“‘L\\ Si fis inyectiva esa situacion nunca
aways ) | . se dara. En otras palabras, una line
unique ’\ horizontal que pase por cada punto
"""""""" TN benyY de,l eje OY no se_(?ncontra,ra
X, x conlagrafica de la funcion en mas

de un punto.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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Finalmente, f es sobreyectiva si y sélo si
cada linea horizontal pasando por un
punto del eje OY se encuentra a la

gréfica de la funcién al menos una vez.

Ejercicio 20. ¢Qué tipo de aplicaciones son
las de las siguientes graficas?

L

3

= A
VAN

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

g
Proposicion 2.12.Sea f: X 0~ Y una aplicacion entre
conjuntos finitos, se tiene:

i) si f es inyectiva entonces card(X)card(Y),

i) si f es sobreyectiva entonces cardXtgard(Y), y
Dadas f: X0 - Yy g: Y 0- Z aplicaciones, podemos definir
una correspondencia h: X . Z tal que h(x) = g(f(x)). Asi

definida h es también una aplicacion que llamamplcacion
compuesta de fy gy se denotaporh=gof.

X f Y g Z
, En general, dom(g) no
necesariamente ha de ser igual
im(f), solo es necesario que im({
|:| dom(g) Matematica Discreta

Garcia Mufioz, M.A.
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Ejercicio 21. Sean f, gR —» R definidas por f(x) = X+ 1 y g(x)

= cos(x). Calcular gfyf . gy comprobar que la composicion no
satisface la propiedad conmutativa.

=

Proposicion 2.13. La composicidon de aplicaciones satisface I
propiedad asociativa, es decir, sif.0X. Y,g: YO - Zy h:
Z0o - Tentoncesho(gof)=(hog)of.

Proposicion 2.14Dada f: XO - Y aplicacion, se tiene f o Id=f
yldyof=Hf.

Proposicién 2.15Sean f: X(O - Yy g: Y O - Z aplicaciones.
Entonces:

i) Si fy g son inyectivas, entonces §es inyectiva.
i) Sify g son sobreyectivas, entoncesfges sobreyectiva.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

.I_
Ejercicio 22. Sea f, ge R— R definidas por f(x) =3x+3 y g(x) =

% — 1. Comprobar que g . f =1Id = f . g, es decir, una funcion

deshace lo que hace la otra.

Dada una aplicacion f: XI - Y (es decir, f = (X, Y, G)) existe
una correspondencia de Y en X} £ (Y, X, G;,,), de manera que
(b, @) O G, si y solo si (a, b)J G. Ademas si f es biyectiva,
entonces fl es una aplicacion, también biyectiva, que se llama
inversa de f

=

i Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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Proposicion 2.14.Sean X e Y conjuntos, f: Xo- Y vy
g: Y 0 - X aplicaciones. Entonces:
i) Si f es biyectiva, entonces¥of=1d, yfof-1=1Id,.

i) Si g of=1Idy, entonces f es inyectiva y g sobreyectiva.

i) Sigof=1Idy yfog=Idy, entonces fy g son biyectivas
yg-= f-1, (Demostracion ejercicio 2.44)

Proposicién 2.15.Sean X, Y y Z conjuntos, f: Xo - Yy
g: Y 0 - Z aplicaciones biyectivas, entonces g o fuX. Z es
biyectivay (g o )t =f -1 0 gl. (Demostracion ejercicio 2.45)

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

g

Sean | y X conjuntos, llamamdamilia de elementos de X
indizada en | a toda aplicacion f: b - X tal que f(i) = x.
Usaremos la notacion fx;, = { x; /i O I}. Si | es finito se dice
que la familia edinita y si | = {1, 2,..., n} se escribe (k<<

Sea X es un conjunto y (A, es una familia de elementos de
P(X) indizada en |, es decir, una aplicacion fiul. P(X) tal
que f(i) = A. Llamamosunion de la familia anterior al
conjunto
UA ={xOx/001tq.x0A;}.
il
De igual forma, llamamosnterseccion de la familia al
conjunto
ﬂAi ={xOX/xOA;, 00O '}.
il Matematica Discreta

09/10/2018
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Sea X un conjunto. Unparticion de X es una familia (4;-, de
elemento deP(X) satisfaciendo:

i) A;# [ para todo UJ | (cada conjunto es no vacio),
i) Sii #], entonces An A; =[J, (A son disjuntos dos a dos)

iii) U A, = X(la unién de todos ellos es el conjunto X).
iol

Ejercicio 21. Sea X ={x / x es una letra de “mathematics”}.
Obtener una particion de X con tres subconjuntos y tal que uno
de ellos sea el conjunto A ={x / x es una vocal en
“mathematics”}. ¢ Es posible obtener una particion de X con dieg
elementos?

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

4. RELACIONES BINARIAS

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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En el mundo que nos rodea hay muchas relaciones. A niv
humano, ejemplos son padres-hijos, marido-mujer, estudiant
profesor, etc. También existe relaciones entre numeros,

igualdad (=) y menor que (<) son ejemplos de relaciones ent
nameros. De hecho, relaciones pueden definirse ent

cualquiera dos conjuntos; y las conoceremos como relaciones.

Sea X un conjunto. Llamamaglacion binaria en X a todo
subconjunto R del producto cartesiano<X, es decir,

ROX x X.
Diremos que a esta relacionado con b por R y lo
notaremos por a R b, si y solo si (a, O)R. Si (a, b)U R,
escribiremos @ R b.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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Sea R una relacion binaria en el conjunto X, diremos que:
» R esreflexiva, sia R a para todo @ X.
R es @métrica, siempre que aR b, se tiene que b R a.
* R esantisimétrica, siempre que aR by b R a, se tiene
que a=b (si & b entonces @R b 0hR a).
* R estransitiva, siempre que a R by b R ¢, se tiene que
aRc.

Noétese que para demostrar que una relacion R en un conjunt|
satisface una de las propiedades previas, necesitama
demostrar que la propiedad se tiene para elementos
arbitrarios de X. Sin embargo, para mostrar que R no
satisface una propiedad, s6lo necesitamos encontrar u
elemento o elementos particulares del conjunto (un contra:
ejemplo) que no la satisfaga. Matemaica Discreta

Garcia Mufioz, M.A.
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Sea R una relacion binaria en el conjunto X, diremos que:
» R esreflexiva, sia R a para todo @ X.
R es @métrica, siempre que aR b, se tiene que b R a.
* R esantisimétrica, siempre que aR by b R a, se tiene
que a=b (sia&bentoncesaRbobRa).
* R estransitiva, siempre que R b y R c, se tiene que
aRc.

Ejercicio 22. Sea X ={a, b, c, d}. Estudiar las propiedades
gue satisfacen las siguientes relaciones binarias:

) R,={(a, a), (& b), (a, ¢), (b, a), (b, b), (c, ¢), (b, c), (b, d)}.
i) R,={(a, a), (a, b), (c, ¢), (b, a), (b, b), (d, d)}.

i) R;={(a, a), (b, b), (c, ), (d, d)}.

iv)R,=0

V) Rg= X x X Matemética iscreta

Garcia Mufioz, M.A.

4.1 RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Una relacion binaria R en X se dice que es uakacion de
equivalencia si verifica simultaneamente las propiedade
reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejercicio 23. Sea X =R, el conjunto de los numeros reales,
definimos en X las relaciones

XRyysiysolosix<y

X R,y siy sélosiX=y?
¢ Es alguna de ellas una relacion de equivalencia?

Dada R una relacion de equivalencia sobre un conjunto Xy a

X, definimos laclase de equivalenciale a al subconjunto de X

formado por todos los elementos relacionados con a, es decir,
a=[a]={xOX/xRa}l

Six U [a], entonces x es uepresentantede la clase [a]; >

09/10/2018
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4.1 RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Ejercicio 24. Sea X =Z*, los niUmeros enteros positivos, y
sea R la siguiente relacion binaria en X

X Ry siy solo si x—y es un multiplo de 2
Comprobar que R es una relacion de equivalencia y
calcular sus clases de equivalencia.

Proposicién 2.17Sea R una relacion de equivalencia en X.
Entonces a R e si y solo 8 €. (Demostracién ejercicio 2.49)

Sea R una relacion de equivalencia en X. Llamaremos
conjunto cociente de X por la relacion R y lo notaremos
por X/R, al conjunto de todas las clases de equivalencia en X
determinadas por R

XIR={a/lalX}

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

4.1 RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Ejercicio 25. Calcular el conjunto cociente & por la relacion
dada en el ejercicio previo.

Ademas la aplicacion p: X - X/R, definida por p(a) =3,
para todo all X es sobreyectiva y recibe el nombre de
proyeccion canonica

Proposiciéon 2.18. X/R determina una particion en X.
(Demostracion ejercicio 2.51)

Proposicion 2.19Si {A },; es una particion del conjunto X,
entonces la relacién R definida por: a R b si y solajsi] |

tal que a, bl A;, es una relacion de equivalencia en X y el
conjunto cociente X/ R = {& 5,

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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4.2 RELACIONES DE ORDEN

Una relacion binaria R sobre un conjunto X diremos que eg
una relacion de orden si verifica simultdneamente las
propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Diremos que X es un conjuntardenado si hay una relacion
de orden definida en X.

Generalmente escribimosa y se lee “a es menor o igual que
b” cuando (a, b)1 R.

Ejercicio 27. Estudiar si las siguientes relaciones binariaZen
son relaciones de orden:
aRbsiysolosigab
aRbsiysolosia<b
a R b siy solo si a divide a b (a es un divisor de b)

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

4.2 RELACIONES DE ORDEN

Dos elementos a, 1 X se dicencomparables por la
relacion de orden R si y solo sisab o bien b< a ((a, b)d
R o (b, a0 R). En otro caso se dice que som
comparables.

Ejercicio 28. Dar un ejemplo, si es posible, de dos
elementos comparables y dos no comparal#dleson las
relaciones de orden del ejercicio previo.

Una relacion de orden R en X, se dice que esotaten

total si cualquier par de elementos de X son comparables.

En tal caso se dice que X es un conjurtdalmente
ordenada En otro caso se dice que R esamden parcial
y que X es un conjuntparcialmente ordenado

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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4.2 RELACIONES DE ORDEN

Sea R una relacién de orden en X, un subconjunto no vacip
A de X se llamacadenacuando todo par de elementos de A
son comparables por la relacion R de X, es decir, 14
relacion de orden R restringida a A es un orden total.

Cuando el conjunto X ordenado por la relacRes finito,
el orden puede ser representado graficamente mediante (in
diagrama conocido comdiagrama en arbol o diagrama
de Hasse En tales diagramas los elementos se representan
por puntos y cuando dos elementos son comparables, Igs
puntos que los representan se unen mediante una flecha fle
manera que si & b, en el diagrama aparecera una flecha
ascendente desde el punto que representa al elementol a
hasta el punto que representa al punto b.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

4.2 RELACIONES DE ORDEN

El diagrama de Hasse para X ={a, b, ¢, d} ordenado mediante
la relacion de orden

R ={(a a), (& b), (a ¢), (a, d), (b, b), (b, d), (c, c), (c, d), (d, d

==

esta dado por:

Obsérvese que omitimos las fechas que se obtiene por transitividad.

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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4.2 RELACIONES DE ORDEN

Ejercicio 28. En el conjunto potencia de {a, b, c} definimos la
relacion binaria dada por la inclusion. Comprobar que es un
relacion de orden y dibujar el diagrama de Hasse.

Sea X un conjunto ordenado por una relacion de orden Rly A
X. Diremos que A estacotado superiormentesi existe un x
0 X tal que a< x para todo a1 A. Atal elemento x se le llama
cota superiorde A.

Diremos que A estacotado inferiormente si existe un yi1 X

tal que y< a para todo &l A. Atal elemento y se le llameota
inferior de A.

Si A esta acotado inferior y superiormente se dice que A est3
acotada

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.

4.2 RELACIONES DE ORDEN

Se dice que un elemento m A es elmaximo de A si es una
cota superior de A. De igual forma un elementalm es el
minimo de A si es un cota inferior de A.

Proposicién 2.20.Si existe maximo de un conjunto (resp.
minimo) es unico.

El méaximo (minimo), si existen, son los elementos
representados en lo mas alto (bajo) del diagrama de Hasse.

Ejercicio 29. En el conjunto potencia de X ={a, b, c, d} con la
relacion de inclusion, estudiar si el subconjunto

B ={A OOX/card(A) es impar}
esta acotado. ¢ Existe maximo o minimo?

Matematica Discreta
Garcia Mufioz, M.A.
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4.2 RELACIONES DE ORDEN

Un conjunto ordenado X se dichien ordenado si todo
subconjunto no vacio de X tiene un elemento minimo.

Proposiciéon 2.21. Todo conjunto bien ordenado esta
totalmente ordenado.

Sea A X. Llamaremossupremode A, sup(A), al minimo (si
existe) del conjunto de cotas superiores de A y llamaremos
infimo de A, inf(A), al maximo (si existe) del conjunto de
cotas inferiores de A.
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4.2 RELACIONES DE ORDEN

Sea X un conjunto ordenado. Un elementdIxX se dice
maximal de X si la relacion x a para algun al X, implica
gue x = a. Un elemento {1 A se diceminimal en X si la
relacion b< y para algan ki X, implicaque y = b.

Teniendo en cuenta que<ab significa “a precede o es igual a
b” en algun sentido, entonces un elemento es maximal si ng
existe un elemento “mayor” en el conjunto. De forma similar
un elemento es minimal si no existe un elemento “menor” en el
conjunto.

Ejercicio 30. En el conjunto partes de X ={a, b, c, d} con la
relacion de inclusion, sea B = {Al X / card(A) es impar}.

¢ Existe supremo o infimo? Calcular los elementos maximaleg

y minimales de B.
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