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El objetivo de este tema introductorio de Algebra Lineal y Geometria del primer curso
del Grado en Fisica es repasar y ampliar conceptos bésicos en teoria de conjuntos y
operaciones con nimeros y matrices. El dominio de estos conocimientos como punto
de inicio de la asignatura sera indispensable en el desarrollo de la misma. No obstante,
estos apuntes pretenden dar una visién practica de los conceptos involucrados, ya que
un enfoque mas tedrico puede encontrarse en cualquier libro de Loégica y Teoria de
Conjuntos y se escapa del alcance de la asignatural.

1. Nociones elementales de l6gica matematica

La légica es una parte indisociable de las matematicas que estudia las reglas que
permiten hacer razonamientos validos. Aqui nos familiarizaremos con el lenguaje mas
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bésico de la 16gica matemadtica: la conjuncién (A), la disyuncién (V), la negacién (—),
la implicacién o condicional (=) y la equivalencia (&), asi como los cuantificadores
existencial (3) y universal (V).

En l6gica, un enunciado o proposicién es una afirmacién que puede ser verdadera o
falsa, por ejemplo, “Hoy es jueves”, “Tengo 19 anos”, “El conjunto tiene tres elemen-
tos” 6 “Todos los espanoles son rubios”. Para simplificar, diremos que se cumple un
enunciado A cuando A es verdadero y que no se cumple cuando es falso.

» Conjuncién (A). Dados dos enunciados A y B, diremos que se cumple A A B
(se lee “A y B”) cuando se cumplen simultdneamente los dos enunciados.

Ejemplo: Sea A el enunciado “Hoy hace sol” y B el enunciado “Hoy es domingo”.
El enunciado A A B sélo serd cierto los domingos soleados.

» Disyuncién (V). Dados dos enunciados A y B, diremos que se cumple AV B
(se lee “A 0 B”) cuando se cumpla alguno de los dos enunciados, es decir, se
cumple A, se cumple B o bien se cumple A A B.

Ejemplo: Sea A el enunciado “Tengo més de mil euros”, B el enunciado “Tengo
menos de mil euros” y C el enunciado “Tengo menos de dos mil euros”. El
enunciado A V B serd cierto excepto en el caso de que tenga exactamente mil
euros, el enunciado A V C serd cierto siempre y el enunciado B V C serd cierto
siempre que tenga menos de dos mil euros.

» Negacién (—). La negacién de un enunciado A, que suele denotarse por —A4,
es el enunciado que es cierto cuando A es falso y falso cuando A es cierto. Suele
usarse la frase “no A” para denotar —A.

Ejemplo: La negaciéon de “Juan tiene un coche amarillo” es “Juan no tiene un
coche amarillo”. La negacién de “No tengo amigos” es “Tengo algtin amigo”. La
negacién de “Todos los actores son guapos” es “Hay al menos un actor que no
es guapo”.

» Condicional (=). Dados dos enunciados A y B, escribimos A = B (se lee
“si A entonces B”) cuando siempre que ocurra A también ocurre B. También se
dice que A implica B, que B se deduce de A, A es condicién suficiente para B 6
que B es condicidn necesaria para A. Al enunciado A se le llama hipdtesis y al
B se le llama tesis. Cuando B no se deduce de A, suele escribirse A A B.

Ejemplo 1: Sea A el enunciado “El conjunto tiene 5 elementos” y B el enunciado
“El conjunto tiene més de 3 elementos”. Entonces, A = By B % A.

Ejemplo 2: Supongamos que A = By que sabemos que B es falso (no se cumple),
entonces A también es falso. Por ejemplo, si A es el enunciado “Ha llovido en la
dltima media hora” y B el enunciado “El suelo de la calle estd mojado”, entonces
todo el mundo acepta que A = B. Por lo tanto, si el suelo estd seco, entonces no
ha podido llover en la tltima media hora. Este modo de razonar es muy comiin
en matematicas y se llama razonamiento por contrarreciproco, aunque en logica



también es conocido como modus tollendo tollens (modo que negando niega).

Equivalencia (<). Dados dos enunciados A y B, escribir A < B es una forma
simplificada de escribir (A = B) A (B = A), es decir, que A implica B y a la
vez B implica A. En otras palabras, que se cumpla A es equivalente a que se
cumpla B y suele leerse “A si, y sélo si, B”. Por tanto, estos dos enunciados son
l6gicamente indistinguibles.

Ejemplo 1: Sea A el enunciado “Amancio es la persona mas rica de Espafia” y

B “Todos los espafioles tienen menos dinero que Amancio”. Entonces, A & B.

Ejemplo 2: Sea A el enunciado “z es un nimero par”, B el enunciado “z es
miultiplo de 2”7 y C' el enunciado “x es el nimero 4”. Entonces, A < B, C' = B,
C=A A4 ByB#C.

Combinando estos elementos ya pueden hacerse construcciones légicas bastante com-
plejas, aunque hemos visto en los ejemplos anteriores que los enunciados pueden ser
muy variopintos, algunos se refieren a elementos individuales (por ejemplo, “Juan tiene
un coche amarillo”) y otros a una cantidad de elementos en principio sin determinar
(por ejemplo, “Todos los actores son guapos”).

2.

» Cuantificador universal (V). Es la forma légica de hacer referencia a todos los

elementos que cumplen una propiedad que depende del elemento. Si el enunciado
A depende de x y decimos que se cumple A para todo x, es que A es cierto
independientemente del valor de x.

Ejemplo: Sea x un ntimero real indeterminado y A el enunciado “z? es mayor o

igual que cero”. Entonces podriamos decir que A es cierto para todo x.

Cuantificador existencial (3). Es la forma l6gica de hacer referencia al menos
a un elemento que cumple una propiedad. Si el enunciado A depende de x y
decimos que existe x para el que se cumple A, es que A es cierto para algin valor
de x dentro del rango de valores posibles. Una variante de este cuantificador es
31, que se lee “existe un tnico” y hace referencia a que un solo elemento cumple
la propiedad especificada.

Ejemplo: Supongamos que = es un nimero real indeterminado, A el enunciado
“z2 es mayor o igual que cero” y B el enunciado “z? es igual a 2”. Entonces
podriamos decir que A es cierto para todo = y que existe x tal que B es cierto,
pero no existe un unico x para el que B es cierto.

Conjuntos: propiedades y construcciones

Los conjuntos son las estructuras mas bésicas de las matematicas y, por tanto, los mas
dificiles de definir de forma rigurosa. Aqui diremos simplemente que un conjunto es
una reunién de objetos, que se llamaremos elementos del conjunto. Hay dos formas de



definir conjuntos:

= Por especificacion, es decir, haciendo una lista de todos los elementos del conjun-
to, que se colocan entre llaves y separados por comas. Por ejemplo, el conjunto
A de los numeros primos menores que 50 es el conjunto

A={2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, 37,41, 43, 47}.

= Por descripcion, es decir, utilizando una propiedad que los caracteriza. Suele
escribirse {x : x cumple P} y se lee “el conjunto de los x que cumplen P”. Es
obvio que x cumple P puede ser sustituido por un enunciado todo lo complejo
que se quiera que involucre a x. Por ejemplo, en el apartado anterior, podiamos
haber escrito

A = {z :  es un nimero primo menor que 50}.

Decimos que un objeto z pertenece a un conjunto A cuando z sea un elemento de A,
y lo escribimos como x € A. Si, por el contrario,  no es un elemento de A, entonces
escribimos = ¢ A. En el ejemplo anterior, tenemos que 3 € A mientras que 48 ¢ A.

Curiosamente, en matemdticas, para decir que un objeto « cumple una propiedad P
suele ser habitual decir que x pertenece al conjunto de los objetos que cumplen P. Por
ejemplo, para decir que un nimero es primo, puede decirse que el nimero pertenece al
conjunto de los niimeros primos. Pronto veremos que, para decir que A es una matriz
es cuadrada de orden 2 X 2 con entradas reales, diremos que A pertenece al conjunto
de las matrices cuadradas de orden 2 X 2 con entradas reales. Esto puede parecer
muy sofisticado, pero realmente permite abreviar la notacién: como dicho conjunto de
matrices se denotard por My (R), serd suficiente escribir A € M3 (R).

Un conjunto que merece una especial atencién es el conjunto vacio @, es que el
conjunto que no contiene ningin elemento, es decir, no existe ningtin z tal que z € ().
Aunque puede parecer poco 1til considerar este conjunto, veremos que hace que muchos
razonamientos se simplifiquen.

Definicién 2.1 (Subconjuntos e igualdad de conjuntos). Dados dos conjuntos
A y B, decimos que A es un subconjunto de B cuando todo elemento de A pertenezca
a B, y lo escribiremos como A C B. También suele decirse que A estd contenido en B
o que B contiene a A. Diremos que A y B son iguales, y escribiremos A = B, cuando
A C B y B C A, es decir, todo elemento de A es un elemento de B y todo elemento
de B es un elemento de A.

Vamos a ver ahora algunas formas de construir nuevos conjuntos a partir de otros.

Definicién 2.2 (Unidn, interseccién y diferencia). Sean A y B dos conjuntos.

» La union de A y B es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a A
o pertenecen a B y se denota por AU B.



Figura 1: Diagramas de Venn para la interseccién (izquierda), la unién (centro) y la
diferencia (derecha) de dos conjuntos.

s La interseccion de A y B es el conjunto formado por los elementos que pertenecen
a Ay aB yse denota por AN B.

= La diferencia A\ B es el conjunto de elementos de A que no pertenecen a B.

Como podemos ver, la unién es la versiéon en conjuntos de la disyuncion légica,
mientras que la interseccién es la versién en conjuntos de la conjuncién légica. También
podemos expresar estas tres construcciones mas formalmente como

AUB={z:(z € A)V (x € B)},
AnNB={x:(xr € A)A(z € B)},
ANB={z:(r€ A A(x¢&B)}.

Las demostracién de las siguientes propiedades para tres conjuntos A, B y C se deja
como ejercicio (una forma visual de entender estos resultados es utilizar un diagrama
de Venn, véase la figura 1):

1. AUB=BUAyANB=BNA.

La unién y la interseccién de conjuntos son simétricas.

2. (AUB)UC=AUBUC)y (ANB)NC=ANn(BNCQC).
La unioén y la intersecciéon de conjuntos son asociativas.

3. AUD=Avy AnD=0.
El vacio es neutro para la unién y absorbente para la interseccién.

4. AUBNC)=(AUB)N(AUC)y AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
La interseccién y la unién son distributivas una respecto de la otra.

5. AN(BUC)=(ANB)N(ANC)y AN(BNC)= (AN B)U(ANC). Estas son
las conocidas como leyes de De Morgan.

Definicién 2.3 (Producto cartesiano). Dados dos objetos x e y, el par ordenado
(x,y) es otro objeto en el que se distingue a x como primer objeto y ay como sequndo.
De esta forma, el producto cartesiano de A y B se define como el conjunto A x B
formado por los pares ordenados (a,b) tales que a € A y b € B, es decir,

Ax B={(a,b):a€ Abe B}.



El producto cartesiano puede generalizarse facilmente a mas de dos factores siempre
que generalicemos el concepto de par ordenado al concepto de m-upla, siendo n un
nimero natural: una n-upla es una sucesién ordenada (x1,x2,...,x,) de objetos ma-
tematicos x1, T, . . ., Ty. De esta forma, dados n conjuntos A1, Ao, ..., A,, su producto
cartesiano se define como el conjunto A; X Ay X ... X A, de n-uplas tales que el primer
elemento pertenece a Aq, el segundo a As y asi sucesivamente, es decir,

Ap x Ag x ... x Ay ={(a1,a9,...,a,) a1 € A1 a2 € Ag,...,a, € An}.

En las unidades siguientes este concepto tendra especial importancia pues el principal
marco donde trabajaremos serd R™, que es una forma resumida de escribir el producto
de n factores R x R x --- x R, donde R representa el conjunto de los ntimeros reales.

3. Aplicaciones entre conjuntos

Una aplicacién es una forma de asociar a cada uno de los elementos de un conjunto
un elemento de otro conjunto. Por ejemplo, a cada habitante de Espana le podemos
asociar el dinero que tiene en el banco, a cada punto de la Tierra le podemos asociar
la temperatura en ese punto, a cada ntimero entero le podemos asociar su cuadrado,...
Evidentemente la libertad para definir aplicaciones es inmensa, ya que la tnica res-
triccién es que a un elemento del primer conjunto no podemos asociarle méas de un
elemento del segundo.

En general, si f es una aplicaciéon que asocia a los elementos de un conjunto A
elementos de otro conjunto B, escribiremos f : A — B. Al conjunto A se le llama
dominio de f, mientras que B se conoce como codominio, rango o recorrido de f. Si
a € A, entonces al elemento de B que f le asocia a a, se denota por f(a) y se conoce
como imagen de a.

Ejemplo: Sea H el conjunto de todas las personas que han vivido en la Tierra en
algiin momento de la historia y sean m : H — H la aplicacion que a cada una de esas
personas le asigna a su madre biolégica y p : H X H la aplicacion que le asigna a su padre
biolégico. Como la madre y el padre de una persona son unicos, la aplicacion estd bien
definida, es decir, para cada = € H, los elementos m(x) y p(z) estdn univocamente
determinados, jaunque no sepamos quienes son! Por ejemplo, dado un individuo «z,
m(x) representa a su madre y m(m(x)) representa a su abuela materna. También es
posible considerar la aplicacion f : H — H x H que le asigna a cada individuo el
par ordenado formado por madre y padre, es decir, f(z) = (m(x),p(z)). No estamos
asignando dos elementos a un elemento, sino un solo elemento del conjunto producto
cartesiano H x H.

Definicién 3.1. Sea f : A — B una aplicacion entre dos conjuntos A y B.

= Diremos que [ es inyectiva cuando no haya dos elementos distintos de A a los
que se les haga corresponder el mismo elemento de B.



Figura 2: Tres aplicaciones: una sobreyectiva pero no inyectiva (izquerda), otra inyec-
tiva pero no sobreyectiva (centro) y otra biyectiva (derecha).

s Diremos que [ es sobreyectiva cuando todos los elementos de B sean imagen de
algin elemento de A.

= Diremos que [ es biyectiva cuando sea inyectiva y sobreyectiva.

Podemos representar aplicaciones entre conjuntos mediante flechas que unan un ele-
mento del dominio con su imagen en el codominio, tal y como hemos representado
en la figura 2 (obviamente, esto sélo es practico para conjuntos muy pequerios). La
aplicacién es inyectiva cuando no haya elementos en la imagen a los que llegue mas
de una flecha, sobreyectiva cuando a cada elemento de la imagen llega al menos una
flecha y biyectiva cuando a cada elemento de la imagen llegue exactamente una flecha.

Ejemplo: Las aplicacion “madre” m del ejemplo anterior no es inyectiva ya que si una
mujer tiene dos hijos = e y, entonces m(z) = m(y), es decir, distintos hijos de una
misma mujer tienen la misma imagen por m. Tampoco es sobreyectiva ya que existen
mujeres que nunca han tenido hijos.

Ejemplo: Consideremos la aplicacion d que a cada nimero entero x le asocia el nimero
real resultante de dividir « entre 2. Si denotamos por Z al conjunto de los nimeros
enteros y por R al de los niimeros reales, entonces d : Z — R cumple que d(z) = § para
todo nimero entero x. La aplicacién es inyectiva pero no sobreyectiva. En cambio, la
aplicacién e : R — Z que cumple que e(x) es el menor entero mayor o igual que z es
sobreyectiva pero no es inyectiva. La aplicacién e se conoce como funcién parte entera.

Aplicaciones y subconjuntos. Las aplicaciones no sélo permiten transformar ele-
mentos sino también subconjuntos. Las siguientes operaciones suelen ser muy ttiles
para comprender la naturaleza de las aplicaciones:

» Si f: A— B esuna aplicacién y M C A, se define la imagen de M por f como
el conjunto de las imagenes por f de todos los elementos de M, es decir,

fM)={f(z):z € M} C B.

Es fécil darse cuenta de que f es sobreyectiva si, y sélo si, f(A4) = B. También
es facil ver que si restringimos el codominio B a f(A), autométicamente f se
vuelve sobreyectiva, esto es, f: A — f(A) es sobreyectiva.

» Si f: A— B esuna aplicacion y N C B, se define la preimagen de N por f



como el conjunto de los elementos de A que se aplican por f en N, es decir,

fTUN)={z € A: f(x) € N} C A.

Composicion de aplicaciones. Si tenemos dos aplicaciones f: A - By g: B — C,
entre tres conjuntos A, By C, dado un elemento x € A, tenemos que f(z) € B luego
podemos aplicarle g para obtener g(f(z)) € C. A la aplicacién que a cada z le asigna
g(f(z)) se le llama composicién de f y g, v se denota por g o f. En otras palabras,
tenemos definida una nueva aplicacion

gof:A—C, (go f)(z) =g(f(x)), para todo x € A.

Cuando la composicién entra en juego es usual hacer diagramas como mostramos en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo: consideremos el diagrama de la figura 3, donde hemos representado seis con-
juntos A, B, C, D, E y F y ocho aplicaciones entre ellos (el nombre de la aplicacién
suele indicarse sobre la correspondiente flecha entre dominio y codominio). Suponga-
mos que queremos ir desde A hasta F', para lo cual hay muchos caminos, tres de los
cuales son los siguientes:

s El primero es seguir el camino A - B — C' — F, lo que se corresponde con
aplicar primero f, después ¢ y finalmente [. En otras palabras, dado a € A,
pasamos a f(a) € B, de ahi a g(f(a)) € C' y finalmente a [(g(f(a)). Por lo tanto,
seguir este camino corresponde a aplicar la composicién [ o g o f.

= Una segunda opcién consiste en seguir el camino més directo A — B — F, que
se corresponde con la composicién m o f.

= Andlogamente, una tercera opciones A - D+ F—+B—-C —F —-FE — B —
F', que se corresponde con mokoiologokohoj.

El diagrama se dice conmutativo cuando no importa el camino elegido para ir desde
cualquier conjunto a cualquier otro (por ejemplo, tendriamos que logo f =mo f en
el ejemplo anterior). Los diagramas conmutativos son muy comunes en mateméticas
pues permitan visualizar de forma precisa las relaciones entre distintas aplicaciones.
La conmutatividad del diagrama de la figura 3 se traduce en que el “cuadrado” de
la izquierda y los dos “tridngulos” de la derecha sean conmutativos, es decir, que se
cumplan las relaciones sencillas

f=kohoj, mokoi=1p, m=1log.

Esta aplicacion 1 es la identidad en el conjunto F', que definimos a continuacién
junto con otras propiedades 1tiles de la composicién de aplicaciones:

1.Sif:A—= B,g: B— Cyh:C — D son aplicaciones, entonces ho (go f) =
(hog)o f, es decir, la composicién es asociativa.
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Figura 3: Un diagrama conmutativo complejo

2. Dado un conjunto A, consideremos la aplicacién 14 : A — A dada por 14(z) =z
para todo x € A. A esta aplicacién se le llama aplicacién identidad en el conjunto
A y tiene el papel de elemento neutro respecto de la composicion, es decir, si
f:A— Byg:C — Ason otras aplicaciones, entonces foly = fylgqog=g.

3. Supongamos que una aplicacién f : A — B es biyectiva, es decir, a cada elemento
de B le corresponde por f algin elemento de A (por ser f sobreyectiva) y este
elemento es unico (por ser f inyectiva). Por tanto, podemos definir una nueva
aplicacién g : B — A tal que g(y) es el tnico elemento de A tal que f(g(y)) =
y. A g se le llama aplicacién inversa de f, se denota por f~', y cumple que
fofl=1py f~tof =14, como puede comprobarse sin mucha dificultad.

Proposicién 3.2. Sea f: A — B una aplicacion.
(a) Si existe g : B — A tal que fog=1pg, entonces [ es sobreyectiva.

(b) Si existe h: B — A tal que ho f = 14, entonces [ es inyectiva.

Demostracion. Supongamos que existe g : B — A tal que f o g = 1. Entonces, para
cualquier b € B tenemos que f(g(b)) = (f o g)(b) = b, lo que nos dice que g(b) € A se
aplica por f en by, por tanto, existe un elemento de A que se aplica en b. Como b € B
es cualquier elemento, deducimos que f es sobreyectiva.

Supongamos ahora que existe h : B — A tal que ho f = 14. Dados z,y € A tales
que f(z) = f(y), vamos a ver que necesariamente = y, lo que probard que f es
inyectiva. Aplicando ¢ a la igualdad f(x) = f(y), tenemos que g(f(x)) = g(f(y)), es
decir, (go f)(z) = (go f)(y), pero como go f =14, se sigue que z = y. O

4. Relaciones binarias

Una relacién binaria R en un conjunto A es una regla que expresa un cierto vinculo
entre pares de elementos de A. Por ejemplo, “ser menor que” o bien “tener el mismo
nimero de amigos” son relaciones binarias que se aplican a pares de personas. En el
sentido més amplio y formal posible, una relacién se puede definir como un subconjunto
del producto cartesiano A x A, de forma que a € A esté relacionado con b € A
precisamente cuando el par (a,b) pertenezca a dicho subconjunto.



Observemos que, si a # b, entonces (a,b) y (b,a) son elementos distintos de A x A,
luego en las relaciones binarias el orden es un factor importante.

Nos centraremos en dos tipos de relaciones: las de orden y las de equivalencia, siendo
estas tltimas bastante importantes para la comprension de la asignatura. Para ello,
necesitamos formalizar algunos conceptos que simplificaran las discusiones. En primer
lugar, si R es una relacién binaria en A, escribiremos xRy para decir que “x estd
relacionado con y mediante R”, esto es, que (z,y) es un elemento del subconjunto de
Ax A dado por la relacién. En segundo lugar, consideraremos las siguientes propiedades
genéricas de las relaciones:

= Diremos que R es reflexiva cuando xRz para todo z € A.

= Diremos que R es transitiva cuando xRy e yRz impliquen = = z.

= Diremos que R es simétrica cuando xRy si, y sélo si, yRzx.

= Diremos que R es antisimétrica cuando xRy e yRx impliquen = = y.

Finalmente, podemos definir las relaciones en que estamos interesados:

Definicién 4.1 (relacién de orden y de equivalencia). Dada una relacidn binaria
R sobre un conjunto,

(a) diremos que R es de orden cuando sea reflexiva, transitiva y antisimétrica;

(b) diremos que R es de equivalencia cuando sea reflexiva, transitiva y simétrica.

Relaciones de orden

No entraremos en mucho detalle sobre las relaciones de orden ya que aparecen en el
algebra lineal de forma muy tangencial. En lo que sigue, < denotard una relacion de
orden sobre el conjunto A, que (por definicién) cumple las siguientes propiedades:

s Reflexiva: x < z para todo x € A.
s Transitiva: si x,y,z € A cumplen que = < y e y < z, entonces = < z.
= Antisimética: si z,y € A cumplen que z <y e y < z, entonces x = y.

A la vista de esta forma de escribir las propiedades, todo queda mucho més intuitivo
ya que uno piensa instintivamente en la relaciéon de orden de los nimeros reales, que
comentaremos en la siguiente seccion.

No obstante, existen muchas maés relaciones de orden que gozan de propiedades simi-
lares y de otras no tan similares. Un ejemplo de ello es la inclusiéon de conjuntos. Dado
un conjunto A y una familia €2 de subconjuntos de A, podemos definir una relacién
orden en ) mediante la relacién inclusién (con igualdad) C.
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Algunos conceptos clave en el estudio de una relacién de orden < sobre un conjunto
A son los siguientes:

s El orden dado por < se dice total si cualesquiera z,y € A estdn ordenados, es
decir, z < y o bien y < x. En caso contrario, el orden se dice parcial.

El orden de los numeros reales es total mientras que el dado por la inclusién no
tiene por qué serlo (basta pensar en subconjuntos de un conjunto dado que no
estdn contenidos uno en el otro).

= Dado un conjunto B C Ay « € A, se dice que x es una cota superior de B
si b < x para todo b € B. Se dice que x es el supremo de B si x es una cota
superior de B y, para cualquier otra cota superior ' de B, se tiene que z < z’
(dicho supremo ha de ser tinico por la propiedad antisimétrica). Se dice que x es
el maximo de B si x es supremo de B y ademés = € B.

De la misma forma podemos definir cota inferior, infimo y minimo de B C A.

Estos conceptos son centrales en analisis. Por ejemplo, si tomamos el orden total de
los ntimeros reales y el intervalo abierto B = [0, 1), tenemos que el supremo e infimo
de B son 1 y 0, respectivamente. No obstante, 0 es el minimo de B mientras que B no
tiene méximo (1 ¢ B).

Por otro lado, es usual utilizar la notacién x > y para indicar la negacién de = < y,
asi como la notacién =z < y para indicar que x < y pero x # ¥, y su negacién z > y.
Podemos expresarlos (en términos de < y =) usando notacién 16gica como

Relaciones de equivalencia

Si las relaciones de orden abstraen propiedades de nimeros reales, las relaciones de
equivalencia hacen lo propio con el concepto de clasificaciéon. Todo el mundo usa re-
laciones de equivalencia constantemente de forma inconsciente. Por ejemplo, cuando
decimos “tengo que ir a la tienda a comprar un melén”, la palabra meldn hace refe-
rencia a una clase concreta de plantas herbaceas de la familia de las cucurbitéceas.
No estamos pensando en un melén concreto, pero tampoco saldriamos contentos del
supermercado con un kiwi si hemos ido a comprar un melén. Més formalmente, en el
conjunto de todas las frutas hemos establecido una clasificaciéon: dos elementos estan
relacionados si, y sélo si, son iguales desde el punto de vista taxonémico. Si A es el
conjunto de todas las frutas del planeta, entonces hemos descompuesto

A=A UAUA3U...UA,,
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donde cada conjunto A; corresponde a una de las clases de frutas y A; N A; = () para
cualesquiera 7, j (uno de esos conjuntos serd el de los melones y otro el de los kiwis, y
todo el mundo acepta que no hay frutas que sean a la vez kiwi y melén).

Podemos decir entonces que dos frutas z,y € A estan relacionadas si, y sélo si, existe
ke{l,...,n} tal que z,y € Ay y esta es una relacién de equivalencia.

Definicién 4.2 (Particién). Una particion de un conjunto A es una coleccion de
subconjuntos de A cuya union es A y tales que la interseccion de cualesquiera dos de
ellos es vacia.

Vamos a probar que dar una relacién de equivalencia es lo mismo que dar una par-
ticion, y sabemos que una particion es lo mismo que una clasificacién. Por tanto, jdar
una relacién de equivalencia es dar un criterio de clasificacion! En lo que sigue, vamos
a adoptar la notaciéon ~ para hacer referencia a una relacién de equivalencia.

= Sea ~ una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Dado = € A, definimos
la clase de equivalencia de x como

[zl ={y e Az ~y},

es decir, el conjunto formado por los elementos que estéan relacionados con x. Al
conjunto de clases de equivalencia se le llama conjunto cociente y se denota por

Af~ ={[z] 1z € A}

Aunque hay una clase de equivalencia por cada elemento de A, en realidad mu-
chas de ellas coinciden ya que [z] = [y] si & ~ y, mientras que [z] N [y] = 0 si
x ¢y (gpor qué?). De esta manera, las clases de equivalencia (descartando las
que se repitan) nos dan una particién del conjunto A.

= Si ahora tenemos una particiéon de A, entonces definimos una relacién binaria ~
en A de forma que x ~ y si, y sélo si, z e y partenecen al mismo subconjunto de
la particion. Se demuestra facilmente que esta relacion es de equivalencia y que
el conjunto cociente esta formado por los subconjuntos de la particién original.

Las relaciones de equivalencia son elementos muy apreciados en matemaéticas ya que
permiten meter en un mismo saco a todos los objetos que se comportan de la misma
manera respecto de algiin proceso o que comparten una propiedad que los caracteriza
y tratarlos como una unidad. Ejemplos de relaciones de equivalencia aparecen en las
clases de congruencia de nimeros enteros, la igualdad de conjuntos, la complejidad al-
goritmica asintética en informética (por ejemplo, la notacién O grande), la orientacién
de un espacio vectorial o la equivalencia de matrices que estudiaremos en este curso.
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5. Numeros reales y complejos

En las secciones anteriores ya hemos usado niimeros para dar ejemplos de conjuntos y
aplicaciones, pero ahora vamos a centrarnos mas en detalle en las propiedades de dichos
conjuntos numeéricos, concretamente en los cuerpos de niimeros reales y complejos, que
jugaran un papel fundamental en la asignatura.

El conjunto de niimeros més sencillo es el de los nimeros naturales N = {1,2,3,...},
pues estos nuimeros que sirven para contar, y con ellos se pueden hacer sin problemas
operaciones de suma y producto (hay quienes también consideran el cero como nimero
natural). Si intentamos hacer restas, entonces los niimeros naturales son insuficientes
y, para que no haya problemas, hay que completarlos con los niimeros negativos, dan-
do lugar al conjunto de los nimeros enteros Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}. Si queremos
hacer divisiones entre niimeros enteros (siendo el divisor distinto de cero), tenemos que
completarlos con los ntimeros racionales @, que no son otra cosa que el conjunto de
todas las fracciones. No obstante, aunque ya podemos hacer sumas, restas, multiplica-
ciones y divisiones, los nimeros racionales son insuficientes para describir la realidad
fisica porque, en cierto sentido, no representan un continuo, sino que van dejando
muchos huecos entre ellos. Ademés, ecuaciones tan sencillas como 22 = 2 no tienen
solucién dentro de este conjunto. Por ello, se completan los niimeros racionales con los
ntmeros reales, que suelen representarse en una recta que ya no deja ningiin hueco. El
conjunto de niimeros reales lo denotaremos por R.

No vamos a entrar en detalle sobre como se construyen los ntimeros reales pues esto
excede el ambito de esta asignatura, sino que nos centraremos en las propiedades bési-
cas que necesitaremos de ellos, que se resumen en las dos operaciones por excelencia:
la suma y el producto. Se dice que éstas son leyes de composicién interna, en tanto,
dados dos ntimeros reales, proporcionan otro nimero real; en otras palabras, la suma
y el producto son aplicaciones de R x R en R.

Suma de nimeros reales. La suma de dos niimeros reales x e y es otro nimero real,
que denotaremos por = + y y que cumple las siguientes propiedades:

1. Asociativa: (x +y) + 2z = z + (y + 2) para cualesquiera z,y, z € R.

2. Conmutativa: * +y = y + x para cualesquiera z,y € R.

3. Existe un elemento neutro 0 tal que x + 0 =0+ =z = x para todo = € R.

4. Cualquier z € R tiene un opuesto —x € R tal que z + (—z) = (—z) + = = 0.

Un conjunto con una ley de composicién interna cumpliendo las propiedades 1, 3 y 4 se
llama un grupo. La estructura de grupo es una de los objetos algebraicos mas elemen-
tales y aparecerd varias veces a lo largo de la asignatura. Si la propiedad conmutativa
se cumple, entonces el grupo se llama conmutativo o abeliano. Veamos algunas propie-
dades de esta estructura de grupo:

s El elemento neutro es unico.
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Demostracion. Supongamos que 0 y 0’ son dos elementos neutros para la suma
y probemos que 0 = 0’. En efecto, tendremos que 0 = 0 + 0’ ya que 0’ es neutro
y, como 0 también es neutro, se tiene que 0+ 0’ = 0’, con lo que 0 = 0. O

= El elemento opuesto de un elemento x es tnico.

Demostracion. Supongamos que y y z son dos elementos opuestos de x. Tenemos
entonces que y=y+0=y+(z+2)=(y+z)+2=0+z2=z O

Producto de numeros reales. El producto de dos nimeros reales x e y es otro
ntimero real, que denotaremos por z - y (o bien zy si no hay confusién) y que cumple
las siguientes propiedades:

5. Asociativa: (z -y) -z =z - (y- 2) para cualesquiera z,y,z € R.

6. Conmutativa: x - y = y - x para cualesquiera z,y € R.

7. Existe un elemento neutro 1 tal que x -1 =1-x = x para todo x € R.

8. Cualquier x € R,  # 0, tiene un inverso z ' € Rtal que 2 -2~ =2~ -z = 1.
9.

Distributiva: z - (y + z) = « - y + x - z para cualesquiera z,y, z € R.

El conjunto R con el producto no tiene estructura de grupo ya que todos los elementos
tienen inverso salvo el cero (esta es la principal diferencia con la suma). De hecho, no
puede definirse un inverso de cero (esta es la razén de que bajo ningtin concepto se
pueda dividir por cero) como muestra la primera de las siguientes propiedades:

= z -0 =0 para cualquier z € R.

Demostracion. Dado © € R tenemos que -0 = z-(0+0) = z-0+z-0. Sumando
el opuesto de = -0 a ambos miembros de la igualdad, llegamos a que -0 = 0. [

s Siz,y € R cumplen que z -y = 0, entonces x =0 6 y = 0.

Demostracion. Sixz-y =0y x # 0, veamos que necesariamente y = 0. En efecto,

multiplicando por 7!, tenemos que 0 = 27! - (x-y) = (z71 - 2) - y=1-y =1y,

luego y = 0. O
s El elemento neutro (también llamado uno o unidad) es dnico.

» El elemento inverso de un numero distinto de cero es unico.

La demostracién de los dos tultimos puntos se deja como ejercicio. A un conjunto
en el que estan definidas dos operaciones que cumplen las propiedades 1-9 descritas
anteriormente se le dice que tiene la estructura de cuerpo junto con dichas operaciones.
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El orden de los nimeros reales. Los nimeros reales son un cuerpo en el que
existe una relacién de orden < compatible con la estructura algebraica (los nimeros
complejos que definiremos mds adelante no tienen esta propiedad). Cuando hablamos
de orden compatible, estamos diciendo que se cumplen las siguientes propiedades:

10. Si z,y € R cumplen que = < y, entonces x + z < y + z para cualquier z € R.
11. Si z,y € R cumplen que x > 0 e y > 0, entonces xy > 0.
12. Si z € R cumple que = < 0, entonces —x > 0.

Las propiedades 1-12 no son aun suficientes para caracterizar a los nimeros reales
ya que el cuerpo de los nimeros racionales QQ también las satisface. Para determinar
completamente al cuerpo R es necesaria una propiedad adicional que, de alguna forma,
nos dice que R es el cuerpo mas grande que cumple 1-12.

Esta propiedad es el conocido como axioma del supremo, que nos dice que cualquier
subconjunto A C R acotado superiormente tiene un supremo. En otras palabras, si
podemos encontrar una cota superior, entonces también hay una cota superior mas
pequena que el resto. Si pensamos por un momento en Q, el subconjunto A = {z €
Q : 2% < 2} tiene cotas superiores (por ejemplo, 10 es cota superior de A), pero no
tiene supremo ya que no existe un menor ¢ € Q tal que x < ¢ para todo = € A (el
papel de dicho supremo lo juega el niimero irracional v/2).

Los ntimeros complejos. El resto de esta seccién va a consistir en considerar otro
cuerpo de suma importancia en la fisica y la matematica: el cuerpo de los nimeros
complejos. El conjunto de los niimeros complejos no es otro que el producto cartesiano
R x R formado por los pares ordenados de nimeros reales, sélo que al par (a,b) € RxR
lo denotaremos por a + ib cuando queramos verlo como nimero complejo. EI motivo
de esto es que para multiplicar nimeros complejos vamos a tratar a la letra ¢ con la
propiedad especial de que i2 = i-i = —1 (evidentemente no existe ningiin nimero real
tal que i-i = —1, jpor qué?). Ademds, esta forma de tratar los nimeros complejos nos
permite considerar R C C ya que cada x € R lo identificamos con x + 0i € C.

Cuando tenemos un nimero complejo z = a+ib € C, siendo a, b, € R, los nimeros a
y b se conocen como parte real y parte imaginaria de z. Asi, escribiremos a = Re(z) y
b =Im(z), es decir, tenemos definidas dos aplicaciones Re : C - R e Im : C — R que
nos devuelven las partes real e imaginaria de un niimero complejo, respectivamente.

Por otro lado, el nimero complejo z = a+ib € C suele representarse en el plano como
el punto de abscisa a y ordenada b, punto que se llama afijo del nimero complejo. Al
ntmero real positivo |z| = va? 4 b? se le llama mddulo del ntimero complejo z y puede
entenderse como la distancia euclidea del afijo del punto al origen de coordenadas,
concepto que quedara claro mas adelante.

Vamos a definir ahora las operaciones con niimeros complejos: la suma de niimeros se
hace componente a componente, mientras que el producto es un poco mas complicado.

Suma y producto de nimeros complejos. Dados dos nimeros complejos a + ib y
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¢+ id, se define su suma y su producto como

(a4 1)+ (c+id) = (a+c¢) +i(b+d),
(a+1b) - (c+1id) = (ac — bd) +i(ad + bc).

Utilizando las funciones parte real e imaginaria, la suma y el producto quedan de-
terminadas también por las siguientes relaciones:

Re(z + 2') = Re(z) + Re(2'), Re(zz') = Re(z)Re(2’) — Im(z)Im(2’),
Im(z + 2') = Im(2) + Im(2'), Im(z2") = Re(2)Im(2’) + Im(2)Re(z’).

Proposicion 5.1. El conjunto de los numeros complejos C tiene estructura de cuerpo
junto con las operaciones suma y producto antes definidas.

Demostracion. Tenemos que probar que se cumplen las propiedades 1-9 que hemos
visto para los nimeros reales, sustituyendo R por C. Las propiedades 1-4 son muy
sencillas de probar ya que la suma se hace por componentes: s6lo decir que el elemento
neutro es 0 = 0 4+ 07 y el opuesto de a + ib viene dado por —a — ib. Veamos las
propiedades del producto:

= 5. Propiedad asociativa: dados a + ib, ¢ + id y e + ¢ f ntimeros complejos,

[(a+1b)(c+id)](e +if) = [(ac — bd) + i(ad + be)](e + i f)
= (ace — bde — adf — bef) +i(acf — bdf + ade + bce),
(a+ib)[(c+id)(e+if)] = (a+1b)[(ce — df) + i(cf + de)]
= (

ace — adf — bef — bde) + i(acf + ade + bee — bdf).

= 6. Propiedad conmutativa: es inmediato que si permutamos a y ¢, asi como b y
d se tiene el mismo resultado, ya que el producto en R es conmutativo.

= 7. El elemento neutro del producto es 1 = 1 + 0i.

= 8. El elemento inverso de un elemento no nulo a + ib # 0 tiene que ser

N 1 (a —ib) a—1ib
b 1 = = = .
(@t i) = T T et a—b) i
La demostracion de 7'y 8 y de la propiedad distributiva se deja como ejercicio. O

Al calcular el elemento inverso de un nimero z = a + b, hemos multiplicado por
el niimero a — ib para eliminar la aparicién de i en el denominador. Al este ntimero
complejo que tiene la misma parte real que z pero parte imaginaria opuesta se le
llama conjugado de z y suele denotarse por Z. Destacamos ahora algunas propiedades
importantes de la conjugacion:

16



1. 21 + 29 = Z1 + 73 para cualesquiera z1, 25 € C.
2. Z1z3 = 71 - Z3 para cualesquiera z1, 25 € C.

3. z-%Z = |z|? para cualquier z € C.

4. z =7 si, y sélo si, z € R.

Las propiedades 1 y 2 anteriores suelen resumirse diciendo que la conjugacién es un
automorfismo de cuerpos.

6. Matrices y determinantes

En lo que sigue supondremos que K es un cuerpo, aunque a efectos practicos puede
pensarse que K denota al cuerpo de los nimeros reales R o al de los niimeros complejos
C. Dados m,n € N, llamaremos matriz de orden m x n sobre K a cualquier disposicién
de elementos de K en m filas y n columnas. Al conjunto de todas las matrices de orden
m X n sobre K lo denotaremos por M, x,(K). Por ejemplo,

~1/3 10

En general, denotaremos las matrices mediante letras mayisculas. Si A € My, xn (K),
llamaremos elemento (7, ) al que ocupa la fila i y la columna j, y normalmente lo
denotaremos por a;; usando la letra mindscula correspondiente.

Algunas matrices merecen una distincién especial:

= Las matrices que tienen el mismo nimero de filas que de columnas se llaman
matrices cuadradas. Al conjunto M,,«,(K) también se le denota por M., (K).
Se define ademads la diagonal principal de una matriz A € M,,(K) como el lugar
que ocupan los elementos de la forma a;;.

= Las matrices cuadradas cuyos elementos que no estan en la diagonal principal son
todos nulos se llaman matrices diagonales. Un caso especial es la matriz cuadrada
de orden n cuyos elementos de la diagonal son todos iguales a 1 mientras que el
resto son iguales a 0; esta matriz se conoce como matriz identidad de orden n y
se denota por I,.

» Otra matriz especial es la matriz cero 0 € M, (K) que tiene todos sus ele-
mentos iguales a cero.
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Operaciones con matrices
Definicién 6.1 (Suma de matrices). Dadas dos matrices A, B € My,xn(K), se
define su suma A+ B como otra matriz C € M, xn(K) verificando

cij = i + byj, Vie{l,...,m},j€{l,...,n}.

Para que la suma de dos matrices esté definida, éstas han de tener el mismo orden.
La definiciéon anterior suele expresarse diciendo “para sumar dos matrices hay que
sumarlas elemento a elemento”. Por tanto, se heredan las propiedades de la suma del
cuerpo, es decir (M, xn(K),+) es un grupo abeliano para +:

1. Asociativa: (A+ B)+C = A+ (B + C) para cualesquiera A, B,C € M, xn(K).
2. Conmutativa: A+ B = B + A para cualesquiera A, B € M,,,x,(K).

3. La matriz cero 0 € M, xn(K) es el elemento neutro, es decir, A+0=0+A = A
para cualquier A € M, xn(K).

4. Dada una matriz A € M,,x,(K), su matriz opuesta —A € M, xn(K), que se
obtiene al hacer el opuesto de cada uno de sus elementos, es el elemento opuesto

de A, es decir, A+ (—A) = (-A)+A=0.

Otra operacién que se hace elemento a elemento es el producto por escalares, que
consiste en multiplicar todos los elementos de la matriz por un ntimero dado.

Definicién 6.2 (Producto por escalares). Dados A € Myxn(K) y A € K, se
define el producto de A por A, que denotamos por AA, como la matriz B € M,xn(K)
verificando

bij = )\aij, Vi € {L...,m},j € {1,,n}

Las siguientes propiedades son sencillas de demostrar:
5. Distributiva: (A1 + A2)A = A\ A+ XA para todo A € M xn(K) v A1, A2 € K.
6. Distributiva: A(A+ B) = AA 4+ AB para todo A, B € M,xn(K)y XA € K.
7. Pseudoasociativa: A\;(A2A) = (A A2)A para todo A € Myun(K) vy A1, X2 € K.
8. Unimodular: 1- A = A para todo A € M,xn(K).

Las propiedades 1-8 anteriores suelen resumirse diciendo que M., «,(K) tiene la es-
tructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K. El estudio de esta estructura serd
precisamente el objetivo del siguiente tema.

El siguiente paso sera definir el producto de matrices, que ya no serda elemento a
elemento (la razén es que las propiedades del producto elemento a elemento no son
satisfactorias como quedard demostrado a lo largo de la asignatura) sino que sigue una
regla mucho mas enrevesada.
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Definicién 6.3 (Producto de matrices). Dadas dos matrices A € Myxn(K) y
B € M, (K), se define el producto AB o A- B como la matriz C € M, xp(K)
verificando

n
Cij = Zaikbkja Vie{l,...,m},j€{l,...,p}
k=1

Las matrices que se multiplican no tienen porqué ser del mismo orden (simplemente
el nimero de columnas de la primera tiene que ser igual al numero de filas de la
segunda). La sumatoria de la definicién nos dice que para hallar el elemento (7, j) de la
matriz producto se toma la fila i-ésima de la primera matriz y la columna j-ésima de
la segunda y se calcula la suma de los productos de los correspondientes elementos de
una y otra (para que esta suma esté bien definida se ha de cumplir la hipdtesis sobre
los 6rdenes). Tenemos entonces las siguientes propiedades:

9. Asociativa: (A-B)-C = A (B - () para cualesquiera A € M,,,«n(K), B €
MTLXIJ(K) y O S Mqu(K)'

Demostracion. Como tanto un producto como otro tienen sentido, llamemos D
al resultado del primer miembro y E al resultado del segundo. Es inmediato que
D.E € M,,xq v, ademds, dados i € {1,...,m},j € {1,...,q},

p n P n n P
=y [(z b> . ] o) ST ol S
a=1 k=1 a=1k=1 k=1a=1
n P
= Qi - <Z bk&m)] = ey,
k=1 a=1
lo que prueba la igualdad buscada. O

10. La matrices identidad actian como elemento neutro: I, - A = A - I, = A para
todo A € M xn(K).

Demostracion. La matriz identidad puede expresarse como I,, = {d;;}, siendo ¢
la funcién delta de Kronecker definida por

1 sii=j
bij = o
0 sii#j.
Si tomamos B=1,,- Ay C = A- I, entonces
m n
bij =Y dinanj = aij, Cij = Y ainlrj = aij,
k=1 k=1

ya que en el primer caso §;; = 0si k # ¢ y en el segundo dx; = 0 si k # j. Hemos
demostrado como queriamos que A = B = C. O
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11. Distributiva: A- (B+C) = A- B+ A-C para todo A € Myxn(K)y B,C €
Misp(K).

Demostracidn. Ambos miembros tienen sentido y son matrices en M, (K).
Para cada i € {1,...,m},j € {1,...,p}, se tiene que

n n n
D ain(bry +erg) =Y ainbrg + Y aincrj,
k=1 k=1

k=1

lo que nos da la igualdad de matrices. O

Lamentablemente, el producto de matrices no es conmutativo, como muestra el si-
guiente ejemplo con matrices cuadradas de orden 2:

00)(Go)=(o Go)Go=Go o

Ademsds, no todo elemento distinto de cero tiene inverso. Por ejemplo, la primera
matriz de orden 2 en (1) no puede multiplicarse por ninguna otra matriz de orden 2
para obtener la identidad I ya que

(o) ()= o076

El conjunto M,,(K) junto con la suma y producto de matrices no tiene estructura de
cuerpo (falla la conmutatividad del producto y la existencia de inverso como acabamos
de ver), aunque se dice que tiene estructura de anillo no conmutativo respecto de estas
dos operaciones ya que cumple las propiedades 1-4 y 9-11.

Matriz traspuesta. Una forma muy sencilla de transformar una matriz es inter-
cambiar filas y columnas, y a esta operacion se le llama trasposiciéon de matrices. Si
A € Myxn(K), entonces denotaremos a su matriz traspuesta por A7 € M, (K).

Por ejemplo,
—4

<3 ~1 0>T _31 12
—4 1/2 1 0

Algunas propiedades, cuya demostracion se deja como ejercicio, son las siguientes:
1. (A+AB)T = AT + ABT para cualesquiera A, B € M,,x»(K) y A € K.
2. (A-B)T = BT . AT para cualesquiera A € My,xn(K) y B € My, (K).

Operaciones elementales por filas

Acabamos de ver que no todas las matrices tienen inversa. No obstante, no todas las
)
matrices “dejan de tener inversa” de la misma manera, pues internamente en la matriz
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ocurren situaciones distintas con respecto a la inversion. El concepto de rango nos dira
cuanto dista la matriz de ser regular.

Definicién 6.4. Llamaremos operacion elemental por filas en una matriz a cualquiera
de los siguientes procedimientos:

(i) Permutar dos filas cualesquiera.
(i) Multiplicar una fila por un escalar no nulo.
(iii) Sumar a una fila otra fila multiplicada por un escalar.

Dadas dos matrices A, B de igual orden, diremos que son equivalentes por filas cuando
pueda pasarse de A a B mediante operaciones elementales por filas. Lo denotaremos
por A~y B.

La relacion “ser equivalente por filas” es una relacién de equivalencia, con lo que es-
tamos dando un criterio de clasificacién de matrices. En lo que queda de este capitulo,
veremos que las operaciones elementales por filas son tremendamente titiles para anali-
zar propiedades de las matrices, por lo que merece la pena ahondar en la comprension
de esta relacién. Concretamente, buscamos llegar a transformar una matriz en otra
mas sencilla que nos dé informacién sobre la matriz original, asi como un criterio mas
sencillo para decidir si dos matrices son equivalentes por filas.

Para fijar notacion, diremos que una fila de una matriz es nula cuando todos sus
elementos sean cero; si una fila es no nula, al primer elemento distinto de cero por la
izquierda lo llamaremos elemento pivote de la fila.

Definicién 6.5. Diremos que una matriz es escalonada cuando se verifiquen las si-
guientes condiciones.

s Las filas de debajo de una fila nula son también nulas.

= Dadas dos filas no nulas, el elemento pivote de la que estd por debajo se encuentra
mds a la derecha que el elemento pivote de la que estd mds arriba.

Por ejemplo, la primera de las siguientes matrices 4 x 4 es escalonada (los elementos
pivote estén recuadrados) mientras que las otras dos no lo son (;qué falla?):

1] 3 o -1 1 30 -1 13 0 -1
0 0 [-2] 1 000 0 02 0 -2
0o 0o o [1/3]]’ 000 11’ 00 0 -=2/5
000 000 0 00 -9 3

Algoritmo de escalonamiento. Es facil darse cuenta de que toda matriz es equi-
valente por filas a una matriz escalonada. Para ello, basta seguir el procedimiento
secuencial que describimos a continuacién, comenzando por ¢ = j = 1:
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(1) Sia;; # 0, dividimos la fila i por a;; para conseguir un uno en esta posicién y lo
usamos para hacer ceros debajo de él. Tenemos dos posibilidades:

(1.1) Sii=m 6 j = n, el algoritmo termina aqui.
(1.2) En caso contrario, repetimos el algoritmo sobre el elemento a;41 ;1.

(2) Sia;; = 0y existe algin elemento no nulo debajo de él, entonces permutamos
las fila 7 y la fila de dicho elemento para conseguir que a;; # 0 y aplicamos el
paso (1).

(3) Sia;; =0y no hay elementos no nulos debajo de éste, tenemos dos posibilidades:
(3.1) Sij =mn, el algoritmo termina aqui.
(3.2) En caso contrario, repetimos el algoritmo sobre el elemento a; j41.

A partir de una misma matriz A pueden obtenerse mediante operaciones por filas
distintas matrices escalonadas, pero todas tienen el mismo nimero de filas no nulas.
A este nimero de filas no nulas lo llamaremos rango de A y lo denotaremos por
rango(A). En este momento no vamos a demostrar este hecho pues necesitarfamos
mas herramientas, pero a lo largo de la asignatura se vera el motivo: el rango de una
matriz es el nimero de filas linealmente independientes de la matriz original.

Ejemplo 6.6. Consideremos la matriz A € M4x5(C) dada por

2 241 =142 —21 1
A— 2420 1+34 24 341 —1-—1

-6 —-6-3 -2—3 —-1-7 3-2

4 4427 -1+ 3+1 27

Para calcular su rango, vamos a hacer operaciones elementales por filas para escalonar
la matriz. En lo sucesivo utilizaremos la siguiente notacién simplificada para hacer
referencia a dichas operaciones:

F; <+ F; | Permutar la fila 7 y la fila j
F; — AF; | Multiplicar la fila ¢ por el escalar A
F; — F; + AF; | Sumar a la fila i la fila j multiplicada por A

Volviendo al problema de la matriz A, comenzamos haciendo ceros debajo del elemento
que ocupa la posicién (1, 1), mediante las operaciones indicadas a la derecha:

2 2447 142 -2 1 .
242 1+43i 2 —34i —1—i Fy = F— (1+i)FR
; ; . . F3; — F3 +3F;
-6 —-6-3i —-2—7¢ —-1-Ti 3—2i PR op
4 442 —1+i  3+i 2 4 b 1

Obtenemos la siguiente matriz y usamos el elemento 3 4 4 en la posicién (2,3) para
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hacer més ceros debajo de él, con las operaciones indicadas:

2 2+i —1+2 -2 1 |
0 0 3+i —5+3 -2-2 Fy — F3+ 5550 F,
0 0 —5+5 —-1-13i 6-—2i T 2
0

0 1-3¢ 3+5: —2+42

Hemos llegado asi a la siguiente matriz escalonada con sélo dos filas no nulas (los
pivotes estéan recuadrados):

2+i —14+2  —2i 1
0 0 ~5+3i —2-2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Como hay un total de dos pivotes, deducimos que rango(A) = 2. v

El siguiente resultado nos permite caracterizar cudndo una matriz tiene inversa. Su
demostracién también quedaré clara cuando se estudien las matrices como aplicaciones
lineales a lo largo de la asignatura.

Proposicién 6.7. Una matriz A € M,xn(K) es reqular si, y sélo si, es equivalente
por filas a la matriz identidad. Esto ocurre si, y sélo si, m = n y rango(A) = n.

Este resultado se puede adaptar al proceso de escalonamiento visto anteriormente
para calcular la invesa de una forma bastante sencilla.

Método de Gauss para el cdlculo de la inversa. Dada una matriz A € M, x (K),
podemos calcular su inversa siguiendo este método:

(1) Consideremos la matriz resultante de yuxtaponer la matriz identidad I,, a la
matriz A por la derecha, esto es, la matriz (A|I,), que tendrd orden n x 2n.

(2) Realizar operaciones por filas a la matriz (A|l,,) hasta que la matriz A se con-
vierta en la identidad, es decir, la matriz (A|I,,) se transforma por filas en (I,,|B)
para cierta matriz B.

(3) La matriz inversa de A es B.

Si rango(A) # n, entonces el paso (2) no podré llevarse a cabo, pero deducimos de la
proposicién 6.7 que en tal caso A no tiene inversa.

Ejemplo 6.8. Vamos a estudiar si la siguiente matriz tiene inversa y en caso de que
tenga calcularla:
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Para ello, aplicamos operaciones elementales por filas a la matriz (A|l), operaciones
que indicamos a la derecha de la matriz correspondiente:

2 -2 1 0|1 000 [ FL— F 1
-1/2 1 1 —-1]/0 1 0 0 F,—» B+ iR
-4 1/2 1 1/2|/0 0 1 0 Fy — F3 +4F
3 1 -2 =3]/0 0 0 1 | By — Fy —3F, |
1 -1 1/2 0] 1/2 00 0 - .
0 1/2 54 -1]1/2 1 0 0 By =2k,
F3 — F5+ £Fy
0 —-7/2 3 1/2] 2 010 P 2o
0 4 —7/2 -3|-3/2 0 0 1 L AT 2
1 -1 1/2 0 /2 0 0 0
0 1 5/2 -2 /2 2 0 0 F3 — &+ F;
0 0 47/4 -—13/2|15/4 7 1 0 Fy— Fy+ 2 F;
0 0 -27/2 5 |-7/2 -8 0 1
1 -1 1/2 0 1/2 0 0 0
0 1 5/2 —2 1 2 0 0
0 0 1  —26/47 |15/47 28/47 4/47 0
0 0 0 —116/47 |38/47 2/47 54/47 1

Como cada fila tiene elemento pivote, deducimos que la matriz A tiene rango 4 vy,
por tanto, tiene inversa. Terminamos de convertirla en la identidad haciendo ceros por
encima de su diagonal principal (comenzamos haciendo las operaciones elementales
Fy— TiEFy, F3 — F3+ 28F, y Fy — F + 2Fy):

-1 1/2 0| 1/2 0 0 0

1 5
0 1 5/2 0| —9/58 57/29 —27/29 —47/58 ?:?::?
0 0 1 0 4/29 17/29 —5/29 —13/58 F1_>F1+;,3
0 0 0 1|-19/58 —1/58 —27/58 —47/116 ! rraz
1 0 0 0] —2/29 6/29 —12/29 —4/29
01 00| —1/2 1/2 -1/2 —1/4
00 1 0| 4/29 17/29 —5/29 —13/58
0 0 0 1|-19/58 —1/58 —27/58 —47/116
Llegamos finalmente a que
—2/29  6/29 —12/29 —4/29 -8 24 —48 -16
A | Y2 y2 -1/20 14 | 1| 58 58 58 29
4/29  17/29 —5/29 —13/58 16| 16 68 —20 —26
—~19/58 —1/58 —27/58 —47/116 —38 —2 —p4 —47

Ademads, este resultado puede comprobarse sin mas que multiplicar A- A~ y ver que
el resultado es la matriz identidad Iy4. v
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Determinantes

El determinante es una operaciéon con los elementos de una matriz cuadrada que pro-
duce un nimero. Para matrices pequenas, este nimero es facil de calcular y constituye
una herramienta excelente para tratar algunos problemas matriciales, aunque para
matrices mas grandes el cdlculo se hace muy largo.

Comenzamos definiendo el determinante de una matriz A € My (K) como

ail a2
det(A) = det = 011022 — 012021,
a1 a22

es decir, al producto de los elementos de la diagonal principal se le resta el producto
de los otros dos elementos. Para hacer el determinante de una matriz de orden n nos
sirve la siguiente definicién recursiva: elegimos la fila ¢ de la matriz A € M, xn(K) v

calculamos
n

det(A) = Z(—l)i+jaij det(Aij),
j=1
siendo A;; la matriz que se obtiene de A eliminando la fila ¢ y la columna j. Por tanto,
cada determinante de orden n se reduce a n determinantes de orden n — 1, que a su
vez se reducen a determinantes de orden n — 2, etc. A esta forma de célculo se le llama
desarrollar el determinante por la fila i-ésima. También podemos desarrollar por la
columna j-ésima como

n

det(A) = Z(—l)”‘jaij det(Aij).

i=1
Vamos a ver cémo aplicar esta férmula al célculo del determinante de A € M3(K)

desarrollandolo por la primera fila:

a1 aiz2 ais

Q22 A2 az1 a2 Q21 QA22
det a21 a22 A23 :andet 3 —algdet 3 +a13det
az2 ass az1 ass az1 as2
az1 azz ass

= a11(6122033 - 023032) - a12((121a33 - 023a31) + a13(a21¢132 - a22a31)
= (11022033 + 012023031 + A13A21032 — 411023032 — 012021033 — 13022031 -
El determinante no depende de qué fila o columna se utilice para desarrollarlo.

De hecho, el determinante de una matriz es un tensor antisimétrico aplicado a los
vectores columna de la matriz, y se estudiara de esta forma en el tema de la asignatura
dedicado a tensores. El hecho de que no importa la fila o columna por la que se desa-
rrolle el determinante junto con las propiedades que listamos a continuaciéon quedaran
claros cuando se estudie el determinante como tensor antisimétrico.

Dada una matriz A € M, (K), se cumplen las siguientes propiedades:
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1. Si se permutan dos filas o columnas de A, su determinante cambia de signo.

2. Si a una fila de A se le suma otra multiplicada por un elemento A € K, el
determinante de A no cambia.

3. Si a una columna de A se le suma otra columna multiplicada por A € K, el
determinante de A no cambia.

4. Si multiplicamos por A € K una fila o columna de A, el determinante de A
quedard multiplicado por A.

5. Si A tiene dos filas o columnas iguales, entonces det(A) = 0. Si A tiene una fila
o columna nula entonces det(A) = 0.

6. A tiene inversa si, y sélo si, det(A) # 0. Ademas, si A tiene inversa, entonces
det(A™1) = det(A)~ 1.

7. det(A - B) = det(A) det(B) para cualesquiera matrices A, B € M, xn(K).
8. det(A) = det(AT).

Las cuatro primeras propiedades nos dicen que podemos hacer operaciones por filas (o
por columnas) en una matriz sin que su determinante cambie, excepto si multiplicamos
una fila o columna por un escalar. Por lo tanto, conviene simplificar primero la matriz
haciendo el mayor nimero posible de ceros para calcular su determinante.

Calculo del rango usando determinantes. El rango de una matriz se puede ca-
racterizar en términos de determinantes, para lo que conviene usar el concepto de
submatriz. Una submatriz de A es una matriz que se obtiene al eliminar algunas filas
y columnas de A. Entonces, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 6.9. Dada una matriz A € My, xn(K), el rango de A es la mayor di-
mension de una submatriz cuadrada de A con determinante distinto de cero.

Observacion 6.10. En principio, esta regla puede ser dificil de aplicar: por ejemplo,
una matriz A € Mygx15(K) tiene 1051050 submatrices cuadradas de orden 3y 772200
de orden 7... {Imaginemos que tenemos que probarlas todas para ver si alguna tiene
determinante no nulo!

El truco que suele usarse el el conocido como orlar las submatrices. Orlar una sub-
matriz de A orden k es obtener una de orden k+ 1 anadiéndole una fila y una columna
de la matriz original. Si una submatriz de A € M, «,(K) de orden k tiene determi-
nante distinto de cero y todas las matrices que se obtienen de ella al orlarla tienen
determinante cero, entonces rango(A) = k. En otras palabras, sélo tenemos que probar
con las matrices orladas.

Ejemplo 6.11. Vamos a calcular el rango de la matriz A € Myx5(C) del ejem-
plo 6.6 usando determinantes. Comenzamos encontrando una submatriz de orden 2
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con determinante distinto de cero:

241  —1+2 -2
242 143 2 —3+i —1—3i
6  —6-3 -2—i —1-Ti 32

442 —1+i 3+i

Esto nos dice que rango(A) > 2. Ahora tenemos que orlar esta submatriz 2 X 2 a una
3 x 3 anadiéndole una fila y una columna de A: hay 6 posibilidades, dos posibles filas
(la 2 y la 3) y tres posibles columnas (la 2, la 3 y la 4). Vamos a hacer una tabla con
las posibilidades:

2 1 .
— det (4 2i> =—4+4i#0.

Fila Columna Submatriz 3 x 3 Determinante
anadida anadida obtenida al orlar
2 241 1
2 2 2427 1+3c —1—1 0
4 4+ 24 2i
2 —-1+2 1
2 3 2424 21 —1—1 0
4 -1+ 2i
2 —2i 1
2 4 2427 =341 —-1-—1 0
4 341 21
2 241 1
3 2 -6 —6-—-3t 3—2i 0
4 442 2i
2 —1+2 1
3 3 -6 —-2—7 3-—2i 0
4 -1+ 2i
2 —24 1
3 4 -6 —-1—-7i 3—2i 0
4 341 2i

Como todas las matrices orladas tienen determinante cero?, llegamos a la conclusién
de que rango(A4) = 2. v

Cilculo de la inversa usando determinantes. Una de las propiedades més intere-
santes de los determinantes es el hecho de que una matriz es regular (tiene inversa) si,
y s0lo si, su determinante es distinto de cero. Ademads, podemos usar los determinantes
para calcular la inversa de una matriz A € M,,«,(K) de la siguiente forma:

(1) Calculamos det(A): si es cero, entonces la matriz no tiene inversa; si es distinto
de cero, entonces si tiene inversa y pasamos al punto (2).

2Si hubiéramos tenido que probar todas las submatrices 3 x 3 de A, habriamos tenido que hacer 40
determinantes de orden 3 en lugar de los 6 que hemos hecho.
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(2) Si denotamos por A;; la matriz que se obtiene de A al eliminar la fila i y
la columna j, se define el adjunto del elemento (4,j) como el escalar ¢;; =
(—1)*7 det(A;;). Formamos la matriz adjunta adj(A) cuyo elemento (i,j) es el
adjunto oy;.

(3) Finalmente, calculamos la inversa de A como la traspuesta de la adjunta dividida
entre el determinante, es decir,
adj(A)T

ATl = T(A).

Ejemplo 6.12. Vamos a calcular la inversa de la matriz A € M4(R) del ejemplo 6.8.
Comenzamos calculando su determinante desarrollandolo por la primera fila:

1 1 -1 -4 1 -1 -1 -1
det(A)=2det [ + 1 5 |+2det| —4 1 1 |+det| —4 1 1
1 -2 -3 3 -2 -3 3 1 -3
=2-2+42-(-29/2)+1-(—4) = -29.
Como det(A) = —29 # 0, deducimos que A es regular. Para calcular su inversa,
tenemos que calcular los adjuntos de sus elementos:
11 -1 -1
2 29
a1 = det % 1 % =2, a2 = —det —4 1 % = EX
1 -2 -3 3 -2 -3
-1 -1 1
2 2 19
Q13 = det —4 % % = 747 14 = — det —4 % 1 = ?,
3 1 -3 3 1 -2
-2 1 0 2 1 0 _99
Q21 — — det % 1 % = —67 Qoo — det —4 1 % = T,
1 -2 -3 3 -2 -3
2 =2 0 2 =2 1
1 1 1 1
Qo3 — —det —4 5 3 = —].77 g4 = det —4 5 1 = 57
3 1 -3 3 1 -2
-2 1 0 2 1 0 29
azp=det| 1 1 -1 | =12, agp=—det [ -3 1 -1 |= 5
1 -2 -3 3 -2 -3
2 -2 0 2 -2 1 97
Oéggzdet —% 1 -1 25, a34:—det —% 1 1 :?,
1 -3 3 1 -2
-2 1 0 2 1 0 29
ay1 = —det 1 1 -1 =4, oo = det -5 1 -1 = —,
1 1 _ 1 4
3 1 3 L3
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2 -2 0 2 =21

13 47
g3 = 7det —% 1 _1 = ?, Qg4 = det _% 1 1 - Z~
1 1 1
-4 1 3 -4 5 1

Por consiguiente, la matriz adjunta y su traspuesta estan dadas por

2 2 4 b 2 -6 12 4
6 2 _q7 1 20 _20 20 20
adj(A) = od # |, adj(A)"=[ 2 L2 B
12 = 5 £ -4 —-17 5 ==
. D 1B & v 1 2w &
4 2 1 2 2 2 4
y basta con dividir por el determinante para obtener la inversa de A:
2 -6 12 4 -8 24 —48 -—16
29 29 29 29
A1 1 2 T2 02 4 | = 1 —58 58 —58 -—29
-29| -4 -17 5 2 116 16 68 —20 -26
19 1 27
R T —38 —2 —54 —A7
Podemos ver que este proceso es mucho mas tedioso que el del ejemplo 6.8. v

7. Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de ecuaciones de la forma
ai1r1 + a1ars + ... +aypx, = by
G211 + a22%2 + ... + G2, Ty = by
A1X1 + 2o + ..o + Gn Ty = b

donde los nimeros a;; y b; son elementos de K y los x; juegan el papel de incégnitas.
El sistema se puede expresar equivalentemente como la identidad matricial

ai1 aiz2 - Q1n T by
az1 G2 - G2g T2 bo
Am1 Am2 e Amn Tn bn
y, si tomamos
a11 ai2 -+ Qln T by
az1 G2 - G2n T2 bo
A = ) X = b) B = )
Am1 Am2 e Amn Tn bn

entonces resolver el sistema equivale a encontrar las posibles matrices columna X €
M, «1 tales que AX = B. A la matriz A se llama matriz de coeficientes y a B matriz
de términos independientes.
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En consecuencia, el sistema quedara determinado por la matriz M € M., (nt1)s
llamada matriz ampliada del sistema, dada por

a1 a2z - aip | b

azr  az -+ Qg | bo
M = (A|B) =

Am1 Am2 e Amn bn

Si denotamos por Sj el conjunto de las soluciones del sistema dado por M, es decir,
Sy ={X e Mpx1(K) : AX = B},
entonces se nos presentan varias posibilidades:
» Si Sy =0, el sistema no tiene soluciones y diremos que es incompatible (S.1.).
= Si Sy # 0, el sistema tiene soluciones y diremos que es compatible.
e Si la solucién es tnica, es compatible determinado (S.C.D.).
e Si la solucién no es unica, es compatible indeterminado (S.C.1.).

La tactica que usaremos para resolver un sistema es el hecho de que hacer operaciones
elementales por filas en la matriz ampliada M no altera el conjunto de soluciones S);.
Esto podemos codificarlo de la siguiente forma:

Proposicién 7.1. Si M ~¢ N, entonces Sy = Sn.
A raiz de este resultado, lo primero que podemos hacer es hacer operaciones por filas

en la matriz M = (A|B) hasta obtener una matriz escalonada (A|B). Esto nos permite
discutir el niimero de soluciones:

0)

= Si hay elementos principales en B entonces el sistema es incompatible (Sps
puesto que la ecuacién a que se refiere esa fila es de la forma

0z1 4+ 0z + ...+ 0x, =b#0.

= Si no hay elementos principales en E, entonces el sistema es compatible.

e Si el ntimero de elementos principales en A es el mismo que el ntiimero de
incégnitas, es decir, podemos conseguir que A sea la identidad (m4s algunas
filas nulas), entonces el sistema es compatible determinado. En este caso,
las incdgnitas se despejan facilmente.

e Si el nimero de elementos principales en A es menor que el nimero de
incégnitas, el sistema es compatible indeterminado. Las incégnitas (colum-
nas) que no tengan pivote se toman como pardmetros y se despejan las
incégnitas con pivote como expresion de estos parametros.
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Observemos que las filas nulas de (A|B) nos dicen que las ecuaciones de las que
provenian esas filas no aportan informaciéon alguna ya que se deducen de las otras.
En el caso de sistema compatible indeterminado, al niimero de pardmetros se le llama
grado de libertad del sistema ya que para cada conjunto de valores reales asignado los
parametros se obtiene una solucién del sistema.

Otra forma de enfocar esta discusién de casos es calculando los rangos de Ay M,y
comparandolos con el ntimero de incégnitas (columnas de A):

Proposicién 7.2 (Rouché-Frobenius). En las condiciones anteriores:

» Si rango(A) = rango(M) coinciden con el nimero de incdgnitas, entonces el
sistema es compatible determinado.

s Sirango(A) = rango(M) son menores que el nimero de incdgnitas, entonces
el sistema es compatible indeterminado y el numero de grados de libertad es la
diferencia entre estos dos numeros.

v Sirango(A) < rango(M), entonces el sistema es incompatible.

Ejemplo 7.3. (Sistema incompatible) Consideremos el siguiente sistema con dos ecua-
ciones y dos incégnitas, que expresamos equivalentemente en forma matricial:
Bi—1z+ (-2i+3)w=1 -1 —2i+3]1
(=4+2i)z+(B+i)w=1 —44+2i 54i¢ |1
Si usamos 3i — 1 como pivote para hacer un cero debajo de €él, estamos haciendo la
operacion elemental Fo — Fo + %F 1, cuyo resultado es el sistema equivalente

“2iv3] 1
o '
La matriz ampliada tiene dos pivotes (los elementos recuadrados), pero uno de ellos

en la columna de términos independientes, luego el rango de la ampliada es 2 y el de
la de coeficientes 1. Se trata de un sistema incompatible. v

Ejemplo 7.4. (Sistema compatible determinado) Consideremos el siguiente sistema
con cuatro ecuaciones y tres incognitas, que escribimos también en forma matricial:

2z —y+z2=2 2 -1 1 2
T—3y—2z=-4 PN 1 -3 -2 -4
r—3y+z=-1 1 -3 1 |-1

T—y+3z=3 1 -1 31| 3

Haciendo las operaciones elementales Fy — Fy — 2F5, F5 — F3s — Fo y Fy — Fy — F5,
llegamos al sistema equivalente:

5 5|10 0 [1] 1] 2

-3 —2|—4 -3 —2|—4
0
0

o 3|3 |7/ o [1]] 1

2 5 7 0 0 0

oS o= O
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donde en el dltimo paso hemos hecho F; — %Fl, F; — %Fg y después Fy, — Fy —
2F; — 3F3. Salvo permutar las filas tenemos una matriz de coeficientes escalonada y
cada columna tiene pivote, luego es un sistema compatible determinado. Ademas, la
tercera ecuacion nos dice que z = 1. Usando que z = 1 en la primera tenemos que
y = 1y, usando que y = z = 1 en la segunda, obtenemos que z = 1. Por tanto, la
Unica solucién es (z,y, 2z) = (1,1,1). \/

Ejemplo 7.5. (Sistera compatible indeterminado) Consideremos el siguiente sistema
con cuatro ecuaciones y cinco incégnitas (x1, x2, T3, T4, x5), escrito en forma matricial:

2 14+i  —1+i —i 1| —1+2i
141 i 2 342 341 i
240 s+ % —i 3—i -2 | -1+

—-3—-t —1-2t 145 —-8+4+4 1-8i 0

Haciendo las operaciones elementales por filas Fo — F5 — %Fl, F3 — F5 — %Fl y
Fy, — Fy+ %F 1, llegamos al siguiente sistema equivalente:

2 14i —1+i —i 1 —1+2i
5 51 7 4 3 i

O S U ST - B
AT - B R B T )

Haciendo ahora las operaciones F3 — F3 — %Fg y Fy — Fy + (1 — 2i)F5, obtenemos
el siguiente sistema equivalente:

2] 140 —1+4+i —i 1| -1+42
00 4% —1+i| 3+3
5i
0 0 0 0 —=
2
0 0 0 0 0 0

El sistema estd en forma escalonada y tiene tres elementos pivotes (marcados con
un recuadro). Deducimos que el sistema es compatible determinado con 2 grados de
libertad. Como x3 y x4 no tienen pivote, podemos tomarlos como parametros, esto
es, o = Ay x4 = p. Ademds, de la tercera ecuacién se deduce que x5 = 0. Es fécil
despejar los valores de 21 y x3 con todos estos datos y tenemos que

_3+i 5+51 —14+5: 141 5—3i

- _ A— .
6 6 e 6 2 6 M

T3

Por tanto las soluciones son

145t 141 5 — 3¢ 3+1 5+ 0
6 2 6 /’L7/’L7 )

= - A= A
(%1,£B2,1’3,1’4,$5) < Hy A, 6 6

para cualesquiera A\, pu € C. v
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Resolucion de sistemas usando determinantes: regla de Cramer

Hemos visto que un sistema de ecuaciones puede escribirse como AX = B, donde A es
la matriz de coeficientes, X las incognitas y B la matriz de términos independientes. Si
A es una matriz cuadrada y ademds es regular, entonces podemos multiplicar por A~!
para obtener X = A~'B, lo que nos dice que el sistema es compatible determinado.
No obstante, podemos saber si A tiene inversa calculando su determinante, lo que da
lugar al siguiente método para resolver sistemas compatibles determinados cuando la
matriz de coeficientes es cuadrada:

(1) Calcular det(A). Si es cero, entonces el sistema es compatible indeterminado o in-
compatible; si es distinto de cero, entonces el sistema es compatible determinado
y pasamos al siguiente paso.

(2) Podemos despejar
= det(CZ)
" det(A)’
donde C; es la matriz que se obtiene al sustituir la columna i-ésima de A por la
matriz columna B.

Vie{l,...,n},

A este método se le conoce como Regla de Cramer.

Ejemplo 7.6. Consideremos el sistema de cuatro ecuaciones y cuatro incognitas

2r—y+z+t=0 2 -1 1 1 0
r—3y—2z=1 PN 1 -3 -2 0 1

2z —-3y+z—t=-1 -2 -3 1 -1|-1
T—y+3z—1t=5 1 -1 3 -—-1|5

La matriz de coeficientes tiene determinante

2 -1 1 1
1 -3 -2 0
det 9 _3 1 -1 |7 54 £ 0.

1 -1 3 -1

Por lo tanto, es un sistema compatible determinado y tenemos que

0o -1 1 1 2 0 1 1
1 1 -3 -2 0 49 1 1 1 -2 0 7
TEgdetl 3 1 | T YE e o o1 1 | T
5 -1 3 -1 1 5 3 -1
-1 0 1 2 -1 1 0
1 1 -3 1 0 1 1 1 -3 -2 1 —61
z= 5—4det 9 3 1 1 | T t= ﬂdet 9 3 1 _1 =13
1 -1 5 -1 1 -1 3 5
En otras palabras, la dnica solucién es (z,y, z,t) = (4—?, 2—77, i, _1—61) v
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8. Ejercicios

Ejercicio 1. Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son inyectivas y cuéles
sobreyectivas:

[ R—=R, f(z) =23

‘R =R, f(z) =2

:RY - R, f(x) = 2%, donde R* = {z € R: 2 > 0}.
‘R — R, f(x) =2* donde Rf = {z € R:z > 0}.
tRNA{1} 5> RN {1}, f(z) = 24
R—=R, f(z) =3z —2.

‘R —=R? f(x) = (22— 1,2° +1).

‘R2 = R, f(x,y) =3z — 2y + 1.

R T

:R2 %RQa f(‘ray) = (I‘i’y,l'*y)
T R=R, f(x) =14 22
En caso de que sean biyectivas, calcula sus inversas.

Ejercicio 2. Consideremos las aplicaciones f,g,h : R — R definidas por
flx) =1+ g(z) =3z —1, h(z) = vx —1.
Calcular la composicién de cada par de ellas.

Ejercicio 3. (a) Si f: A — B es una aplicacién sobreyectiva, demostrar que existe
una aplicacién g : B — A tal que fog=135.

(b) Si f: A — B es una aplicacién inyectiva, demostrar que existe una aplicacién
h:B— Atalque ho f=14.

(¢) Demostrar que si f : A — B es biyectiva, las tinicas aplicaciones que cumplen
(a)y (b)son g=h = f~1

Ejercicio 4. Consideremos el conjunto A = {0, 1}, que tiene tinicamente dos elemen-
tos y definamos en A la operacién suma (+) y producto () como

040=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=0,
0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1.

(a) Demuestra que A tiene una estructura de cuerpo junto con estas dos operaciones.

(b) ¢Serias capaz de construir un cuerpo con tres elementos? ;Y con cuatro?
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El cuerpo A tiene mucha importancia en electrénica digital ya que modela algebraica-
mente las operaciones logicas de un procesador.

Ejercicio 5. Consideremos las siguientes cuatro matrices:

/2 1 -3
A:<_12 g _11> B=| -1 1 1/2 |,
-1/2 2 -5/2
0 1 -3 3 1 -3 4
o -4 13 -t 12
C= -1 1 =5’ D= 0 -2 -9/2 1
1 8 1 4 0 -7/2 3
(a) Hallar todos los productos que estén bien definidos entre ellas.
(b) Hallar el rango de cada una de ellas.
Ejercicio 6. Consideremos las siguientes matrices cuadradas:
3 1 -3 4
. 1 1 -3
A 1 ‘ 3i CB=| -1 1 12, ¢c= -1 1 1/2 1
2413 0 _1j2 2 —5)2 1 -2 -2 0
4 1 0 3

(la primera estd definida sobre los niimeros complejos). Demostrar que tienen inversa
y calcularla.

Ejercicio 7. Hallar los valores del nimero real a € R para los que las siguientes
matrices tienen inversa:

l1—-a 3 1 1
0 -1 a

a—{a 1 1) s_| 2 1-a 0 2

0 % 1 -5 1—a -1

a 0 -1 0 2-a

Ejercicio 8. Discute y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, con
coeficientes reales o complejos, expresandolos previamente en notacion matricial:

(a){3$—2y:5 —r—2z2=2
T2y =3 @ { z+2y=-1
y—z=—1

r—y—z=-—1

(b) r+y+2z=4

rz—2=0
3r—2y+z2z=1
r+2y+z2=3 r+2y—z2=3
(c) r—y+2z2=3 () r—3y+z=1
de —y+T72z=12 r—y+z2=-3
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()  —z+2y—t=-2 (1+id)x+2iy=3
y—4z+t=0

r+2y+z+t=-1 (i){(3—2i)x—2y:1

—izx—2y+ (1+i)z=1
(G) S 2+(2—-i)y—iz=3+1
(20 — Dz —iy+iz=0
x—2y+3t=-3

(&) r+2y+z=1 x—2iy+ (B3+i)z=1
) z+y+z24+t=0 (k) { 2z +2iy+ (20 — 1)z = —1+i
—r—y+2z+2t=0 —x—=20+1y+z=-1

Resultados de algunos ejercicios

Nota: estos resultados son meramente para comprobacion del alumno; para que la res-
puesta se considere correcta, esta ha de estar debidamente justificada.

Ejercicio 1. (a) es biyectiva y su inversa es f* () = ¢x; (b1) no es inyectiva ni
sobreyectiva; (ba) es biyectiva y su inversa es f L(z) = ¥x; (b3) es sobreyectiva pero
)

no inyectiva; (c) es biyectiva y su inversa es f~1(z) = ££; (d) es biyectiva y su inversa
es f71(z) = $(x —2); (e) es inyectiva pero no sobreyectiva; (f) es sobreyectiva pero no
inyectiva; (g) es biyectiva y su inversa es f~!(z,y) = (%%, Z2¥); (h) no es inyectiva

2 0 2
ni sobreyectiva.
Ejercicio 5. rango(A) = rango(B) = 2 y rango(C) = rango(D) = 3.

Ejercicio 6.

14 14 -14
1 —6 — 3¢ 1
A_1:15((?5i 162?22)’ Bri=z| 116 -0 )
6 10 -8

2 =32 —-11 8
1 25 —46 —49 -18
59| —24 30 14 22
—11 58 31 15
Ejercicio 7. La matriz A es regular para todo a € R salvo para a =0y a = 1. La
matriz B es regular para todo a € R salvo paraa =0y a = 2.

=

Ejercicio 8. (a) S.C.D. Solucién: z = 2,y = 3); (b) S.C.D. Solucién: x = 1,y = 1,2 = 1;
(¢) S.C.I. con un grado de libertad. Soluciones: x = 3 — %)\,y = %/\, z = )\, para todo
A €R; (d) S.I; (e) S.C.D. Solucién: x =1,y = -2,z = —6. (f) S.C.I. con un grado de
libertad. Soluciones: x = 10119/\,y = _1127_’\,2 = _3+4A ,t = A, para todo A € R; (g)
S.C.I. con un grado de libertad. Soluciones: z = —1 — )\ ,y=14+XA2=—-\t= ), para
todo A € R; (h) S.C.D. Solucién: x = 7(13 %),y = %(4— 53i); (i) S.C.D. Solucién:
v =55(-3+19i),y = $3(142i), 2 = 5;(38+ 112) (j) S.C.I. con un grado de libertad.

Soluciones: z = A\, y = 122651 - 1126101)\ 4+7Z 8“)\ para todo A € R.
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