TEMA 3.- LA FISICA
MODERN A




Fisica Moderna. Introduccion.

Las distintas ramas de la Fisica Clasica desarrolladas, como hemos visto, hasta mediados del siglo
XIX permitieron un rapido avance tecnoldgico durante la segundad mitad del siglo XIX. Este
desarrollo permitio la planificacion de nuevos experimentos o la repeticion de otros de una forma
mas exacta que permitio el descubrimiento de nuevos fendmenos que, paraddjicamente, no podian
ser explicados utilizando los conocimientos de las ramas de la Fisica conocidos hasta la fecha.

Esto dio lugar a que, a principios del siglo XX, surgieran nuevas ramas de la Fisica que explicaban
los nuevos fendmenos observados. Las ramas mas significativas que aparecieron son la Mecanica
Relativista, la Mecanica Cuantica, y la Fisica de particulas.

Aqui vamos a exponer que resultados dieron lugar a la ruptura entre las ramas de la Fisica Clasica
haciendo necesario el desarrollo de las disciplinas tratadas por la Fisica Moderna y cuales son las
leyes fundamentales de estas nuevas ramas de la Fisica.
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Fisica Moderna. Teoria de la relatividad.

Como es bien sabido, la teoria de la relatividad la debemos a Albert Einstein (1879-1955). La teoria
de la relatividad consta de dos partes bien diferenciadas que responden ademas a la forma en la que
el propio Einstein desarrolld su teoria: “Teoria Especial de la Relatividad” y ““ Teoria General de la
Relatividad”. Einstein publico la teoria especial de la relatividad en 1905 y aunque ya tenia en mente
las 1deas basicas en la teoria general de la relatividad tardo en darles forma 10 afio mas publicando
dicha teoria en 1915.

En la teoria especial de la relatividad, Einstein unifico los resultados obtenidos previamente por
otros investigadores y le dio sentido fisico a los resultados obtenidos. Como resultados mas
importante de esta parte de la teoria destacan la relatividad del espacio y del tiempo dependiendo del
sistema de referencia del observador y la relacion entre materia y energia, quizas la expresion mas
famosa de la Fisica E=mc?.

En la teoria general de la relatividad, utilizando la relatividad del espacié-tiempo, Einstein propone
que la aceleracion de la gravedad que, segun la mecénica clasica de Newton, aparece como
consecuencia de fuerza atractiva que aparece entre cualesquiera dos masas en el espacio es en
realidad la deformacion del espacio-tiempo provocado por cualquier objeto con masa.

Desde un punto de vista de la educacion secundaria y bachillerato, s6lo los conceptos relacionados
con la relatividad especial son los que se desarrollan. Por este motivo, en este curso, nos centraremos
fundamentalmente en dicha parte de la teoria y trataremos de forma mas cualitativa los aspectos mas
fundamentales de la teoria general de la relatividad.
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Fisica Moderna. Teoria de la relatividad.

Teoria especial de la relatividad

1. Antecedentes historicos.

Simultaneidad de procesos y relatividad del tiempo.
Postulados de Einstein de la teoria de la relatividad especial.
Transformaciones de Lorentz.

Conservacion de la cantidad de movimiento. Masa relativista.

A

Energia relativista: E=mc?.

Teoria general de la relatividad

1. Principio de equivalencia.
2. Lateoria general de la relatividad. Comprobacion experimental.

3. Actualidad en la teoria general de la relatividad.
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

1. EXPERIMENTO FALLIDO DE MICHELSON-MORLEY

Como hemos visto las ecuaciones de Maxwell predecian la existencia de ondas electromagnéticas
que posteriormente demostrd Hertz. Para los fisicos de la época cualquier onda necesitaba un medio
material para poder desplazarse puesto que entendian que todas las ondas debian de comportarse mas
o menos como las ondas sonoras. Sin embargo, se sabia que las ondas electromagnéticas viajaban
por el espacio exterior donde no se conocia la existencia de materia. Asi, se pensaba que existia un
material, denominado éter, que impregnaba todo el espacio, que no podia ser detectado, y que era el
que permitia la propagacion de las ondas sonoras.

A finales del siglo XIX Michelson primero y después con la ayuda de Morley disefaron un
experimento para medir la velocidad de la tierra respecto a éter.
La luz que emite un foco luminoso pasa por un espejo y es
al dividido en dos haces, los cuales rebotan en dos espejos y se
vuelven a juntar. Dado que la luz es una onda, siempre que
tengamos una fuente que solo emite una longitud de onda (es
decir, un color muy definido), al volver a juntarse, los dos haces
( \ N DL - interferiran produciendo maximos y minimos de intensidad.
| N El patron de interferencias que se forma depende de la
B diferencia de caminos que hayan recorrido los dos haces
D (normalmente este aparato se utiliza para medir diferencias
L entre las distancias de los dos espejos con exactitudes del orden
L de unos cientos de nanometros). Sin embargo, también se puede
= lograr el mismo efecto si estas distancias permanecen fijas pero
la velocidad del medio por el que viaja la luz varia en uno de
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. EXPERIMENTO FALLIDO DE MICHELSON-MORLEY

La idea era que como las ondas electromagnéticas (luz) viajaban por el éter y este se movia respecto
a la tierra obtendriamos diferentes patrones de interferencias dependiendo del angulo en el que
colocasemos el interferometro tal y como se muestra en la figura. De diferentes patrones de
interferencias obtenidos seria relativamente sencillo obtener la velocidad de la tierra respecto a éter.

Et i—_} Eter '::__3
er
C
4 o A
k/l ) U'I
B
A -—— D

Los resultados fueron totalmente inesperados. Independientemente del angulo no se obtenia
diferencias en el camino recorrido por la luz, o lo que es lo mismo, que el éter no tenia ninguna
velocidad apreciable. Es mas por mas que cambiaron las condiciones del experimento obtenian que
la velocidad de la luz era siempre la misma.
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO
AL SISTEMA DE REFERENCIA

Segun las experiencias de Faraday, si se introduce un iman en el interior de una espira y se mueve
bien el imén bien la expira se induce una corriente eléctrica en la espira. Es decir, la experiencia deja
claro que lo que importa para que se produzca el fenomeno de la induccion es que haya un
movimiento relativo entre la espira en iman pero no quien se mueve.

Esto lleva inmediatamente a que las ecuaciones que determinen el fendmeno deben de ser
invariantes respecto del sistema de referencia, es decir, tienen que tener la misma forma si
consideramos como sistema de referencia el imén y movemos la espira o viceversa.

Resulta que las ecuaciones de Maxwell, que son las que rigen segun la teoria clasica del

electromagnetismo, todos los fenomenos eléctricos y magnéticos no son invariantes ante un cambio
de sistema de referencia clasico. Vamos a ver que quiere decir esto.
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

Vamos, en primer lugar, a obtener las ecuaciones de las ondas electromagnéticas a partir de las
ecuaciones de Maxwell.

Hemos visto que las ecuaciones de Maxwell eran:

o P =S

V-E(F,t)=— V-E(r,t)=0
[ Si consideramos una
0 . o
. region del espacio libre —
V-B=0 de fuentes de campo V-B=0

eléctrico y magnético
(cargas eléctricas vy

= aé(l_’: t) corrientes) - GE(F,t)
VXE(F,t)=——"= VxE(r,t)=—————=

<D ot | > 0 o1

= = OE(F,t L E(7
VxB(r,t) =p, J(r,t)+so%) VXB(’”J):HOS()%
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

V-E(#,t)=0

V-B=0

Vx B(F.1) =~ 2BU0
ot
OE(F,1)

VxB(7,t) = 1,8, Py
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

V-E(#,t)=0
V . E — 0 Haciendo el
rotacional.c'ie

. = esta ecuacion L av E — t
VxE(F,t):—M ——> VxVxE([,t)=- Xat(r, )

o OF(F .t
VXxB(F,t)= Hogo%)

t
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

V-E(#,t)=0

—_—

V . B — 0 Haciendo el
rotacional de

— esta ecuacion g

- OB(r,t ~ oV x B(7,t
VXE(r,t)z—(—) ——> VxVxE([,t)=- (7.1)
ot Utilande con ot
1l1zando conJunFamente @
= estas dos ecuaciones =
OE(F,1) t O°E(7,1)

Vx B(F,1) = 8, ——=> VxVxE(F,1) =g,

ot 6t2
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

V-E(#,t)=0

—_—

V . B — 0 Haciendo el
rotacional de

— esta ecuacion =

- OB(r,t ~ oV x B(7,t
VXE(r,t)z—(—) ——> VxVxE([,t)=- (7.1)
ot Ut con ot
1l1zando conjunj[amente @
= estas dos ecuaciones =
OE(F,1) t O°E(7,1)

Vx B(F,1) = 8, ——=> VxVxE(F,1) =g,

ot

Tenemos en cuenta la relacion vectorial

- - P
VxVxAF,t)= V(VxA(r,t))—V A7, 1)
La aplicamos al campo eléctrico

VxVxE(F#,?) :v(vxE(F,t))—vzﬁ(F,t) =

or’

= -V2E(F,1)
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

V-E(#,t)=0

—_—

V . B — 0 Haciendo el
rotacional de

— esta ecuacion =

- OB(r,t ~ oV x B(7,t
VXE(r,t)z—(—) ——> VxVxE([,t)=- (7.1)
ot Ut con ot
1l1zando conjunj[amente @
= estas dos ecuaciones =
OE(F,1) t O°E(7,1)

Vx B(F,1) = 8, ——=> VxVxE(F,1) =g,

ot

Tenemos en cuenta la relacidon vectorial

V X V X 12(7_;, t) — V (V X 2(’79 t)) _ Vzg(’_ﬂ” t) Utilizando conjuntamente ﬁ

or’

La aplicamos al campo eléctrico estas dos ecuaciones
VxVxE(F,1)=V(VxE(F,t))-VE(F,1) = ) P E(F 1
( . ) —> VzE(F,Z‘) = 1, &, (2 > )
=—V’E(#,1) ot
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

V-E(#,t)=0

—_—

V . B — 0 Haciendo el
rotacional de

— esta ecuacion =

- OB(r,t ~ oV x B(7,t
VXE(r,t)z—(—) ——> VxVxE([,t)=- (7.1)
ot Ut con ot
1l1zando conjunt[amente @
= estas dos ecuaciones =
OE(F,1) t O°E(7,1)

Vx B(F,1) = 8, ——=> VxVxE(F,1) =g,

ot

Tenemos en cuenta la relacidon vectorial

V X V X 12(7_;, t) — V (V X 2(’79 t)) _ Vzg(’_;’ t) Utilizando conjuntamente ﬁ

or’

La aplicamos al campo eléctrico estas dos ecuaciones
vxvxé(f,z):V(VXE(f,r))—vzﬁ(?,t): B 2E (7.1
} — V2B, 1) = s, 2D
2 - 2
=-V’E(¥,1) Ot
Se puede llegar a una expresion analoga para el campo magnético
. O°B(F,1)
2 — 9
VB(r,t) = n,¢, >
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

O*E(F,1)
ot’

Esto significa que si elegimos un sistema de referencia
(ejes azules), el campo eléctrico en cualquier punto del
espacio viene dado por

OPE o0F O O°F O

Hemos llegado a: V2E(F,t) =1,&,

=8 ——
ok oy o R
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE

REFERENCIA
O*E(F,1)
or*
Esto significa que si elegimos un sistema de referencia

(ejes azules), el campo eléctrico en cualquier punto del
espacio viene dado por

2E oF oO°F 0 F O
+ = Ho&o =7

Hemos llegado a: V2E(F,t) =1,&,

O’

+
o oy o o

Vamos a considerar a hora otro sistema de referencia (ejes rojos), que se mueven con una velocidad v

respecto al primero en la direccion indicada en la figura.

26/01/2023
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE

REFERENCIA
O*E(F,1)
or*
Esto significa que si elegimos un sistema de referencia

(ejes azules), el campo eléctrico en cualquier punto del
espacio viene dado por

2E oF oO°F 0 F O
+ = Ho&o =7

Hemos llegado a: V2E(F,t) =1,&,

O’

+
o oy o o

Vamos a considerar a hora otro sistema de referencia (ejes rojos), que se mueven con una velocidad v
respecto al primero en la direccion indicada en la figura. Para que las ecuaciones sean invariantes
respecto al sistema de referencia tiene que cumplirse que el campo eléctrico en cualquier punto del

espacio se tendria que poder calcular como:

0’E O*E O0°E O°E

V'2E=u080—2>

— -
ot ox"” oy o0z"
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

O*E(F,1)
or’ \% P
Esto significa que si elegimos un sistema de referencia

(ejes azules), el campo eléctrico en cualquier punto del
espacio viene dado por

Hemos llegado a: V2E(F,t) =1,&,

9
O’E O°E O°E O*E O O
+ =Wo€o 7

+
o oy o o

Vamos a considerar a hora otro sistema de referencia (ejes rojos), que se mueven con una velocidad v
respecto al primero en la direccion indicada en la figura. Para que las ecuaciones sean invariantes
respecto al sistema de referencia tiene que cumplirse que el campo eléctrico en cualquier punto del
espacio se tendria que poder calcular como:

2 2 2 2 2

o OE OFE OFE OFE O°FE

VIE=Re — = ot TR

ot ox'" oy oz ot

Vamos a comprobar a continuacion que esto no es asi.
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

Vamos a ver en primer lugar como se relacionan
las coordenadas respecto al sistema de referencia —)

O (ejes azules) con las coordenadas respecto al IS IR 7SS ’P
sistema de referencia O’ (ejes rojos)

=x—vt y y
y'=y ’
| O O
z =Z v
=1 ) vt T x’ |
X
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

Vamos a ver en primer lugar como se relacionan
las coordenadas respecto al sistema de referencia m—)

O (ejes azules) con las coordenadas respecto al Y @
sistema de referencia O’ (ejes rojos)

'=x—vt y y’

y'=y 9 5

| 0 0 |

zZz =Z v |

t'=t ) vt T x’ |
X

A continuacion, utilizando este resultado, calculamos las derivadas de las coordenadas espaciales del
sistema O’ respecto de las coordenadas espaciales del sistema O.

ai=1; O =0; ai:O; O =—v
ox oy 0z ot
v =0; al=l; v =0; v =0;
ox oy 0z ot
ai=0; oz =0; ai=1; ai=0;
ox oy 0z ot
o o O o A,
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

Utilizando la regla de la cadena calculamos las derivadas que aparecen en la expresion obtenida para

el campo eléctrico Ox' Ox' ox' Ox'
—=1 =0; =0; =—v
ox oy 0z ot
L _ t ' 1 1 '
25 2 2 2 x. o Y =0; @:12 al:(); Y =0;
8E+8E+8E_H88E y'=y ox oy 0z ot
2 2 2~ F0®o0 2 " ' ' ' '
ox~ Oy Oz Ot z'=z Oz —0: 0z —0: ai:l; 0z —0:
t'= ox oy 0z ot
A S AP /A
ox oy 0z ot
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE

@
ot
'

ot

oz'

ot

ar'

ot

=—y

REFERENCIA

Utilizando la regla de la cadena calculamos las derivadas que aparecen en la expresion obtenida para

el campo eléctrico ox' I ox' 0: ox'

ox oy | oz

X'=x-v D _o Y _ ¥

0*E 0°E O°E O*E y'=y ox oy | oz

> TS T T Mo

ox~ oy° Oz Ot z'=z %—O' 62'_00 oz'

= o&x oy | oz

ot' ot' ot'

. =0 =0 =

De donde: O Oy Oz

O°E_0|0E|_0|ox'0E oy'0E &2'0E or'0E|_0[oE|_oE

ox*  Ox Ox | Ox| Ox Ox' oOx Oy' Ox 0z' Ox ot'| Ox| Ox | ox"

OE_0|GE|_0o|x'0E &'OE 0:'0E or'0E|_0|E|_OE

oy* 0Oy dy | Oy| oy dx' 0dy dy' Oy oz' ay 82‘ oyl oz'| oy ?

O'E_0|OE|_0|0x'0E 0y'0E 0z'0E 0r'0F _0|eE| OE

02> @z| 0z | oOz| 0z ox' oz oy' 0z oz' 82 o' 82 GZ'_ 0z"

O'E_0|0E|_0|x'OE 0Oy'OE 0z'OE 0r'OE|_ox' 0 |0E  OE |,

ot Ot| ot ot| ot ox' 8t oy' 61‘ oz' 8t or'| ot ox'| ot ox'
JOUOOE oE|_ Ok LOE OE Ok
26/01/2023 Taor|ar Tar|T Tacar | ot a® | oxor
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

Reescribiendo la ecuacidn de partida obtenemos:

O'E  OE OE _ . O’E
P P e
0’E O’E N 0’E  OE 5 0’ , OE
82E: O FE o 5)/'2 Py Hoeo o0 My QPNTP K 0 5?2
x> ox" U
azE 82E R 62 = 82 aZE
= 12 _ ~ - 2
o’ oy” VI E = Rty T T 2V o Y e
0’E  0°E
0z° B oz"”
O*E O’E  ,0°E O°E  O°E
2 =V ' ' TV 12 + 12 —V ' '
ot ox'ot ox ot ox'ot
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE

REFERENCIA
(Hay alguna relacion entre las coordenadas del sistema O y O’ que hace que el cambio sistema de
referencia deje invariante la ecuacion de onda para el campo eléctrico?

26/01/2023 25



Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

(Hay alguna relacion entre las coordenadas del sistema O y O’ que hace que el cambio sistema de
referencia deje invariante la ecuacion de onda para el campo eléctrico?

La respuesta a esta pregunta es si. Dicha relacion fue calculada por primera vez en 1900 por Hendrik
Antoon Lorentz. La relacion entre las variables espaciales en ambos sistemas de referencia tendrian

que ser: ox'" 1 éx'_o. %—O' ox' v
e xX—vt ox | Vv oy | 0z ot | V2
2 ) 2
v c c
2 ! ! ! !
¢ Yo Yy D, Y,
y'=y ox oy 0z ot
': :> ' 1 1 '
7=z %o, Flg E E Ly,
W ox oy 0z ot
o _Y
2 ! 2 ' ! '
v 812 . ot _0; a_t:(); 8t: 1 :
c? ox 2 oy 0z ot V2
1—— 1-—
c c
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE
REFERENCIA

(Hay alguna relacion entre las coordenadas del sistema O y O’ que hace que el cambio sistema de
referencia deje invariante la ecuacion de onda para el campo eléctrico?

La respuesta a esta pregunta es si. Dicha relacion fue calculada por primera vez en 1900 por Hendrik
Antoon Lorentz. La relacion entre las variables espaciales en ambos sistemas de referencia tendrian

que ser: ox'" 1 éx'_o. %—O' ox' v
. ox-vt | ox 2’ oy ez ot 2
T 2 I_VT g I_VT
1Y c c
2 ! ! ! '
¢ Yo Yy D, Y,
y'=y ox oy 0z ot
': :> ' 1 1 '
7=z %o, Flg E E Ly,
L ox oy 0z ot
o _Y
e ot' 2 6t'_0_ at'_o_ o' 1

- = —=
2 ox V2 Oy Oz ot 2
1—— 1-—
. c . . c . .
Con estas transformaciones se daria que la ecuacion de onda en los dos sistemas de referencia (rojo y
azul) se escribirian como:

azﬁ+azﬁ O*F O*E 0’E O0°E O°E O*E

= 6, — + + =l €
axZ ayZ 822 MOSO atz ax'2 ay 12 62'2 “0 0 81"2
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Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Antecedentes historicos.

2. INVARIABILIDAD DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL RESPECTO AL SISTEMA DE

REFERENCIA | | . o
Lorentz obtuvo sus transformaciones como un mero juego matematico carente de sentido fisico. El

mismo se dio cuenta que los resultados obtenidos no tenian sentido fisico con las leyes de la fisica
que se conocian. Asi, es dificil explicar el factor de diferencia que aparece en la relacion entre x y x’
en la forma clésica y la expresion obtenida por Lorentz.

, , xX—Vvt
x'=x—vt;  x'= =
»
==
C

No obstante mas inexplicable era la relacion existente entre los tiempos de ambos sistemas de

referencia que predicen las transformaciones de Lorentz.

VX
——

Hasta principios del siglo XX, en fisica (y el resto de disciplinas cientificas) se suponia que el
tiempo era una magnitud absoluta, es decir, el tiempo que tardaba en tener lugar un determinado
proceso no dependia de las condiciones en las que se midiera. Sin embargo, la ecuacion obtenida por
Lorentz predecia que, si dos sistemas se movian con velocidad relativa uno respecto al otro, el
tiempo que tardaba en producirse un determinado fendémeno en uno era diferente al tiempo que
tardaba en producirse el mismo fenomeno en el otro. Esto rompia los esquemas de todos los fisicos
de principios del siglo XX y por eso fue rechazado hasta que Einstein en 1905 demostré que el
tiempo tenia que ser relativo.
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Como acabamos de ver las transformaciones de Lorentz implicaban que el tiempo que tardaba en
producirse un mismo suceso fuese diferente si lo mediamos en un sistema de referencia dado y otro
que se movia respecto a primero con velocidad constante. Eso violaba el sentido de tiempo absoluto
que dominaba todas las disciplinas cientificas de principios del siglo XX.

La primera contribucién importante de Einstein fue darse cuenta de que efectivamente el tiempo era
una magnitud relativa, es decir, depende del sistema de referencia desde el que se esté midiendo

Para demostrar esto, lo primero que hizo Einstein fue darse cuenta de que el concepto de tiempo
estaba ligado al concepto de simultaneidad de procesos. A continuacion demostrd que dos procesos
pueden ser simultaneos en un sistema de referencia y no en otro y con ello demostrd que el tiempo
es relativo. Vamos a profundizar mas en estas ideas.

Si queremos describir el movimiento de una particula, damos los valores de sus coordenadas como
funciones del tiempo.

Yy

Plattl

Pero en realidad
JQué es el tiempo?

— P, att,

26/01/2023 9] x




Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Simultaneidad de procesos. Relatividad del tiempo.

Todos los juicios que implican al tiempo son siempre juicios sobre sucesos simultaneos.
Ejemplo:

Decir «el tren llega aqui a las 9 en punto» significa «la manecilla pequefia de mi reloj apuntando a
las 9 y la llegada del tren son sucesos simultianeosy.
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Todos los juicios que implican al tiempo son siempre juicios sobre sucesos simultaneos.
Ejemplo:

Decir «el tren llega aqui a las 9 en punto» significa «la manecilla pequefia de mi reloj apuntando a
las 9 y la llegada del tren son sucesos simultaneos».

Decir que un determinado proceso tiene una duracidon de 7 segundos significa que cuando comienza
simultaneamente el cronometro marca cero y cuando termina simultdaneamente el crondmetro marca
7 segundos.

Fin de
proceso

Inicio de
proceso
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Si un determinado evento no es simultdneo en cualquier sistema de referencia el tiempo tiene
necesariamente que ser una magnitud relativa dependiente del sistema de referencia. Veamos esto

con un ejemplo.
Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia en los que ponemos en marcha un cronoémetro

cunado se inicia un determinado proceso haciendo coincidir el inicio del proceso con el cero de los
crondémetros en nuestro sistemas de referencia.

Inicio de
proceso

Inicio de
proceso
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Si un determinado evento no es simultdneo en cualquier sistema de referencia el tiempo tiene
necesariamente que ser una magnitud relativa dependiente del sistema de referencia. Veamos esto
con un ejemplo.
Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia en los que ponemos en marcha un cronometro
cunado se inicia un determinado proceso haciendo coincidir el inicio del proceso con el cero de los
cronometros en nuestro sistemas de referencia.
Si paramos los cronometros cuando finaliza el proceso y este no finaliza simultaneamente en ambos
sistemas de referencia, el tiempo que durara el proceso en ambos sistemas serd diferente. En el
ejemggse supone que el proceso finaliza antes en el sistema de referencia azul que en el rojo.

i Wl

&/

Fin de
proceso

Inicio de
proceso

Fin de
proceso

Inicio de
proceso




Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Simultaneidad de procesos. Relatividad del tiempo.

Si un determinado evento no es simultdneo en cualquier sistema de referencia el tiempo tiene
necesariamente que ser una magnitud relativa dependiente del sistema de referencia. Veamos esto
con un ejemplo.
Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia en los que ponemos en marcha un cronometro
cunado se inicia un determinado proceso haciendo coincidir el inicio del proceso con el cero de los
cronometros en nuestro sistemas de referencia.
Si paramos los cronometros cuando finaliza el proceso y este no finaliza simultaneamente en ambos
sistema de referencia el tiempo que durara el proceso en ambos sistemas sera diferente. En el
ejem;l&se supone que el proceso finaliza antes en el sistema de referencia azul que en el rojo.

(U

\ "/
Fin de
proceso

Inicio de
proceso

Fin de
proceso

Inicio de
proceso

El problema es que intuitivamente uno piensa que cualquier evento ocurre simultineamente en
cualquier sistema de referencia y en estas condiciones el tiempo es absoluto. Vamos a demostrar que
esto no es asi.
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Frente de onda
| ‘/\
B! i A’

Frente de onda
B’ A’
C,”
B O, A

Por lo tanto, si el tiempo implica simultaneidad de sucesos y esta a su vez depende del sistema de
referencia el tiempo debe de depender del sistema de referencia

t=t,+At, +At,




Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Postulados de Einstein.

Postulados de Einstein (“equivalentes” en dinamica clasica a las leyes de Newton, a los tres

principios en Termodinamica, etc) :

1.- Si consideramos dos sistemas de coordenadas que estan en movimiento
relativo de traslacion paralela uniforme, las leyes de acuerdo con las cuales
cambian los estados de un sistema fisico no dependen de con cudl de los dos
sistemas estan relacionados dichos cambios.

2.- Todo rayo luminoso se mueve en el sistema de coordenadas «de reposo»
con una velocidad fija ¢, independientemente de si este rayo luminoso
es emitido por un cuerpo en reposo o en movimiento. Por lo tanto,

recorrido de la luz

~ intervalo de tiempo

donde «intervalo de tiempo» deberia entenderse en el sentido de la
definicion dada en el apartado anterior.
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Relatividad del tiempo




Fisica Moderna. Teoria especial de la relatividad. Postulados de Einstein.

Hechos experimentales que muestran la relatividad de los intervalos temporales.

Satélites
GPS CONSTELLATION
0
& LYK
? ¥

i 0@ - 2005 - P.CARRIL

Des-sincronizacion de los relojes internos de los satélites.
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(QUE ES EL GPS (GLOBAL POSITION SYSTEM)?

El GPS es un sistema de navegacion por satélite compuesto por una red de 24 satélites colocados en
orbita por el Departamento de Defensa de Estados Unidos. EI GPS originalmente estaba destinado a
aplicaciones militares, pero en la década de 1980, el gobierno hizo que el sistema estuviera
disponible para uso civil. El GPS funciona en cualquier condicidon climatica, en cualquier parte del
mundo, las 24 horas del dia. No hay tarifas de suscripcion ni cargos de configuracion para usarlo.

:COMO FUNCIONA EL GPS?

Los satélites del GPS circundan la tierra dos veces al dia en una 6rbita muy exacta de la que se
conoce en cada instante de tiempo su posicion exacta. Cuando un receptor GPS en la tierra quiere
utilizar el sistema tiene que conectar con al menos tres satélites para calcular una posiciéon 2D
(latitud y longitud) o cuatro satélites para determinar la posicion 3D del usuario (latitud, longitud y
altitud).

Basicamente los satélites envian una sefal (onda electromagnética) que contiene el tiempo en el que
se envia la sefal y la posicion del satélite cuando se envid la sefial. El reloj de los receptores GPS
situados en la tierra estan sincronizados con los de los satélites, es decir, marcan siempre la misma
hora.

De esta forma podemos calcular la distancia a la que se encuentran los satélites de nuestro receptor
GPS y por triangulacion calcular la posicion en la que estamos.

A continuacion vamos a ver un ejemplo.
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.COMO FUNCIONA EL GPS?

Vamos a considerar que tenemos un receptor GPS conectado a tres satélites, por lo tanto, s6lo podemos conocer

nuestra posicion 2D (latitud y longitud). Supongamos que cuando el reloj de nuestro receptor GPS tiene un valor
t=12h 35min 24.823476 s recibimos los siguientes tiempos de los satélites:

t,= 12h 35min 24.723476 s t,= 12h 35min 24.723476 s

Esto significa que los satélites estdn de nosotros a una distancia:

d,=c-(t-t;)=300000 km/s-0.1 s=30000 km
dy=c-(t-t;)=300000 km/s-0.2 s=60000 km

t;= 12h 35min 24.623476 s
d,=c-(t-t,)=300000 km/s-0.1 s=30000 km

Suponiendo que la posicion de los satélites en el instante de tiempo es la que se muestra en la figura ;En qué
posicion nos encontrariamos nosotros?

l.- Como estamos situados a una distancia d;, del primer satélite ’

tenemos que estar situados en alguno de los puntos de la circunferencia o N
de radio d, centrada en el primer satélite.

1 d3 \\‘
2.- Por el mismo motivo, a la vez tenemos que estar situados en Satelite 3 \
alguno de los puntos de la circunferencia de radio d, centrada en el

segundo satélite. Por lo tanto, ya solamente podemos estar situados
en dos puntos.

——————

\ ’\ \\\ II
3.- El tercer satélite elimina la ambigiiedad del punto que ocupo. A Satélite 1 SN Satélite2 A

1
1
|
1
\

-
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;POR QUE ES IMPORTANTE LA RELATIVIDAD DE TIEMPOS DE EINSTEIN EN EL GPS?

Como hemos visto, debido a que la velocidad de las ondas electromagnéticas que portan la informacion (velocidad
de la luz) es muy elevada los relojes que integran tanto los satélites como los receptores GPS tiene que tener una
sincronizacion muy precisa (la diferencia tiene que estar por debajo de los microsegundos).

Por otro lado, los satélites del sistema GPS giran alrededor de la tierra a una altura aproximada de 20 Km con una
velocidad lineal de aproximadamente 15000 km/h.

Aunque esta velocidad es mucho menor que la velocidad de la luz es necesario hacer las pequenas correcciones de
tiempo que hemos visto establece la teoria de la relatividad para evitar una desincronizacion excesivamente rapida
de los relojes que hay en los satélites y los relojes en los receptores GPS.
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Relatividad de las longitudes

21
C

44»
cAt, VAL,
d —r—>

— e Ly |
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Hechos experimentales que muestran la contraccion de las logitudes.

Cantidad de muones que como
radiacion secundaria de los

rayos cosmicos llegan a la tierra t

N(t) = Nyexp| ——
YOS COSMICOS

G,
ODU

S 6
/ Touen =2 MS=2-10""s
d Viuon = 0.9978 - ¢

d =9000 m

Ny = 10° muones

Hecho experimental

Se ha observado que aproximadamente llegan a nivel del mar unos 40 millones de muones.
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Si no consideramos las correcciones relativistas los muones deberia recorrer una distancia de 9 km antes de llegar a
la superficie de la tierra y, por lo tanto, tardarian:

g4 9km S5
¢ 300000 km/s

En ese tiempo se habrian desintegrado muchos muones llegando a la superficie sélo:

3107 s

N =108 muones-exp| — c
2-10" s

] =30.59 muones

Se ha observado que aproximadamente llegan a nivel del mar unos 40 millones de muones.
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Si no consideramos las correcciones relativistas los muones deberia recorrer una distancia de 9 km antes de llegar a
la superficie de la tierra y, por lo tanto, tardarian:

g4 9km S5
¢ 300000 km/s

En ese tiempo se habrian desintegrado muchos muones llegando a la superficie sélo:

10-5
N =108 muones-exp —310—68 =30.59 muones
2-10" s

Sin embargo, si tenemos en cuenta consideraciones relativistas los muones al moverse a velocidades cercanas a la
luz s6lo recorren una distancia de:

Se ha observado que aproximadamente llegan a nivel del mar unos 40 millones de muones.
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Si no consideramos las correcciones relativistas los muones deberia recorrer una distancia de 9 km antes de llegar a
la superficie de la tierra y, por lo tanto, tardarian:

=4 Okm g5y
¢ 300000 km/s

En ese tiempo se habrian desintegrado muchos muones llegando a la superficie sélo:

3107 s

N =108 muones-exp| — c
2-10" s

] =30.59 muones

Sin embargo, si tenemos en cuenta consideraciones relativistas los muones al moverse a velocidades cercanas a la
luz s6lo recorren una distancia de:

2 2 2
1:10‘/1—V—2=9km\/1—0'997§ £ ~0.6km
C C

De forma que el tiempo que tardarian en llegar a la superficie de la tierra los muones seria:

(=4 o _00km _pyp

¢ 300000 km/s

Se ha observado que aproximadamente llegan a nivel del mar unos 40 millones de muones.
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Si no consideramos las correcciones relativistas los muones deberia recorrer una distancia de 9 km antes de llegar a
la superficie de la tierra y, por lo tanto, tardarian:

d 9 km _

== =3107 s

c 300000 km/s

En ese tiempo se habrian desintegrado muchos muones llegando a la superficie sélo:

3107 s

N =108 muones-exp| — c
2-10" s

] =30.59 muones

Sin embargo, si tenemos en cuenta consideraciones relativistas los muones al moverse a velocidades cercanas a la
luz s6lo recorren una distancia de:

2 2 2
1=%$f35=9mn$—099§ £ ~0.6km
C C

De forma que el tiempo que tardarian en llegar a la superficie de la tierra los muones seria:

d__06km .

= = /- S
c 300000 km/s

y la cantidad de muones que deberia llegar a la superficie de la tierra seria:

2107 s

N =108 muones-exp| — c
2-10" s

j —3.68107 muones

Se ha observado que aproximadamente llegan a nivel del mar unos 40 millones de muones.
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Transformaciones de Lorentz de las coordenadas espaciales.

A
\ 4
A
o
\ 4

Vvt X

A
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Transformaciones de Lorentz de las coordenadas espaciales.
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Transformaciones de Lorentz de las coordenadas espaciales.

—)
V P
JE N N ’. ,
; y'=y
y Y’
0 0

A
\ 4
A
o

Vvt X

A
) 4

x=x 1= +vt | =

2
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Transformaciones de Lorentz de las coordenadas espaciales.

—)
V P
““““““““““““““““““““““““““““ ¢ ,
g Y=y
y’
O z'=z
< 7 >« X’ >;
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Conociendo la relacion entre las coordenadas de ambos sistemas de referencia podemos calcular la relacion entre
las velocidades que un determinado moévil tendria en ambos sistema de referencia

Para ello, en primer lugar, diferenciamos las expresiones obtenidas.

2
af =PV gy dr—dn dr=— ¢

2 2 2 2
c C c Cc
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Conociendo la relacion entre las coordenadas de ambos sistemas de referencia podemos calcular la relacion entre
las velocidades que un determinado moévil tendria en ambos sistema de referencia

Para ello, en primer lugar, diferenciamos las expresiones obtenidas.

2
ai=— BV gy d=dn dr=— Y

2 2 2 - 2
c C c Cc

A continuacion calculamos las componentes de la velocidad en cada uno de los ejes:

YxV g
, o dx C dx vdt vidt o2
Vi =——=dx =v.di' = — = —
Z A A
C2 02 C2 C2
Y . dx Vi . Vi , . V. —V
dx(l+;—2j:dt(vx+v):>dt(1+szj:(vx+V):>vx(l+;—2j:(vx+v):>vx: xv
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Conociendo la relacion entre las coordenadas de ambos sistemas de referencia podemos calcular la relacion entre
las velocidades que un determinado moévil tendria en ambos sistema de referencia

Para ello, en primer lugar, diferenciamos las expresiones obtenidas.

2
ai=— BV gy d=dn dr=— Y

2 2 2 - 2
c C c Cc

A continuacion calculamos las componentes de la velocidad en cada uno de los ejes:

YxV g
, o dx C dx vdt vidt o2
Vi =——=dx =v.di' = — = —
‘ A A
c? c? c? c?
Y . dx Vi . vy . . V. —V
dx(l+%)=dt(vx+v):>dt(l+ x2j:("x"“’)j"x(l"'%j:("x+V):>Vx:—xv
c c c -y
e

Siguiendo un procedimiento parecido con las otras dos componentes llegamos a:




Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Conservacion de la cantidad de movimiento.

Como es bien sabido, en mecanica clasica, cuando sobre un sistema no actuan fuerzas externas la
cantidad de movimiento definida como la suma del producto de la masa por la velocidad de cada
una de las particulas que componen el sistema se conserva, es decir:

donde

n
i=1
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Como es bien sabido, en mecanica clasica, cuando sobre un sistema no actuan fuerzas externas la
cantidad de movimiento definida como la suma del producto de la masa por la velocidad de cada
una de las particulas que componen el sistema se conserva, es decir:

donde

n
i=1

Demostracion de lo anterior.

B _ D3y gy iy +..) = S Aoy Ay | B B, D
dt drs Ll TRE TR Ty dt a7 a7 ar ] ar
n
" m;d;
= mlc_il +m26_l)2 +m36_i3 +..= Zmic_ii :MT%:MTZZ}CM :FNETA
P T
\{3
d_p' g
“@L_r
dt NETA
\{3



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Conservacion de la cantidad de movimiento.

La cantidad de movimiento era muy util en el estudio de algunos fenomenos como los choques, las
explosiones, etc, donde las fuerzas netas externas no existian o eran despreciables. Sin embargo, esta
magnitud no se conserva con la definicion relativista de velocidad que hemos visto en el apartado
anterior.

Para comprobar esto supongamos dos particulas de igual masa que sufren un choque como el que se
muestra en la figura. Desde un punto de vista clasico las velocidades antes y después del choque
son:

0 =/ =/

Vazul = qu; Vioja = Vi _qu; Vazul = _uoj; Vioja = Vi +u0j;
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La cantidad de movimiento era muy util en el estudio de algunos fenomenos como los choques, las
explosiones, etc, donde las fuerzas netas externas no existian o eran despreciables. Sin embargo, esta
magnitud no se conserva con la definicion relativista de velocidad que hemos visto en el apartado
anterior.

Para comprobar esto supongamos dos particulas de igual masa que sufren un choque como el que se
muestra en la figura. Desde un punto de vista clasico las velocidades antes y después del choque
son:

0 =/ =/

Vazul = qu; Vioja = Vi _qu; Vazul = _uoj; Vioja = Vi +u0j;

y, por tanto, las cantidades de movimiento antes y después del choque se conservan:

—

P = MoVgzul + mOVroja - mOqu + mOVi o mOqu - mOVi

2/ =/ =/ A A A A
P = MyVyz, + MoVyoja = —MolhoJ +mglVi +mgug j = mgli
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Si tenemos en cuenta las consideraciones relativistas las velocidades antes y después de la particula
azul seran:

— . ".. —/ - "..
Vazul = U0J> Vazur = —UoJ>
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Si tenemos en cuenta las consideraciones relativistas las velocidades antes y después de la particula
azul seran:

— S - gl
Vazul = UWoJ> Vazul = —UoJ>
Por otro lado, las velocidades antes y después de la particula roja serén:

Transformaciones de Lorentz

V2 v 2
' o> A Aol A A,
Vy—Vy 1__2 :> v}’Oj —VZ—MO 1——2_], V},Oja—Vl+uO 1——2_],
C C C
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Si tenemos en cuenta las consideraciones relativistas las velocidades antes y después de la particula
azul seran:

— S - gl
Vazul = UWoJ> Vazul = —UoJ>
Por otro lado, las velocidades antes y después de la particula roja seran:

Transformaciones de Lorentz

2 { { 2
' v o V ~
Vv, =V, 1_0_2 —) Vyoja = V1 2], Vro;a_V"H‘o 1—0—2];

De donde las cantidades de movimiento antes y después del choque son:

— — — V ~ V2 ’\,.
P = moVazu + moVea = motg ]+ moVi— moug moVi+ moug|l— [T ——=1J;
C
72
=7 =/ =/ _ r A
p _mOVazul+m0Vroja— mo“o]‘i‘ mon—f—mOMO ]—mOVl+m0u0 1—6—2—1 J;

»

mg

1)

O mog’to

que son iguales siy solo si V=0.
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Es decir con las consideraciones relativistas y la definicion clasica de la cantidad de movimiento
esta magnitud no se conserva cuando las fuerzas externas son cero. Por lo tanto habra que definir
una nueva forma de la cantidad de movimiento que se conserve teniendo en cuenta consideraciones
relativistas. Indudablemente la cantidad de movimiento relativista tiene que coincidir con la clasica
en el limite de velocidad 0.

Vamos a demostrar que si definimos la cantidad de movimiento como:

N mo\_/’)
P = >
’
==
c

esta magnitud se conserva antes y después del choque. Ademads, cuando v — 0 esta expresion
recupera la definicidn clésica de cantidad de movimiento.
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La cantidad de movimiento antes y después del choque de la
bola azul sera:

movazul Mol A-. mOVazul . Mmolly =,

Pazul = 2 - 2 J> azul /2 = ]:
1— Vazul - Uy azul uO
2 2
C C

O
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L mgy
p= > mO
-

2

C
_ u
La cantidad de movimiento antes y después del choque de la 0l

bola azul sera:

movazul Myl A-. mOVazul Moy~

ﬁazul = 2 - 2 J> azul /2 = ]:
\/l_vazzul \/ _u% , azul uO O mO uO
C C

Por otro lado, la cantidad de movimiento antes y después del choque de la bola roja sera:

m0vr0]a o moVi B mouoj . 13/' . mOVrOJa . moV ;—|— mol jA
- - s

ﬁroja: - ’ roja
2 2 2 2 12 2 2 2
N UL T R T ) _ Uy
B 2 2 2 - 2 2 2
c c c c c c c c

Donde se ha tenido en cuenta:

Vroja
v2 V2 ug V2 V2 ug ug V2 V2 U
1__2:1__2__2 1__2 =1- 2 2 + 4 1__2 1__2 ?
c c C C C c C c c
| 12 1 V2 ué 1 V2 1 V2 ug usz 1 V2 1 U
—_——_— —_——_——m—— —_—— —_——_— pr— —_— —_— p— —_——_— —_—— N
02 c2 (32 c2 02 c2 (34 02 (32
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Las cantidades de movimiento inicial y final serdn ahora:

L MgV MoVigja Mol 3 myVi molyj moV ;.
- - - - ’
2 2 2 2 2 2 2 2
_ Vazul Vioja Uy L w Uy e uy
1 2 1-— 2 1= 2 2 I= 1=
c c c c c c c c
—/ =/
o1 MoV "MoVrgja Mgl 5 moV Pyt 5 moV’
2 2 2 2 2 2 2 2
_ Vazul Vyoja Uy VL ug Uy L uw
1 2 1—— 2 R L 2 I= g 1=
c c c c c c c c

Por lo que podemos concluir que esta magnitud si se conserva en el choque.



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Conservacion de la cantidad de movimiento.

Las cantidades de movimiento inicial y final serdn ahora:
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Por lo que podemos concluir que esta magnitud si se conserva en el choque.

Si1 definimos la masa relativista como:



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Conservacion de la cantidad de movimiento.

Las cantidades de movimiento inicial y final serdn ahora:
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Por lo que podemos concluir que esta magnitud si se conserva en el choque.

Si1 definimos la masa relativista como:

La cantidad de movimiento relativista que hemos definido se sigue escribiendo igual que la forma
clasica, es decir:

p=———==my



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Energia relativista

Por otro lado, como hemos visto, la variacién de la energia cinética entre dos puntos viene dada por
el trabajo que la fuerza neta aplicada al sistema realiza entre esos dos puntos. Por lo tanto
tendremos: d7

AEC:fﬁNETA-d?:f%-dFZIdZ) L [v-ap= [ vap



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Energia relativista

Por otro lado, como hemos visto, la variacién de la energia cinética entre dos puntos viene dada por
el trabajo que la fuerza neta aplicada al sistema realiza entre esos dos puntos. Por lo tanto

tendremos: AEC:fﬁNETA.d’j:f%,d,—;:fdﬁ.fl_j:fﬁ.dﬁ:fvdp

Si consideramos que el sistema parte de velocidad cero tendremos la energia cinética total, es decir:

E. = fovvdp



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Energia relativista

Por otro lado, como hemos visto, la variacién de la energia cinética entre dos puntos viene dada por
el trabajo que la fuerza neta aplicada al sistema realiza entre esos dos puntos. Por lo tanto
tendremos: d5

A Foridi= (Pogi— (5.9~ [v.a5—
AEc—fFNETA dr_fdt dr—fdﬁ dt_fv d[)'—fvdp
Si consideramos que el sistema parte de velocidad cero tendremos la energia cinética total, es decir:
\%
E. = fo vdp

Teniendo en cuenta la definicidon de la cantidad de movimiento relativista que acabamos de ver nos
queda:

2
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Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Energia relativista

Por otro lado, como hemos visto, la variacién de la energia cinética entre dos puntos viene dada por
el trabajo que la fuerza neta aplicada al sistema realiza entre esos dos puntos. Por lo tanto
tendremos: d5

A Foridi= (Pogi— (5.9~ [v.a5—
AEc—fFNETA dr_fdt dr—fd]_y' dt_fv d[)'—fvdp
Si consideramos que el sistema parte de velocidad cero tendremos la energia cinética total, es decir:
\%
E. = fo vdp

Teniendo en cuenta la definicidon de la cantidad de movimiento relativista que acabamos de ver nos
queda:

2
v
d_p: my . myv _& _ my 1+ 07 — my
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de donde
Y v
Ec:fovvdp:j:)vm—ozvdv:moczfv < d%zmoczfc al dx

32 0 5132
1Y -V

donde x=v/c.



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Energia relativista

Finalmente, calculando la integral llegamos a:

v
£ ch X d 2 1 ¢ m002 b
= myC ————=dx =myC = — myC
c 0 3/2 0 — 5 0
0 (l—xz) 1-x 0 1_V2
2
&

El valor de la energia relativista en reposo es:

Ey= moc2

De forma que la energia total relativista para cualquier velocidad la podemos escribir como:

2 2
mancC 2 2 mancC
E=E. +E)= 0 —myc” +myc” = 0 >
v v
1——2 1——2
C C
0 bien
E:mc2

si tenemos en cuenta la definicion de masa relativista que hemos realizado anteriormente.



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Ejemplos de situaciones en las que se comprueba que la expresion de la energia relativista es correcta

Cadenas de desintegraciones nucleares naturales

Serie del Torio

) Energia
o Modo de Periodo de - Producto de
MNuclido ) . o . | desprendida ) .
desintegracion semidesintegracion (MeV) desintegracion
Th 232 a 1,405-1010a 4,081 Ra 228
Ra 228 B 575a 0,046 Ac 228
Ac 228 B 6.25h 2124 Th 228
Th 228 a 19116 a 5.520 Ra 224
Ra 224 a 3.6319d 5.789 Rn 220
Rn 220 a 5565 6.404 Po 216
Po 216 a 0.145s 6.906 Pb 212
Pb 212 B 10,64 h 0,570 Bi 212
_ B 64.06% _ 2252 Po 212
Bi 212 60,55 min
0 35.94% 6.208 TI 208
Po 212 a 299 ns 8.955 Pb 208
TI 208 B 3.053 min 4,999 Pb 208
Pb 208 . estable




Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Ejemplos de situaciones en las que se comprueba que la expresion de la energia relativista es correcta

Cadenas de desintegraciones nucleares naturales

/ / Energia
S erie del Uran 10 L Modo de Periodo de rd . Producto de
Nuclido . . o _. | desprendida . o
desintegracion | semidesintegracion (MeV) desintegracion
238 a 4.453-10% a 4,270 Th 234
Th 234 B 2410d 0,273 Pa 234
Pa 234 B 670N 2197 U234
U234 a 245500 a 4,859 Th 230
Th 230 a 75380 a 4,770 Ra 2256
Ra 226 a 1602 a 4 871 Rn 222
Rn 222 a 3.8235d 5,590 Po 218
09993 % . 6,115 Pb 214
Po 218 3,10 min
B 0.02 % 0,265 At 218
09990 % 6.874 Bi 214
At 218 1.5s
B 0.10 % 2.883 Rn 218
Rn 218 a 35 ms 7.263 Po 214
Pb 214 B 26.8 min 1.024 Bi 214
) B 99.98 % . 3.272 Po 214
Bi 214 19.9 min
a 0.02 % 5617 T 210
Po 214 a 0.1643 ms 7.883 Pb 210
TI 210 B 1.30 min 5.484 Pb 210
Pb 210 B 22382 D.064 Bi 210
) B 99.99987% 1.426 Po 210
Bi 210 5.013d
a 0.00013% 5982 TI 206
Po 210 a 138.376 d 5.407 Pb 206
TI 206 B 4199 min 1.533 Pb 206
FPb 206 = estable = =




Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Ejemplos de situaciones en las que se comprueba que la expresion de la energia relativista es correcta

Cadenas de desintegraciones nucleares naturales

Serie del Actinio ) Energia
o Modo de Periodo de - Producto de
Nuclido ) . S . | desprendida ) -
desintegracién  semidesintegracion (MeV) desintegracion
Pu 239 a 2.41-10%a 5.244 U 235
U 235 a 7.04-10%a 4678 Th 231
Th 231 iy 2552 h 0.391 Pa 231
Pa 231 a 32760 a 5.150 Ac 227
B 98.62% 0.045 Th 227
Ac 227 21.772 a
a1.38% 5.042 Fr223
Th 227 a 1868 d 6.147 Ra 223
Fr223 B 22.00 min 1.149 Ra 223
Ra 223 a 11.43 d 5.979 Rn 219
Rn 219 a 3965 6.946 Po 215
o 99.99977% 7.527 Pb 211
Po 215 1.781 ms
£ 0.00023% 0.715 At 215
At 215 a 0.1 ms 8.178 Bi 211
Pb 211 B 36.1m 1.367 Bi 211
_ 0 99.724% _ 6.751 TI 207
Bi 211 2 14 min
B 0.276% 0.575 Po 211
Po 211 a 516 ms 7.505 Pb 207
T1 207 iy 4.77 min 1.418 Pb 207
Pb 207 . estable




Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Ejemplos de situaciones en las que se comprueba que la expresion de la energia relativista es correcta

Cadenas de desintegraciones nucleares naturales

Serie del Neptunio
X Energia
Muclido l'f'lodo dE_ . _Peni.:do de _. | desprendida Pr?ducto de
desintegracion  semidesintegracion (MeV) desintegracion

Pu 241 B 144 a 0,021 Am 241
Am 241 a 4327 a 5,638 Np 237
Np 237 a 2.14-10% a 4,959 Pa 233
Pa 233 B 27.0d 0,571 U233

U 233 a 1,592-10° a 4,909 Th 229
Th 229 a 7.54-10% a 5.168 Ra 225
Ra 225 B 14,9 d 0,36 Ac 225
Ac 225 a 10,0 d 5,935 Fr 221

Fr 221 a 48m 6.3 At 217

AL 217 a 32 ms 7.0 Bi 213

Bi 213 a 46.5m 587 T1209

T1 209 B 2.2 min 3,99 Pb 209
Pb 209 B 3.25h 0,644 Bi 209

Bi 209 a 1,9-10%a 3,14 T1 205

T1 205 . estable




Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Ejemplos de situaciones en las que se comprueba que la expresion de la energia relativista es correcta

Cadenas de desintegraciones nucleares naturales

Consideremos, por ejemplo, de la serie del Uranio la desintegracion del Uranio 238 en Torio 234
mas una particula alfa y una energia de 6.84-10-13 J.

U Hfedo
m,=3.9525626937820611-1025 Kg Moy, tm = 3.9524866792420611-1025 Kg
mp,=3.8856866792420611-1025 Kg Am=my-my,+m,=7.601454-103 Kg

m,=6.68-1027 Kg

E=mc*>=6.8413086-10"13 ]

Numero de atomos en 1 kg de Uranio 238 = 2.5-10%* atomos

U

Energia radiactiva en 1 kg de Uranio 238 = 1.731-10'%]



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Ejemplos de situaciones en las que se comprueba que la expresion de la energia relativista es correcta

Fision nuclear

Q

0.72% U-235

"l""“
Uranio natural
> 99.2% U-238

.

o e

Q

Uranio de bajo enriquecimiento
(nivel para reactor)
3-4% U-235 0

La fision de un atomo de 23°U genera 3,2-10°!! J, es decir, 77-10'% J/kg.

La combustion de un kg de Gasoil genera 40-10° J, es decir, 40-10° J/kg.

Uranio altamente enriquecido
(nivel para armas)
90% U-235



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Ejemplos de situaciones en las que se comprueba que la expresion de la energia relativista es correcta

Fusion nuclear

“H 3
Deuterio H
Tritio

N
/ \ “H+3H — 3He+¢n
Helio

‘He + 3.5 MeV
n+ 14.1 MeVY

La fusion de 1 kg de hidrogeno genera 2.6-104 J, es decir, 2.6-10'4 J/kg.
La fision de un atomo de >*°U genera 3,2-10°!! J, es decir, 77-10'% J/kg.

La combustion de un kg de Gasoil genera 40-10° J, es decir, 40-10° J/kg.



Fisica Moderna. Teoria de la relatividad. Energia relativista.

Ejemplos de situaciones en las que se comprueba que la expresion de la energia relativista es correcta

Creacion de pares

La produccion de pares es un ejemplo excelente de la conversion de energia radiante en energia de
masa en reposo y energia cinética.

En este proceso un foton de alta frecuencia pierde toda su energia en una colision con un nucleo
creando un electron y un positron (el par) y proporcionandoles energia cinética.

Un positron es una particula que es idéntica a en
todas sus propiedades a un electron, excepto en el
signo de su carga (y en su momento magnético)
que es opuesta a la del electron; un positron es, por
tanto, un electron cargado positivamente.

En la produccion de pares la energia que toma el
retroceso del nucleo es despreciable debido a que
es muy masivo y por lo tanto el balance de la
energia relativista total en el proceso es
simplemente:

E=hf = E_+E, =(myc® + K_)+(myc” + K, | = K_+K, +2myc’



Teoria general de la relatividad

1. Principio de equivalencia.
2. Lateoria general de la relatividad. Comprobacion experimental.

3. Actualidad en la teoria general de la relatividad.



Einstein: La relatividad. Principio de equivalencia.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Einstein publico su “Teoria Especial de la Relatividad” en el afio 1905. Sus resultados eran tan
innovadores que practicamente ningln fisico de la época le dio crédito. De hecho Einstein no fue
contratado por ningun Centro de Investigacion y siguio trabajando en la Oficina de Patentes de
Berna.

No obstante, en 1907, a partir de un problema mental que €l mismo se planteo, empezd a
desarrollar su “Teoria General de la Relatividad” que incluia como un caso particular a la
primera. La “Teoria de la Relatividad Especial” le habria colocado ya en el top 10 en la historia
de la Fisica, pero la “Teoria General de la Relatividad” lo situd en el Olimpo de los fisicos.

Idea de partida

Seglin ¢l mismo cuenta, "estaba sentado en una silla
de la Oficina de Patentes de Berna. De repente me
asaltO un pensamiento: si un hombre cayera
libremente, no sentiria su peso". La idea le
obsesiond. No podia dejar de imaginar todo tipo de
objetos y personas cayendo.

Por ejemplo: si alguien se encuentra encerrado en un
ascensor con objetos en el suelo y la cabina se
descuelga y empieza a caer sin freno, el desgraciado
que esta dentro dejara de sentir la gravedad y los
objetos que estan a su alrededor flotaran igual que si
estuvieran en el espacio vacio.




Einstein: La relatividad. Relatividad general.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Einstein imagin6d otro supuesto. Si ese mismo ascensor lo dejamos flotar en el espacio, sin
gravedad, y lo enganchamos a una nave espacial que lo remolque hacia arriba acelerando
enormemente, el ocupante del ascensor sentira una fuerza que le pega al suelo. Y lo que es
mas, si soltara objetos desde su mano, caerian al suelo del ascensor. Nuestro experimentador no
podria distinguir si estad encerrado en una cabina posada sobre la superficie de la tierra, sin
moverse, 0 si viaja arrastrado por una nave de viaje por galaxias infinitas, que es lo que esta
pasando realmente.




Einstein: La relatividad. Relatividad generall.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Estos ejemplos mentales llevaron a Einstein a plantearse lo que se conoce con el nombre de
principio de equivalencia.

Principio de equivalencia: Un sistema inmerso en un campo gravitatorio es
localmente indistinguible de un sistema no inercial acelerado.

La consecuencia del principio de equivalencia deducido a partir de este experimento mental fue
trascendental para Einstein: ;la relatividad es valida también para movimientos acelerados!

Desarrollo de la teoria

Una vez enunciado su principio de equivalencia la cuestion era calcular la deformaciones espacio
temporales que producirian un movimiento uniformemente acelerado basandose en los mismos
postulados que utilizdé para la teoria de la relatividad especial, es decir, velocidad de la luz
constante e invariabilidad de las leyes de la Fisica con el sistema de referencia.

Este desarrollo matematico es muy complicado y le llevo a Einstein practicamente 7 afios.

Dicho desarrollo predice que la gravedad no es en realidad consecuencia de la atraccion entre
objetos con masa como se postulaba en la teoria gravitatoria de Newton sino que era
consecuencia de la deformacion espacio temporal que producian los objetos con mucha
masa en sus proximidades.



Einstein: La relatividad. Relatividad general.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

De esta forma la trayectorias que siguen los planetas alrededor del sol se pueden explicar en base
a esa deformacion.




Einstein: La relatividad. Relatividad generall.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Hechos observados que permitia explicar

La teoria de la gravitacion permitia predecir, cuando fue publicada en 1687, con mucha precision
el movimiento de los planetas que podian observarse con los telescopios de la época. Incluso
predijo la existencia de Neptuno, descubierto en 1846, necesario en la teoria de Newton para
explicar la trayectoria exhibida por Urano, descubierto en 1781. Esto hizo que la teoria de la
gravitacion de Newton fuera con mucha probabilidad la teoria mas solida sobre el funcionamiento
de la naturaleza que habia a principios del siglo XX.

Sin embargo, el movimiento de Mercurio alrededor del sol era el “pero” de dicha teoria. Cuando
los astronomos usaron la teoria de Newton para calcular su orbita alrededor del Sol y compararon
esos calculos con las observaciones, encontraron que eran casi iguales, pero habia una pequefia
diferencia en la posicion real de Mercurio: cada afio parecia cambiar su posicion un angulo muy
pequeno, de 5,75 segundos de arco (el angulo con el que se veria una moneda de 1 Euro a un km
de distancia). Aunque el error era ciertamente muy pequefio los aparatos usados eran lo
suficientemente exactos como para no poder admitirlo. La explicacion que le dieron a dicha
discrepancia era que en los calculos no se habia tenido en cuenta la atraccion que ejercen el resto
de planetas del sistema solar (Venus, la Tierra, etc). Introduciendo este efecto en los calculos
encontraron que, de los 5,75" de error anual, podian explicar 5,32" por la influencia gravitatoria
de los otros planetas. Esto era casi perfecto... pero ain no era exacto. La diferencia (0,43"/afio)
entre la posicidon calculada para Mercurio y la observada era ahora mds pequeria (el angulo con el
que se veria la moneda de 1 Euro a 12 km) pero ahi estaba. Era un error pequefio pero inquietante:
Jpor qué no funcionaba exactamente la teoria de Newton con Mercurio, cuando si parecia
funcionar con todos los demas planetas?



Einstein: La relatividad. Relatividad generall.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Hechos observados que permitia explicar

La teoria General de la Relatividad de Einstein contenia como un caso particular a la Teoria de la
gravitacion de Newton en el caso en el que las velocidades entre los sistemas fueran pequeiias
comparadas con la velocidad de la luz y las masas de los sistemas fueran pequefias comparadas
con las masas tipicas de una estrella. Por eso, lejos del sol las dos teorias predecian el mismo
comportamiento y explicaban perfectamente el movimiento de todos los planetas del sistema
solar.

Sin embargo, debido a la cercania al sol, la deformacidn espacio-tiempo que predecia la teoria de
Einstein en la posicion ocupada por Mercurio hacia que se alejase del comportamiento de la teoria
de la Gravitacion de Newton. Lo mejor del caso era que permitia explicar con una exactitud total
los datos observados por los astronomos.

MERCUWRIC
VEHUS

TILRRA
MARTE

JUMITER

BATURMNO
3 URANG
Hl?’TI.IFID




Einstein: La relatividad. Relatividad general.
TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Nuevos fenomenos (Relatividad vs Gravitacion)

Desviacion de la luz

Hemos visto que la teoria de la Relatividad explicaba igual de bien que la teoria de la Gravitacion
el movimiento de todos los planetas externos del sistema solar pero ademas era capaz de explicar
el movimiento de Mercurio con una exactitud total con los datos observados por los astronomos.
Pero esto no fue suficiente para la mayoria de los Fisicos de la época dado los conceptos tan
innovadores que habia que asumir para aceptar la teoria de la relatividad (tiempos relativos, etc).
Se necesitaban, por tanto, mas pruebas en las que la teoria de Einstein se mostrara mas fiable que
la de Newton. El propio Einstein propuso un experimento mental que seria el que daria la razén a
una u otra teoria.

Segin hemos visto el principio de
equivalencia no permite distinguir
a una persona encerrada dentro de
un ascensor si el aceleracion que
siente es debida a que un cohete
tira del ascensor o debido a la
atraccion de la tierra.




Einstein: La relatividad. Relatividad generall.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Nuevos fenomenos (Relatividad vs Gravitacion)

Desviacion de la luz
El experimento mental que se le ocurri6 a Einstein fue el siguiente:

. Qué ocurriria si abrimos un diminuto agujero en una de las paredes y un rayo de luz penetra en
la cabina del ascensor?

Si consideramos que el ascensor esta siendo tirado por una nave con una determinada aceleracion

la teoria de la Relatividad y las leyes de Newton predicen el mismo efecto. .
a

En el tiempo que el rayo tarda en llegar a la pared de
enfrente, la cabina se mueve ligeramente hacia arriba, ya
que estd siendo acelerada con fuerza por la nave. Asi,
cuando finalmente la luz llega a la pared opuesta, lo hace
en un punto ligeramente inferior al que habria impactado si
la cabina estuviera quieta.




Einstein: La relatividad. Relatividad general.
TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Nuevos fenomenos (Relatividad vs Gravitacion)

Desviacion de la luz

Sin embargo el comportamiento que predicen ambas teorias es diferente si consideramos el
ascensor apoyado sobre la tierra.

Asi la teoria de la Gravedad de Newton predice que en esa situacion el rayo no deberia desviarse
mientras que la teoria de la Relatividad de Einstein predice el mismo comportamiento que en el
caso anterior (principio de equivalencia).

Teoria de la relatividad de Einstein Teoria de la gravitacion de Newton



Einstein: La relatividad. Relatividad general.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Nuevos fenomenos (Relatividad vs Gravitacion)

Desviacion de la luz

Einstein sugirié ademas que podian comprobar esto aprovechando un eclipse de sol para ver si los
rayos que pasan cerca del sol se desvian debido a la deformacion espacio tiempo tan grande que
se produce en sus proximidades.

Orbita del planeta

Trayectoria que seguiria la luz -
segun la Teoria de la Relatividag/. ..

~s Trayectoria que seguiria la luz
“~~.__ seguln la Teoria de la Gravitacion.




Einstein: La relatividad. Relatividad general.
TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Nuevos fenomenos (Relatividad vs Gravitacion)

Desviacion de la luz

Esto fue comprobado experimentalmente por primera vez en 1919 por Arthur Stanley Eddington.
Para ello aprovecho un eclipse de sol para fotografiar la posicion relativa de algunos planetas y
compar6 dicha foto con otra realizada en las mismas condiciones cuando el sol no ocupaba esa
region del espacio. Si la teoria de Einstein era cierta se tenia que producir un desplazamiento entre
ambas fotografias. En caso contrario la teoria correcta seria la de Newton.

— Nueva posicidn de los planetas

Resultados obtenidos por Eddington



FEinstein: La relatividad. Relatividad general.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Nuevos fenomenos (Relatividad vs Gravitacion)

Tiempo de desplazamiento del efecto gravitatorio (ondas gravitacionales)




Einstein: La relatividad. Relatividad general.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Nuevos fenomenos (Relatividad vs Gravitacion)

Tiempo de desplazamiento del efecto gravitatorio (ondas gravitacionales)

La observacion de las ondas gravitacionales predichas por la teoria de la relatividad de Einstein
fueron observadas por primera vez en 2015 debido a la colision de dos agujeros negros. El
proyecto LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) ha sido el que se ha
encargado del montaje experimental necesario para esta deteccion comenzando en el afio 1984 y
que ha costado 365 millones de ddlares.



Einstein: La relatividad. Relatividad generall.

TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

La teoria general de la relatividad hoy en dia

Aunque, como acabamos de comentar, hace poco se han observado las ondas gravitacionales que
predijo hace un siglo Einstein con la teoria general de la relatividad hay observaciones
astronomicas que no pueden ser explicadas mediante dicha teoria.

La mejora tecnoldgica en el desarrollo de telescopios ha permitido hacer observaciones mas
detalladas del Universo. Dichas observaciones han permitido describir el movimiento de muchos
sistemas solares, galaxias, cumulos de galaxias, etc. Sin embargo, se obtienen fuertes
desviaciones entre lo observado experimentalmente y lo que predice la teoria de la relatividad que
deberia ocurrir. Esto ha llevado a los Astrofisicos de hoy en dia a tratar de explicar estas
observaciones desde dos puntos de vista diferente:

1.- Proponer nuevas teorias que expliquen los movimientos observados.

2.- Aplicar la Teoria General de la Relatividad de Einstein suponiendo que hay materia y energia
donde es necesario para que el movimiento que predice la teoria coincida con lo observado
experimentalmente. Esto presenta principalmente dos problemas:
a).- La materia y energia necesaria para explicar las observaciones presenta
propiedades especiales frente a la radiacion electromagnética lo que la hace invisible a
los telescopios actuales (materia y energia oscura).
b).- Aproximadamente el 95% del Universo estaria compuesto por materia y energia
oscura y solo el 5% serian los planetas y los objetos cosmicos que observamos.
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Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Cuantizacion de la radiacion electromagnética.

En una reunion de la Sociedad Alemana de Fisica, el 14 de diciembre de 1900, Max Planck ley6 un
trabajo titulado "La teoria de la ley de distribucion de energias del espectro normal". Este trabajo
que en un principio atrajo poca atencion, fue el precursor de una revolucion en la fisica. La fecha de
su presentacion se considera como el nacimiento de la fisica cuantica, a pesar de que no fue hasta
un cuarto de siglo después, cuando Schrodinger y otros desarrollaron la mecanica cuantica moderna,
base del conocimiento actual.

Veremos que la necesidad de la mecdnica cuantica, se manifestara por la contradiccion sistematica
de las leyes clasicas respecto a diferentes fendmenos y la solucidén a esos conflictos en base a ideas
cuanticas.

Como en el caso de la relatividad, la fisica cuantica representa una generalizacion de la fisica
clasica, que incluye a las leyes clasicas como casos particulares. Asi como la relatividad extiende el
campo de aplicacion de las leyes de la fisica a la region de altas velocidades, la fisica cuantica lo
extiende a la region de dimensiones pequenas; y asi como la relatividad se caracteriza por una
constante universal de significado fundamental, la velocidad de la luz ¢, asi mismo la fisica cuantica

se caracteriza por una constante universal de significado fundamental, que hoy se llama constante de
Planck .
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Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

Se llama radiacion térmica, a la radiacion electromagnética emitida por un cuerpo como
consecuencia de su temperatura.

Todos los cuerpos estan en todo momento emitiendo y absorbiendo radiacion térmica.

Si, en un principio, el cuerpo estd mas caliente que su alrededor, se enfriara, ya que la rapidez con
que emite energia excedera la rapidez con que la absorbe. Cuando se alcanza el equilibrio térmico la
rapidez de emision y la de absorcion de energia serdn iguales.

La materia en un estado condensado (es decir, solido o liquido) emite un espectro de radiacion
continuo, es decir, existe emision de ondas electromagnéticas de todas las frecuencias, mientras que
los gases poseen espectros discretos.

Los detalles del espectro son casi independientes del material particular del cual se compone el
cuerpo, pero dependen fuertemente de la temperatura. A temperaturas ordinarias, la mayoria de los
cuerpos son visibles no por la luz que emiten sino por la luz que reflejan, ya que si no se hace incidir
luz sobre ellos no es posible verlos. Sin embargo, a muy altas temperaturas, los cuerpos son
luminosos por si mismos. Por lo tanto, los cuerpos luminosos por si mismos estan muy calientes.



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

Se llama cuerpos negros a aquellos sistemas cuyas superficies absorben toda la radiacion térmica
que incide sobre ellos. El nombre resulta apropiado puesto que dichos cuerpos no reflejan luz, por

tanto, se ven negros.

Independientemente de los detalles de su composicion, todos los cuerpos negros a la misma
temperatura emiten radiacion térmica con el mismo espectro, y esta propiedad los hacen objeto de
un interés teorico especial de tal manera que durante mucho tiempo los fisicos trataron de encontrar
una explicacion a las caracteristicas especificas de su espectro.

Un ejemplo de un (casi) cuerpo negro, seria
cualquier objeto cubierto con una capa
difusa de pigmento negro, como negro-
bismuto o negro-humo. Otro ejemplo de un
cuerpo negro consiste en un objeto que
contiene una cavidad y que se comunica con
el exterior por medio de un pequeio agujero.
El agujero absorbe la radiacion como un
cuerpo negro. Asimismo, la radiacidén
emitida por el agujero coincide con la
emitida por un cuerpo negro.

A ALY AT AT
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Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

La distribucion espectral de la radiacion de un cuerpo negro se especifica por la cantidad
R/(f),]lamada radiancia espectral, definida tal que R, (f) df es igual a la energia emitida en forma de
radiacion en el intervalo entre /'y f+df de un area unitaria de la superficie y por unidad de tiempo.

También es habitual utilizar la

radianza espectral en funcion de la 0
longitud de onda, R(1). En este caso a5 | =4000 °K |
la radiancia espectral estaria definida i |
de forma que R{A)dA nos diese la 3.0 -
energia emitida por el cuerpo por T 25;
unidad de superficie y tiempo con & |
longitudes de onda comprendidas 2 20} '
entre A y A+dA. S“ * I=3000°K

" 1.5 | '

= I I I
En 1899, Lummer y Pringsheim 10 |
realizaron una de las primeras i 722000 °K
mediciones precisas de esta cantidad, 051 . ' :
utilizando un instrumento similar a 0o T : L |
los espectrometros de prismas 0 1 2 3 4
utilizados para medir espectros 10 f (Hz)

opticos.



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

10" R (f) W/m"Hz

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

7=4000 °K

7=3000 °K

7=2000 °K

10" f(Hz)

=1 x

o

La potencia total radiada a
una temperatura particular,
R, se obtiene sencillamente
del 4rea bajo la curva
correspondiente a esa

temperatura

6).- La potencia total radiada, en todas las frecuencias, aumenta
conforme la temperatura aumenta, pero mas rapidamente que en forma

lineal.

Ry = R.(f)df




Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

El aumento rapido de la radiacion emitida con la temperatura del cuerpo negro se conoce como ley

de Stefan, y fue enunciada por primera vez en 1879, en forma de una ecuacion empirica:
R. =ocT"
;=
-8 2 0 4
¢ =5.6710" W/(m"°K")

El resultado experimental que muestra que el espectro se desplaza hacia frecuencias mayores a
medida que 7 aumenta se conoce como ley del desplazamiento de Wien:

A . T = constante

constante=2.7455-10" m°K

Aplicacion

La temperatura de la fotosfera solar es de 5780 °K y segtn la ley de Wien el pico de emision se
produce a 475 nm. Como el rango visible se extiende desde 400-7400 nm, esta longitud de onda cae
dentro del espectro visible siendo de un tono verde. Sin embargo, debido a la difusion de Rayleigh
de la luz azul por la atmdsfera la componente azul se separa distribuyéndose por la boveda celeste y
el sol aparece amarillento.



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

A finales del siglo XIX, Rayleigh y Jeans hicieron calculos de la densidad de energia de la radiacion
en una cavidad o cuerpo negro, que mostraban un claro conflicto entre la fisica clasica y los
resultados experimentales.

En vez de calcular directamente la radianza espectral R (f) de la superficie del cuerpo negro, estos
autores utilizaron el espectro de la radiacion dentro de la cavidad, llamada radiacidon de la cavidad,
en términos de una densidad de energia, p/f), que se define como la energia electromagnética
contenida en una unidad de volumen de la cavidad a temperatura 7, en el intervalo de frecuencia
entre /'y f+df. Es evidente que estas cantidades deben ser proporcionales entre si, es decir

pT(f)OCRT(f)

Lo primero que estos autores obtuvieron fue la distribucion de la densidad de ondas

electromagnéticas N(f) en el interior de la cavidad:
8n
() =E

Una vez calculado la cantidad de ondas que hay en el interior de la cavidad para cada frecuencia el
siguiente paso seria calcular la energia de cada una de estas ondas. Para un sistema de este tipo la
fisica estadistica clasica hace una prediccion definitiva de los valores promedios de las energias de
las ondas electromagnéticas (ley de equiparticion)

E=kT

Notese que la fisica clasica predice la misma energia total promedio, para todas las ondas
estacionarias de la cavidad, independientemente de sus frecuencias.



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.
La energia por unidad de volumen en el intervalo de frecuencias entre /'y f+df del espectro de cuerpo
negro de una cavidad a temperatura 7 vendra dada por:

o, (f)df = i—ffszdf

Comparacion de la teoria de Rayleigh y Jeans y los resultados experimentales
(Catastrofe ultravioleta).
4.0 T

!
I

3.5 /

: 1 Rayleigh y Jeans
i !
3.0 F !

7=1500 °K
2.5 :— !

L 20f '

R

. ! i
15 L , Experimental
1.0 |- g

o5 )/

00 : 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1
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10" f(Hz)




Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

Planck considerd que el problema de los calculos realizados por Rayleigh y Jeans se encontraba en
la ley de equiparticion de la energia en la que se basaba su teoria y trato de sustituir el valor medio
de la energia que daba dicha ley por otro que explicara los resultados experimentales.

40 ¢
3.5
3.0
25

S& 2.0

15 |

0.5 |

0.0°L

1.0 |

T
I
!
!
I

1 Rayleigh y Jeans
1

Experimental

7=1500 °K

1 2
10" £ (Hz)

La teoria proporcionaba resultados
satisfactorios a bajas frecuencias. Por lo
tanto, Planck supuso que

limE = kT

v—=>0
Por otro lado, Planck se dio cuenta de
que la discrepancia a frecuencias altas
se eliminaba si, por alguna razon,
existia un corte, de modo que:

IimE =0

V—>0
Planck  pens6 que, dadas las
circunstancias que prevalecen en el caso
de la radiacion del cuerpo negro, la

energia promedio de una onda
estacionaria es funcidn de la frecuencia.



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

Ley de equiparticion.
Se obtiene de un resultado mas general de la fisica estadistica llamado distribucion de Boltzmann.

(Qué es una distribucion de Boltzmann? La distribucion de Boltzmann es una funcién de
distribucion, definida como

1/kT

E

exp(_j
PE) = kaT

P(E)




Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

Ley de equiparticion.

La distribucion de Boltzmann proporciona una informacion completa acerca de las energias de los
entes del sistema, incluyendo desde luego, el valor promedio de las energias. Esta ultima cantidad
puede obtenerse utilizando la expresion:

1/e

_ roE-P(E)-dE
E =20

E-P(E)

| 0°° P(E)-dE




Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

Hipotesis de Planck

La gran contribucion de Planck surgié cuando se dio cuenta de que podia lograr el corte requerido si
trataba £ como una variable discreta en lugar de como una variable continua.

1/e

E-P(E)

I:E.P(E) -dE AEY EP(E) conE =i-AE

i=0



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

Hipotesis de Planck

_ IwE°P(E)-dE _ AEiEiP(Ei) iEiP(Ei)
E=="1 E=—"=" == conE, =i-AE

exp(—Ej
P(E) - kaT

4

AE

1
I

AE = hf exp(AEj_l
kT

h=6.6310""J-s IVILI(}E = kT

limE =0

V—>0




Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Radiacion térmica.

Hipotesis de Planck

E—kT == p,(f)df = i—?fszdf

F__ AE
ex & —1
P ij
gt
8T ., AE
pr(f)df = 1 (AE] I
exp| — |1 T
kT g
=
AE = hf P
o (1)df =5 17— —ar
c (_fj_
exp 1
kT



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Efecto fotoelectrico.

Haz de luz
incidente




Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Efecto fotoeléectrico.

0 0 Diferencia de potencial
eléctrico aplicada

1.- La teoria ondulatoria exige que la amplitud del campo eléctrico de la onda luminosa aumente
con la intensidad del haz luminoso y por tanto ¥, deberia de ser funcion de la intensidad luminosa.



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Efecto fotoeléectrico.
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Grafica de las medidas realizadas por Milikan para el potencial de frenado en funcion de la frecuencia para

el caso del sodio. La frecuencia de corte es f0=4. 39-10'* Hz.

2.- El efecto fotoeléctrico deberia ocurrir para cualquier frecuencia tomando en cuenta solo que la
intensidad de la luz sea suficientemente grande como para emitir los fotoelectrones.

3.- Si el haz de luz fuese suficientemente débil, deberia de existir un tiempo de retraso mensurable
entre el instante en el que el haz de luz empieza a incidir sobre la superficie y la expulsion del foto
electron.



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Efecto fotoeléectrico.

1.- En 1905 Einstein puso en duda la teoria clasica de la luz.

2.- Einstein propuso que la energia radiante estaba cuantizada en paquetes concentrados de
energia a los cuales, posteriormente, se les llamo fotones.

3.- Los fotones viajan de un lado a otro como ondas clésicas.

4.- Einstein centr6 su interés no en como viajan los fotones sino que primero pensd en como se
emiten y como se absorben dichos fotones. Pensé que el requisito de Planck de que la energia
contenida en las ondas electromagnéticas de frecuencia f solo podia ser 0, Af,2xf,... implicaba
necesariamente que en el proceso de ir de un estado de energia nhf a otro (n-1)hf la fuente
deberia emitir pulsos de energia electromagnética discretos con contenido energético /f. Ademas
supuso que en el efecto fotoeléctrico un foton debia de ser completamente absorbido por un
electron.

E=hf

5.- Cuando se emite un electron desde la superficie del metal su energia cinética es:

EC = hf - W — l?cmaX = hf — WO <— Funcion de trabajo



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Efecto fotoeléectrico.

1.- La teoria ondulatoria exige que la amplitud del campo eléctrico de la onda luminosa
aumente con la intensidad del haz luminoso y por tanto V|, deberia de ser funcion de la
intensidad luminosa.

Duplicando la intensidad de luz simplemente se duplica el nimero de fotones y por
tanto la corriente fotoeléctrica. Sin embargo, esto no cambia la energia de los fotones
individuales.

2.- El efecto fotoeléctrico deberia ocurrir para cualquier frecuencia tomando en cuenta
solo que la intensidad de la luz sea suficientemente grande como para emitir los
fotoelectrones.

hf, =w,

W M P 39007 Vs
e e e

3.- Si el haz de luz fuese suficientemente débil, deberia de existir un tiempo de retraso
mensurable entre el instante en el que el haz de luz empieza a incidir sobre la superficie
y la expulsion del fotoelectron.
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Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Efecto Compton.

Resultados experimentales

0=0°
~ | 00 ~ | 00
0=45°
I 1 :‘I I I | ! OO I | 1, | ! I : I .
0.68 070 0.72 0.74 0.76 0.78 0.68 0.70 0.72 0.74 0.76 0.78
A (Amstromg) A (Amstromg)

Mediante la Fisica Clasica no puede explicarse el corrimiento de la longitud de onda
que se observa en la frecuencia de mayor intensidad de emision del haz disperso.



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Efecto Compton.

Sin embargo si consideramos que la luz interacciona con la materia como si fuesen
particulas con una determinada energia /4f vamos a ver que se reproducen los
resultados experimentales.



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Efecto Compton.

ANTES DEL CHOQUE DESPUES DEL CHOQUE
D
Do 0
ST
¢
D>

Conservacion de la cantidad de movimiento
2 2
Po = P c0s(0)+ p, cos(o) [pO — P cos(e)] = [pz COS((P)]
Po=D+Py = =
pysin(0) = p, sin(o) [pl sin(@)]z _ [Pz sin((p)]z

pg - p12 cos’ (G) —2poDy cos(@) = p% cos’ ((p)
= pj + i —2pop cos(0) = p3

pi sin? (0) = P sin’ (o)



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Efecto Compton.

ANTES DEL CHOQUE  DESPUES DEL CHOQUE

Conservacion de la cantidad de movimiento

7 pi + Pt —2pop cos(0) = p3
|
Po 0
EAF T
()
D>

Conservacion de la energia
EAntes del choque — EDespues del choque = EO + Ere = El + Ere +K

, .. 2 )2 B _ 2
Energia relativista: E? = p*c? +(m002) (Po=p1)"+2(pPo = p1)em. = p3

Energia relativista para un foton: E? = p?¢* = p= E_W_1h I
c ¢ A
Célculo de la energia cinética a partir de la expresion relativista 5 o o
X 5 5 ) Py =Py +pi —2pop +2(po—py)em,
E* = p%c2 +(mecz) = (K+mecz) = K* +(mecz) +2Kmec2 = p%c2 +(mecz)

U

E= K+mec2 K? +2Kmec2 = p%c2
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ANTES DEL CHOQUE  DESPUES DEL CHOQUE

Conservacion de la cantidad de movimiento

2 2 2
p Py +pi —2pop cos(0) = p;
1
Qvggavv—. 0 Conservacion de la energia
2_ .2, 2
N Py =Dy +pi —2popy +2(po — Py )em,
P>

| 1 1—cos(6
DPo P [I_COS(G)]:(pO_Pl)C””g :pl _p0: I: Cme( )]

h [1 - cos(@)]

cm

e



Intensidad

Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Efecto Compton.

0.0

0.0

6=0°

0=45°

6=90°

0.0

A
0.70

|

| |
0.72 074

6=135°

|
0.76 078

0.68

A(Amstromg)

1.- La expresion obtenida explica que para® =0 no haya
corrimiento del haz dispersado.

A, — g =M h[l—cos(O)] 0

cm,

2.- La expresion obtenida explica que para otros
angulos se observe un pico en longitudes de onda

superiores.
h |:1 —COS (9)}

cm,

3.- La expresion obtenida explica que aparezca un pico
con igual longitud de onda que el haz incidente.

h[l - cos(@)}

CMyicleo
— }\41 ~ }\,0
M= o
Myicleo 0
CMyyicleo



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Ondas de materia.

Hasta aqui hemos visto que la radiacion electromagnética que se comporta como onda una para
transportarse de un sitio a otro y como un corpusculo para interaccionar con la materia. Ademas se
sabia que los niveles energéticos en los atomos estaban cuantizados (dtomo de Born y posteriores).

En 1924, Louis de Broglie propuso, por simetria, la existencia de ondas de materia en la tesis doctoral
que presentd en la Universidad de Paris. Lo original y concienzudo de su tesis fue reconocido
inmediatamente, sin embargo, sus ideas fueron consideradas como carentes de realidad fisica por su
aparente falta de evidencias experimentales. Fue Albert Einstein quien reconocié su importancia y
validez y atrajo hacia ella la atencion de otros fisicos. Cinco afios después, de Broglie obtuvo el premio
Nobel en fisica, cuando sus ideas fueron experimentalmente confirmadas en forma dramatica.

La hipotesis de de Broglie consistia en extender los descubrimientos que se habian realizado en
relacion con la radiacion electromagnética a las particulas materiales, es decir, extender el
comportamiento dual onda-particula exhibido por la radiacion electromagnética a la materia. De
acuerdo con de Broglie, tanto para la materia como para la radiacion, la energia total de un ente £ se
relaciona con la frecuencia f'de la onda asociada a su movimiento por medio de la ecuacion:

E=If

y el impulso p del ente se relaciona con la longitud de onda A de la onda asociada por la ecuacion:

_h
P=N



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Ondas de materia.

(Cual sera la longitud de onda de una pelota de béisbol de 1 kg que se mueve a 10 m/s?

h=6.6-10"34J-s

(Cual sera la longitud de onda de un electron cuya energia cinética es 100 eV?

m,=9.1-103! Kg



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Ondas de materia.

(Cual sera la longitud de onda de una pelota de béisbol de 1 kg que se mueve a 10 m/s?

h=6.6-10"34J-s A=6.6-1025 A

(Cual sera la longitud de onda de un electron cuya energia cinética es 100 eV?

m,=9.1-103! Kg



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Ondas de materia.

(Cual sera la longitud de onda de una pelota de béisbol de 1 kg que se mueve a 10 m/s?

h=6.6-10"34J-s A=6.6-1025 A

(Cual sera la longitud de onda de un electron cuya energia cinética es 100 eV?

m,=9.1-10°! Kg =12 A



Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Ondas de materia.

En los experimentos de Optica geométrica, no se manifiesta la naturaleza ondulatoria de la propagacion
de la luz, ya que, las dimensiones importantes de los aparatos utilizados son muy grandes comparadas
con la longitud de onda de la luz. Si se representa por a una dimension caracteristica de un aparato
optico (es decir, la amplitud de una lente; espejo o rendija) y A es la longitud de la onda de la luz que
pasa por el aparato, se esta en el dominio de la 6ptica geométrica siempre que A /a — 0. Obsérvese que
la Optica geométrica implica la propagacion de rayos, que son similares a las trayectorias del
movimiento de particulas clasicas.

LENTE CONVERGENTE LENTE DIVERGENTE

1




Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Ondas de materia.

Sin embargo, cuando la dimension caracteristica de un aparato optico a se vuelve comparable con, o
menor que, la longitud de onda A de la luz que pasa por ¢€l, se esta en el dominio de la dptica fisica. En
este caso A/a> 1,y el angulo de difraccion 6 = A/a es suficientemente grande como para que los efectos
de difraccion sean facilmente observables y la naturaleza ondulatoria de la luz resulta aparente.

Pantalla de detecciii
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(3]
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Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Ondas de materia.

Por lo tanto, para observar caracteristicas ondulatorias, en el movimiento de materia, se requieren
sistemas con aperturas u obstaculos adecuadamente pequefios. Los sistemas de aperturas, en la escala
mas fina, de que disponian los experimentadores contemporaneos de de Broglie, los constituian los
espacios entre planos de 4tomos adyacentes en un solido, donde a ~ 1 A (en la actualidad se dispone de
sistemas que involucran dimensiones nucleares a ~ 104 A). Es obvio, por tanto, que no podemos
esperar detectar ningiin comportamiento ondulatorio en el movimiento de un objeto de tamafio normal,
donde A/a = 10-25. Sin embargo, para una particula material con muy poca masa el impulso se reduce y
la longitud de onda de de Broglie crece lo suficiente como para que puedan observarse los efectos de

difraccion.

En 1926, Elsasser propuso que la naturaleza ondulatoria
de la materia podia ser probada del mismo modo como
inicialmente se probo la naturaleza de los rayos X, a
saber, haciendo incidir un haz de electrones, con la
energia adecuada, sobre un so6lido cristalino. Los atomos
del cristal son utilizados como un arreglo tridimensional
de centros dispersores para la onda electronica y, por lo
tanto, deberan dispersar fuertemente a los electrones en
ciertas direcciones caracteristicas, de igual forma que en
la difracciéon de rayos X. Esta idea fue confirmada
experimentalmente inicialmente por Davisson y Germer
en Estados Unidos.
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Posteriormente en 1927 G.P. Thomson en Escocia demostr6 la difraccion de haces electronicos que
pasan a través de peliculas delgadas, confirmando independientemente y en detalle, la relacion de de
Broglie A = h/p.

Rayos X Pelicula Ui
0 cristalina -
electrones e

o ——— e et e e g 3 fOtOgI’éfiCﬂ
. — 3
. e e =

Placa

The diffraction pattern on the left was made by a beam of x rays passing through = -
thin aluminum foil. The diffraction pattern on the right was made by a beam of -
electrons passing through the same foil.
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RESUMEN DE LO VISTO HASTA EL MOMENTO

Fisica clasica:

La energia puede ser transportada por particulas y ondas y, por tanto,
cualquier ente observable debe ser una cosa u otra.

Fisica cuantica:

Cualquier ente observable presenta un comportamiento dual: se transporta como
una onda e interacciona como un corpusculo.

La comprobacion de la naturaleza ondulatoria imposibilita probar la naturaleza corpuscular y
viceversa => Principio de incertidumbre de Heisenberg (Gato de Schodinger).
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RESUMEN DE LO VISTO HASTA EL MOMENTO

Por un lado, la naturaleza corpuscular de la materia es clara y la naturaleza corpuscular de las
ondas electromagnéticas ha quedado también determinada con la inclusion del concepto de
foton.

Por otro, la naturaleza ondulatoria de la ondas electromagnéticas viene dada por la ecuaciones
de Maxwell:

V. E(F, )=+

80
V-B=0
Vx B0 =~ 2BU0
ot
VxB(F,0) = p, | J(7.0) + g, %

Sin embargo, todavia no hemos cuantificado la naturaleza ondulatoria de la materia, es decir,
todavia no tenemos una ecuacion que nos permita obtener una ecuacion de onda que contenga
toda la informacion del movimiento de un sistema material.
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Es cierto que los experimentos considerados (tales como particulas libres u osciladores
armonicos simples, etc.) se pueden analizar con procedimientos sencillos (que involucran la
aplicacion directa del postulado de de Broglie, postulado de Planck, etc.). Pero ciertamente es
deseable el estar preparado para tratar los casos mas complicados que ocurren en la naturaleza
(en concreto nosotros estamos interesados en conocer el modelo cuantico de un sélido
cristalino). Para hacer esto se debera tener un procedimiento mas general que se pueda utilizar
para tratar el comportamiento de las particulas de cualquier sistema microscopico. La teoria de
Schrédinger de la mecénica cudntica proporciona tal procedimiento.

Esta teoria especifica las leyes del movimiento ondulatorio que obedecen las particulas de
cualquier sistema microscopico. Lo cual se hace especificando, para cada sistema, la ecuacidon
que controla el comportamiento de la funcion de onda y especificando también la conexidon
entre el comportamiento de la funcidén de onda y el comportamiento de la particula. La teoria
es una extension del postulado de la hipotesis de Broglie. Mdas aln, existe una estrecha
relacion entre ella y la teoria de Newton del movimiento de particulas en sistemas
macroscopicos. La teoria de Schrodinger es una generalizacion que incluye a la teoria de
Newton como caso especial (en el limite macroscopico), de la misma manera que la teoria de
Einstein de la relatividad es una generalizacion que incluye a la teoria de Newton como un
caso especial (en el limite de velocidades bajas).
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El primer problema que se presenta no es como resolver cierta ecuacion

diferencial; sino que el problema es como encontrar la ecuacion. Esto es, se esta en la posicion
de Newton cuando estaba buscando la ecuacion diferencial:

dp d’x

que es la ecuacion basica de la mecanica clasica, o de Maxwell cuando buscaba las ecuaciones
diferenciales

&5

S OE
VE — 8 X 4+ y + 8E'z — p
Oox Oy 0z =

e

que forman la base del electromagnetismo clasico.

La ecuacion de onda para una cuerda tensa se puede derivar de la ley de Newton y
la ecuacion de onda electromagnética se puede derivar de las ecuaciones de Maxwell; pero no
se puede esperar ser capaces de derivar la ecuacion de onda de la mecanica cudntica de
ninguna de las ecuaciones de la fisica clasica. Sin embargo, se puede esperar alguna ayuda de
los postulados de de Broglie-Einstein.

A=ﬁ;f=£;
p h
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Esto es, se buscara que la ecuacion de onda de la mecanica cuantica sea congruente con estos
postulados y se utilizara este requisito de coincidencia en esta investigacion. Las ecuaciones
anteriores mas otras que se tendrdn razones para aceptar, desembocaran en un argumento que
esta planeado para hacer que la ecuacion de onda mecanico-cuantica parezca posible, pero
debera hacerse énfasis que este argumento de plausibilidad no constituye una derivacion. En el
analisis final, la ecuacion de onda mecanico cuantica debera obtenerse de un postulado, cuya
justificacion no es el que haya sido deducida por completo a partir de la informacion
experimental ya conocida, sino que predice correctamente los resultados que se pueden
verificar experimentalmente.
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ARGUMENTOS DE PARTIDA

1.- Debera ser coincidente con los postulados de de Broglie-Einstein.

h E
A=—; f=—;
p h
2.- Debera ser coincidente con la ecuacion
2

E=f Ly
2m
que relaciona la energia total E de una particula de masa m con su energia cinética p%/(2m) y

su energia potencial V.

3.- Debera ser lineal en W(x,t). Esto es, si W,(x,t) y ¥,(x,t) son dos soluciones diferentes a la
ecuacion para una energia potencial dada V, entonces cualquier combinacion lineal arbitraria
de estas soluciones también debe de serlo.

4.- La energia potencial V generalmente es una funcion de x y posiblemente de t. Sin embargo,
existe un caso especial importante cuando V(x,t) = V,, que es justamente el caso de una
particula libre ya que la fuerza que actiia sobre la particula estd dada por
oV (x,t)

Ox

lo cual produce una fuerza nula si el potencial es constante.

F=-VV({#)=F =—
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En este caso la ley de Newton del movimiento afirma que el impulso lineal p de la particula
serd constante y también se sabe que su energia total E serd constante. Aqui se tiene la
situacion de una particula libre con valores constantes de A = h/p y f=E/ h, y se supondra que
la ecuacion diferencial deseada tendrd como soluciones ondas sinusoidales viajeras de
longitud y frecuencia constantes del tipo

W(x,t)=sin

2W[§—f-l‘]

Utilizando las relaciones de de Broglie-Einstein de la suposicion 1, para escribir la ecuacion
de energia de la suposicidon 2 en términos de A y f, se obtiene

hz
he f = T
2m\*
Antes de continuar resulta conveniente introducir las cantidades

2T
k = T, w = 2’1Tf
A la cantidad k se le denomina numero de onda y a la cantidad ® frecuencia angular.
Introduciéndolas se obtiene
'k’ h
hw=——++V; con h=—
2m 2T
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Para satisfacer la suposicion de linealidad es necesario que cada término en la ecuacion
diferencial sea lineal en W(x,t), es decir, sea proporcional a la primera potencia de ‘W(x,t).
Obsérvese que cualquier derivada de W(x,t) tiene esta propiedad. Por ejemplo, si se considera
el cambio en la magnitud de ?W(x,t)/0x? que resulta de cambiar la magnitud de W(x,t),
digamos por un factor ¢, se ve que la derivada aumenta por el mismo factor y por lo tanto es
proporcional a la primera potencia de la funcion. Lo cual es cierto ya que

0 [c¥(x,1)] L0 ()

Ox’ Ox’
donde c es cualquier constante. Para que la ecuacion diferencial misma sea lineal en W(x,t) no
debera contener ningin término que sea independiente de W(x,t), es decir, que sea proporcio-
nal a [W(x,t)]°, o proporcional a [\W(x,t)]?> o a cualquier potencia superior. Después de obtener
la ecuacion se demostrara explicitamente que €sta es lineal en W(x,t), y en este proceso sera
evidente la validez de estas suposiciones.
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A continuacion se utilizara la suposicion 4 que trata con la forma de la solucidn de la particula

libre; como se sugiere, primero se tratara de escribir una ecuacion que contenga una funcidn
de onda sinusoidal y/o derivadas de la funcidén de onda.

Si evaluamos algunas de las derivadas de la funcion sinusoidal

W(x,t) =sin 27T[§f'l‘] = sin(kx—wt)
Osin (kx — wt
0¥ (x,1) = sm( o ) = kcos(kx—wt)
Ox Ox
2 ok kx — wt
0 \Ij(.;(f,t) _ 0 8\I/(X,t) _ COS( w ) _ —k2 SlIl(kx—CUt> _ —kz‘lf(x,t)
Ox Ox| Ox Ox

OU(x,t)  Osin(kx—wr)

— —wCoS (kx — wt)
ot ot
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Observandolas se ve que el efecto de tomar la segunda derivada del espacio es introducir un
factor -k? y el efecto de tomar la primera derivada en el tiempo es introducir un factor -m. Ya
que se espera que la ecuacion diferencial sea consistente segun las dos primeras hipotesis con

212
hw = Wk +V
2m
2
WD) _ g2 sin (o — wor)
Ox
M: —w cos (kx — wt)
ot

que contiene un factor k? en un término y un factor ® en otro, se sugiere que la ecuacion
diferencial debera contener una segunda derivada espacial de W(x,t) y una primera derivada
temporal de W(x,t). Pero también debera haber un término que contenga un factor de V(x,t) ya
que e€ste aparece en la anterior expresion. Para asegurar la linealidad, este término debera
contener un factor de W(x,t). Uniendo todas estas ideas se intentara la siguiente forma para la

ecuacion diferencial: )
G N 1) P Kokl G
ox ot

Las constantes a y B tienen valores a determinar y se utilizan para dar la flexibilidad que, se
supone, sera necesaria para que la ecuacion anterior satisfaga los distintos requisitos.
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En general la forma de la ecuacion obtenida parece razonable, pero ;funcionara en detalle?
Para responderlo vamos a considerar el caso de un potencial constante V(x,t ) = VO, y evaluar
Y(x,t) y sus derivadas. Si hacemos esto obtenemos,

—ak® sin (kx — wt )+ V, sin (kx — wt ) = —w cos (kx — wt)

A pesar de que las constantes estan a nuestra disposicion, no es posible satisfacer la ecuacion y
las suposiciones excepto para combinaciones especiales de las variables independientes x y t
para las cuales sen(kx-mt) = cos (kx-mt).

La dificultad surge debido a los cambios de cosenos en senos y viceversa provenientes de la
diferenciacion. Este hecho sugiere que para la funcion de onda de la particula libre se utilice
en vez de la sinusoidal simple, la combinacion

U(x,1) = cos (kx — wt )+ ysin (kx — wt)

donde y es una constante de valor indeterminado por el momento y que se introduce con el
proposito de proporcionar una flexibilidad adicional. Se espera encontrar la mezcla apropiada
de cosenos y senos que eliminen la dificultad. Evaluando las derivadas necesarias se obtiene:

[ﬁ%H—VO —akz]cos(kx—wt)+[lf()7—70zk2 —Bw]sin(kx—wt) =0
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Para que la ecuacion anterior tenga solucion para cualesquiera valores de x y t los coeficientes
que acompafian al seno y al coseno se tienen que anular, es decir

—ak® +V, = —fyw

—ozk2+V0=ﬁ—w

Restando ambas expresiones obtenemos: v

1
B By 0 Ay 0 14y =02y = T = i

Y Y
Sustituyendo en la primera ecuacion llegamos a:

—ak® +V, = FBiw

que se puede comparar directamente con:

hk?
2L LV =hw
2m
para obtener:
h h
a=——m"; [=F—==ih
2m I

La eleccion que se haga del signo en la anterior expresion no es importante por lo que se
seguird la convencidn de escoger el signo mas.
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Sustituyendo el valor de a y 3 en la ecuacion inicial llegamos a:

h* 0*W(x,t) . OU(x,1)
— —+V(x,)¥(x,t) =ih———
2m  Ox’ (nD¥x0) =1 ot

Esta ecuacion diferencial satisface las cuatro suposiciones hechas para la ecuacion de onda
mecanico-cuantica y se conoce como ecuacion de Schrodinger en una dimension.

Deben de hacerse una serie de consideraciones sobre la ecuacidon de onda obtenida:

1.- Hemos llegado a la ecuacion tratando un caso especial: el caso de una particula libre. La
comprobacion de que esta ecuacidon es valida para cualquier potencial pero escapa al nivel
introductorio que nos hemos propuesto del tema.

2.- Ni que decir tiene que Schrodinger llegd a su ecuacion mediante un argumento diferente a
¢ste (y mas esotérico) aunque en esencia utiliza las ideas que hemos expuesto aqui. Ademas la
ecuacion la obtuvo para la situacion tridimensional

2

—— V-V (7,0
2m

2

—2—V2\P(7,t) +V @ DY (1) = V(1)
m

VU(r,t)=HVU(r,t)=ih
(7,1) (r,t)=1i Y




Fisica Moderna. Mecanica Cuantica. Ondas de materia.

3.- La ecuacion de Schrodinger no es valida cuando se aplica a particulas que se mueven a
velocidades relativistas. Esto es asi, ya que la ecuacion se obtuvo a partir de la definicion
clasica de la energia que es correcta para velocidades comparables con la velocidad de la luz.
En 1928 Dirac desarrolld una teoria relativista de la mecanica cuantica utilizando
esencialmente los mismos postulados de la teoria de Schrodinger, excepto que substituy6 la
definicion de energia por su analogo relativista

2
E= \/cp—l—mo >+V
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En mecanica clasica se definen de inicio lo que se conoce como magnitudes cinemadticas
(vectores posicion, velocidad, y aceleracion fundamentalmente) que permiten describir el
movimiento de cualquier sistema y, posteriormente, la dindmica trata de establecer las
ecuaciones (fundamentalmente las leyes de Newton) que permiten calcular dichas magnitudes.

En mecanica cuantica se siguid un proceso inverso. Primero se determino que todos los entes
observables en la naturaleza presentaban una dualidad onda-corpusculo y a continuacidén se
establecid (como acabamos de ver) la ecuacidon de onda fundamental (ecuacion de
Schrédinger) para una particula material. Sin embargo todavia nos queda relacionar la funcion
de onda para cualquier sistema de particulas, que nos da la ecuacion de Schrodinger, con el
movimiento de la misma.

Esto supone, quizas, el cambio de mentalidad mas grande que hay que asumir para pasar de la
mecanica clasica a la mecanica cuantica.

Para desarrollar este apartado de una forma estricta habria que haber tratado de forma mucho
mas profunda el principio de incertidumbre. Vamos simplemente a dar una visidon conceptual
del significado de la funcidén de onda y su interpretacion.
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Como vimos de forma cualitativa, el principio de incertidumbre de Heisenberg parte del hecho
experimental de no poder observar a la vez la naturaleza ondulatoria y corpuscular de
cualquier ente de la naturaleza. Puesto que para poder comprobar la naturaleza ondulatoria
habria que interaccionar con el sistema y dicha interaccién seria de tipo corpuscular y
viceversa. Esto, desde un punto de vista practico se traduce en que no podemos medir con
precision a la vez la posicion y la energia de un sistema.

Esta falta de precision en la posicion que ocupa en cada instante de tiempo el sistema hace que
se tengan que cambiar los conceptos bien establecidos en mecénica cldsica de posicion,
velocidad, y aceleracion, y contentarnos con establecer la probabilidad de encontrar en una
determinada region del espacio en un instante determinado de tiempo el sistema material.

La funcidén de onda estd precisamente relacionada con esta probabilidad espacial, de forma

que si la ecuacion de onda de un determinado sistema material es W(x,t) la probabilidad de
encontrar a la particula entre x y x+dx viene dada por

P=[U(x)[ dx




Modelos atémicos. Modelos mecano-cuanticos de los atomos. v@
Aplicacion de la ecuacion de Schrodinger

Resolver la ecuacidon de Schrodinger para una particula gue se mueve en

un potencial de pozo infinito.
2
2—V2\If(r £+ V (F)U(F,0) = ih aqfé: 1)

V(I) A \

2
d “’@ EW¥(x) Si-——<x<=
2m  Ox 2 2

La solucion de esta ecuacion es:

2mE

U(x) = Asin(kx)+Bcos(kx) con k=

—af2 0 +af2 h

Como la particula no puede escapar del pozo de potencial, la funcidon de onda se
tiene que anular en +a/2 y —a/2, es decir

a ka ka No existe ningun valor que

Para x = ) = Asin D) +B cos D) = 0| haga que se anulen a la vez el

seno y coseno (la Unica

a ka solucion posible seria la trivial
Parax—g = Asin|— +Bcos[ 5 ]: 0 A=B=0).
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Aplicacion de la ecuacion de Schrodinger

La soluciones tienen, por tanto, que ser del tipo:

U(x)= Asin(kx) JimE

0 con k= .
W(x) = Bcos(kx)

Aplicando las condiciones de contorno llegamos a:

232 72 232
Asin[—@]20$k—a=nﬂ¢En _2m hznl = h2(2nl)2 Vi, >0
2 2 : ma 2ma
232
Bcos —k—a]:O:>k—a:E+mT:>En = h2(1+2nl)2 Vn, >0
2 2 ' 2ma

Esta soluciones se pueden escribir de forma mas compacta como sigue:

232 2
=T s 0 () = S
2ma Bcos(k,x) Sin esimpar

E Asin(k,x) Sin es par
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Aplicacion de la ecuacion de Schrodinger

Por tanto, las posibles energias de la particula estan cuantizadas:

n=4

n=3

n=2

-a/2

al2
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Aplicacion de la ecuacion de Schrodinger

Por otro lado, para hallar las constantes A y B utilizamos que la
probabilidad de encontrar la particula en algun lugar del pozo tiene que ser igual
a uno.

T(x) = Asin(knx) Si.n es Par
Bcos(k,x) Sin esimpar

. n A’ n A2
fza Asin’ (kxdx=1=2 k, J = i’ (e = 4f " Z>dz -2
2

Z:knx

a Rz E 2 —Bz_]/l
f2a BZC 2( nx>dx_—1:> Ln j; S ( )dZ = n \/7
= 0S k CO z )

z=kx
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Aplicacion de la ecuacion de Schrodinger

Y(x)

-al2
Y(x)

n=2

-a/2

al?

Y(x)

n=3
-a/2 al2
AWA
0
-a/2 al2

Primeras 4 funciones de onda solucion de la ecuacion de Schrédinger para un potencial pozo infinito.



Modelos atdmicos. Modelos mecano-cuanticos de los atomos.

Aplicacion de la ecuacion de Schrodinger

¥(x)
2/a
O'Pa/2 0 al2
X
¥ (x)
2/a
n=2
O'Pa/z al2
X

2

Y (x)
2/a

0.0

-al2

2

Y (x)
2/a

0.0

-al2

n=3

n=4

al2

al2

Probabilidad de encontrar a la particula dentro del pozo de potencial para los primeros 4 niveles energéticos
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Si queremos aplicar la teoria cuantica al atomo mas sencillo que existe, el de hidrogeno, tendriamos que
considerar que el potencial al que esta sometido el Unico electron que lo forma esta dado por:

o 1 €
V(r) N V(r) N 4me, ¢
0

La obtencidén de la soluciéon de la ecuacion de Schrodinger en este caso se complica muchisimo,
pudiendo demostrase que es de la forma:

U(r) =R, (1)Y,,0,9) Polinomios asociados de Laguerre
donde
+ 21— dn+l n+30+
2V [—i—1)! . L35 () = exp(0x ™" — o (exp(-x)x )
R,(r)=—|-2 — exp| ———| :
na, 2n[(n+1)]] nd, a,=0.529A

—» Polinomios asociados de Legendre

Y, (0,¢) = exp(imp)P" (cos(@)) Armonico esférico 1y giom
B'(x)= T (1-x*)""? W(XZ -1

Las soluciones dependen de tres nimeros [0 </<n—1
cuanticosn, |, m. I<m<I
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Como en el caso anterior, los niveles
energéticos  estan cuantizados, 00600 =
p -0,1111 n=3

dependen solamente de un numero
, . . -0,25 n=2

cuantico, n, y vienen dados por la

expresion: F
2
5 e 1

T(ano n -1 n=1

Propiedades mas significativas de los estados energéticos:

- Todos los niveles tienen energia negativa: estados ligados.

- A medida que n aumenta la separacidn entre niveles disminuye.

- El valor de energia cero corresponde al limite de la ionizacion del atomo:

- La energia de un nivel cambiada de signo es igual al potencial de ionizacién para ese nivel
(13,6 eV para el estado fundamental).

- El valor de energia cero corresponde, pues, a la transicion entre los estados ligados y no
ligados.

- En los estados ligados |la energia esta cuantizada y por tanto el espectro es discreto.

- En los estados no ligados |la energia no esta cuantizada y el espectro es continuo.
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Que la energia de los estados del electron dependan sélo del numero
cuantico principal, n, implica que existen estados que aun siendo diferentes, debido
a que los numeros cuanticos | y m son diferentes, tienen la misma energia. A los
estados cudnticos con igual energia y diferentes numeros cuanticos se les conoce
con el nombre de estados degenerados. En la tabla se muestra la degeneraciéon de
los primeros estados cuanticos de atomo de hidrégeno.

n [ Tipo de orbital m g, FE,

1 0 s 0 1 —e?/(2a0)
2 0 s 0 4 —e2/(8ap)
2 1 P -1,0,1

30 s 0 9 —e?/(18ap)
31 P -1,0,1

3 2 d -2-1,0,1,2

4 0 s 0 16 —e?/(32ap)
4 1 P -1,0,1

4 2 d -2,-1,0,1,2

4 3 I -3,-2-1,0,1,23

5 0 s 0 25  —e?/(50ap)
5 1 P -1,0,1

5 2 d -2-1012

5 3 f -3-2-10,1,2,3

5 4 g -4,-3-2-1,0,1234
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Funciones de onda radiales R,, de atomos hidrogenoides

Designacion n [ Ru(r)?
1s 1 0 (Z fag)*? 2exp(—p/2)
25 2 0 (Z/ag)*? 87122 — p)exp(—p/2)
2p 2 1 (Z fag)*? 24712 pexp(—p/2)
3s 3 0 (Z/ag)*? 243726 — 6p + p?) exp(—p/2)
3p 31 (Z/ag)** 4867"/%(4 — p)pexp(—p/2)
3d 3 2 (£/ag)*? 2430~ 12 p% exp(—p,/2)
45 4 0 (Z/ag)*?9671(24 — 36p + 129 — p*) exp(—p/2)
ap 4 1 (Z]ag)** 15360~ 12(20 — 10p + p*)pexp(—p/2)
ad 4 2 (Z]ag)?2 46080~ 1/2(6 — p) p? exp(—p/2)
4 f 4 3 (Z /a2 32256012 g3 exp(—p/2)

* p=2Zr[(nag).



Modelos atémicos. Modelo mecano-cuanticos del atomo de hidrégeno.

Representacion de la funcion radial para

hidrégeno
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Modelos atémicos. Modelo mecano-cuanticos del atomo de hidrogeno.

ORBITALES DEL ATOMO DE HIDROGENO:

Orbitales s (I=m=0)

_:!.l.
/o/h
X
z
ls:mw=1 D=2
'|'='|_|' i:LI'

I'i|1=‘n' m:{_l



Modelos atémicos. Modelo mecano-cuanticos del atomo de hidrégeno.

ORBITALES DEL ATOMO DE HIDROGENO:

Orbitales p (1=1)

=




Modelos atémicos. Modelo mecano-cuanticos del atomo de hidrogeno.

ORBITALES DEL ATOMO DE HIDROGENO:

Orbitales d (I=2)

t=2




Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas

Ahora vamos a ver que es lo que predice la mecanica cuantica que debe
ocurrir cuando en vez de considerar los atomos aislados consideramos que forman
parte de una red cristalina.

Como hicimos anteriormente, para hacernos una idea de cdmo son los
estados cuanticos en la red cristalina, comenzaremos desde los estados cuanticos
monoatdmicos analizados en el anterior apartado y veremos como se transforman
estos a medida que acercamos los atomos. Consideremos dos atomos muy
separados.

Y v,

1




Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

A medida que la distancia entre atomos va disminuyendo las funciones de
onda se van solapando. éCual sera la funciéon de onda para ese caso? Por
propiedades matematicas de la teoria de ondas la funcién de onda resultante se
puede escribir como una combinacion lineal de la suma de las dos funciones de
onda originales. Por lo tanto, el resultado puede ser suma de ambas ondas o su
diferencia.

V. =V, + V¥, = Funcion simétrica
v, =V, — V¥, = Funcidn antisimétrica
\Ijl \Ij2

WA




Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. -@

Cuando los atomos estan muy lejos las funciones de probabilidad dadas
por ambas autofunciones son muy parecidas. Cuando la distancia es del orden de 1
A, las funciones Y,y ¥, se solapan, y empiezan a ser diferentes las autofunciones
simétrica y antisimétrica. La funcidon simétrica nos dice que hay probabilidades de
encontrar el electron entre los dos atomos, mientras que la funcion antisimétrica
predice que el electrén se encontrara con mayor probabilidad ligado a uno u otro de
los atomos.

[ JM ﬂ (\MZ

A
T




Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

Al ser diferentes las funciones de onda, y por tanto las probabilidades,
también son diferentes las energias asociadas a los estados. Resulta que la funcion
simétrica tiene una energia mas baja que la funcidn antisimétrica. De esta forma por
cada nivel de energia atomico obtenemos dos niveles cuando acercamos los dos
atomos.

En cada nivel de energia caben dos electrones: uno con el spin hacia arriba
y otro con el spin hacia abajo. En el estado fundamental, la molécula de H, tiene los
dos electrones en el estado dado por la funcion simétrica.

F 3

E

E.-E.

d equilibrio



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

Cuando este andlisis se extiende a una red de N atomos, los estados
idénticos individuales dan lugar a N estados de energias diferentes. No obstante, la
diferencia de energia entre los extremos de la banda no depende apreciablemente
de N, por lo que la diferencia de energia entre niveles consecutivos disminuye con N.
Cuando N es del orden del numero de Avogadro, la diferencia de energia es
insignificante entre niveles adyacentes (~ 1023 eV) y se dice que tenemos una banda
de energia cuasicontinua. (1 eV= 1071° Julios)

Il E

banda de {

energia 1s

1s

\J

d equilibrio d equilibrio



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

Hasta aqui hemos visto la situacion para un nivel de energia. Cuando
tenemos atomos multielectréonicos donde hay diferentes estados cuanticos, cada
estado individual mono-atomico se rompe en bandas de energia al formarse el
solido. La situacion es como la de la figura donde vemos que los niveles cuanticos
mono-atomicos 1s, 2s, 2p, 3s,... dan lugar a bandas en el sélido: banda 1s, banda 2s,
banda 2p, banda 3s,... Para una misma distancia d la anchura de la banda es mayor
donde haya mas solapamiento, esto es, la anchura sera mayor para los niveles
correspondientes a electrones mas externos.

s m banda 3s

2 MM banda 2p
23 N\ anga 25

E
19 SShanda 1s




Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

Vamos a analizar a continuacion como podemos utilizar lo que hemos
visto hasta el momento para extraer conclusiones acerca de las propiedades
conductoras de solidos cristalinos. Para que un electréon contribuya a la corriente
eléctrica, ha de poder acelerarse en la presencia de un campo eléctrico. Para que
esto suceda, debe poder moverse a un nivel de energia superior desocupado y, esto
implica, que la banda de energia no puede estar llena. Si la banda esta llena no hay
niveles de energia proximos a los que el electron pueda acceder y, por tanto, no

puede ser acelerado por el campo eléctrico.

Vamos a considerar un par de ejemplos
hipotéticos. Si consideramos el sodio !Na (1s2 2s2
2p6 3s1), la forma esperada de la estructura de

bandas es como en la figura. Para T = 0 K los e

ocupan los niveles mas bajos de energia y al tener la
banda mas energética, 3s, a medio llenar el sodio es
un conductor. Lo mismo le sucede a los elementos
de su misma columna en la tabla periddica, como el
Li, K, Rb, Cs. La banda de energias mas alta
conteniendo electrones es la banda de valencia
(BV), la siguiente banda es la de conduccién (BC). Si
la banda de valencia esta parcialmente llena,
entonces es también la banda de conduccidn.

sodio

TNW}%

6N}2p
QN}:25

E
2 I R  1s

n? e- banda



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

Siguiendo el razonamiento, el magnesio 12Mg (1s2 2s2 2p6 3s2) deberia
ser un aislante, al tener la banda 3s completamente llena. Sin embargo, un nuevo
fendmeno, el solapamiento de la banda 3s con la 3p, hace que sea un conductor.
Esto mismo sucede para el Berilio, Calcio, Bario. Para estos elementos la BV y la BC
estan solapadas.

magnesio

A

3p
2N 3S

SN\ 2

2N TS ¢

2N TN + 18
nte banda



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

Consideremos ahora el ®C en la estructura de diamante. En el esquema
esperado para el diamante, la banda 2p estaria parcialmente llena y podria conducir.
Habria 2N electrones para 6N posiciones posibles. Sin embargo, se produce el
solapamiento de la banda 2s con la 2p dando lugar a 8N niveles. Esta banda hibrida
2s2p se rompe para la distancia de separacion entre atomos, dando lugar a dos
bandas de 4N posiciones separadas por un gap de energia E . De este modo aparece
una banda de valencia completamente llena separada de una banda de conduccién.

El diamante es un aislante.

Diamante

2N 2

P2\ NN

2N OONNNRORONNRONNRNNNNY 5
n®e banda E

Ocupacion esperada

Diamante

4N 2s2p
A
E=6¢eV

2N ONOUOOUNRNAANAAY - g
°e banda 3

n

Ocupacion real




Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

Este mismo fendmeno tiene lugar para los elementos del grupo IV A de |a tabla periddica
como son el Siy el Ge. En el caso del Si |a hibridacion se da entre las bandas 3sy 3p vy el
valor del gap de energia es Eg(Si) = 1,1 eV

Silicio { Silicio \
A
4N 3s3p
2N 3p A
T—_—_" Eg=1.1 eV
N TS 3 N m 3s3p
S ————
6N \ 2p 6N N 2p
ON OOUINSNNNNAAAANN 25 ON AONOUNNSNNNANNAAAAY D g
N SNONNNONNRNNARANAANNNG g N SNONNRONRANMMAAAAAAN 15
n®e banda 2 n®e banda 3

Ocupacidn esperada Ocupacion real



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

Germanio Germanio
4N 4s4p
2N dp A
AANANNNRNNNRRNNRAN E=0.7 eV
N TR 4s AN m%@
Por otro lado la —— p——
or ot / N X
hibridacion en el Geseda 6N 3p 6N 3p
entre las bandas 4sy 4py
. 2N DO 3 2N T 3§
el gap de energia tiene un
N N
valor Eg(Ge) = 0,7 eV. 6N N\ 2p 6N \ 2p
2N Oy, 28 2N ey 2§
2N ey, 1 2N ey 1s

n®e banda 3 n®e banda 3

Ocupaciodn esperada Ocupacion real

A la temperatura T =0 K los tres sélidos se comportan de forma idéntica y son aislantes. A temperatura
ambiente, sin embargo, como veremos, al adquirir los electrones energia térmica pueden saltar de la
banda de valencia a la banda de conduccidon. Cuanto mayor sea T o menor sea Eg mayor sera el niumero
de electrones que pasan a la banda de conduccion. Este es el motivo por el que el que el Siy el Ge
conducen a temperatura ambiente y el diamante sigue siendo aislante.



Aproximacion cualitativa a |la teoria de bandas. Semiconductor intrinseco. '@

Semiconductor intrinseco a T=0 K

Banda de conduccion

Banda de prohibida Ec Eq/2 Ec

Si aplicamos un campo eléctrico los
electrones situados en la capa de
valencia no pueden moverse por lo que
el semiconductor no conduce y se
comporta como un aislante

0,6

n(EYN,,

0,4

0,2 1
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Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. Semiconductor intrinseco. mﬂ

Semiconductor intrinseco a T>0 K

Banda de conduccion

3 Foton debido a la

Banda de prohibida Ec Es/2 /energia térmica




Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. Semiconductor intrinseco.

Semiconductor intrinseco a T>0 K

Banda de conduccidn /@\

Banda de prohibida




Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. Semiconductor intrinseco.

Semiconductor intrinseco a T>0 K

Banda de conduccion @ @ @

Banda de prohibida Es Eq/2




Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. Semiconductor intrinseco.

Semiconductor intrinseco a T>0 K

el

Banda de conduccion @ @ @ @

Banda de prohibida Ec Eq/2 Ec

Si aplicamos un campo eléctrico se mueven por un lado los electrones de |la banda de
conduccion y los electrones situados en la capa de valencia y el semiconductor
conduce. No obstante a temperatura ambiente tenemos que para el silicio:

n.=1,4510" ¢cm™



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas.

Analicemos ahora que ocurre que ocurre si introducimos algunas impurezas
(dopamos) en la estructura cristalina de un sélido. En concreto analicemos que
ocurre si en una red de atomos de silicio (14Si) cambiamos algunos pocos atomos por
atomos de fésforo (*°P).

1- . Si la densidad de impurezas es mucho menor que la densidad de atomos de 4Si
es de esperar que la estructura global de bandas no se altere casi nada.

2.- Se crean algunos estados energéticos dentro de la banda prohibida y muy
cercanos del minimo de energia de la banda de conduccion.

3.- Los atomos de fésforo (°P) aportan un electron mas que ocupan los nuevos
niveles energéticos creados de forma que para T=0 la banda de valencia y los
estados extras creados estan totalmente ocupados y el cristal no conduce.

4.- Sin embargo, debido a la cercania de los estados energéticos creados por las
impurezas a la banda de conduccién, incluso a temperaturas muy bajas, los
electrones situados en estos estados energéticos pueden promocionarse a la banda
de valencia.

6.- Estos electrones pueden conducir la corriente eléctrica.



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. Semiconductor tipo n. @ﬁ

Semiconductor dopado tipo na T=0 K

Banda de conduccion

Ep

Nivel de energia debido a la impurezas donadoras.

Banda de prohibida E

La ultima banda esta completa y el material es aislante.



Aproximacion cualitativa a |la teoria de bandas. Semiconductor tipo n. mﬂ

Semiconductor dopado tipo na T>0 K

Banda de conduccidn @

Banda de prohibida E

Si Si P Si Si

a).- Para temperaturas muy bajas (estrictamente para T>0 K) los electrones de la/s
sustancia/s dopante/s donadora/s adquieren suficiente energia como para
promocionarse a la banda de conduccion.

b).- En general, a temperaturas relativamente bajas (T~100 K) todas las impurezas
donadoras se ionizan y la concentracion de portadores en la banda de conduccién es
practicamente igual a la concentracion de impurezas.



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. Semiconductor tipo n. mﬂ

Semiconductor dopado tipo na T>0 K

Banda de conduccion @ @ @

Banda de prohibida E

Si Si P Si Si

c).- Durante un rango importante de temperaturas (desde T~100 K hasta T~320 K) la
concentracion de electrones en la banda de conduccion es basicamente igual a la
concentracion de las impurezas donadoras.

d).- Para temperaturas superiores la concentraciéon de portadores crece de forma
exponencial debido a la promocion de electrones desde bandas de energia inferiores.



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. Semiconductor tipo p.

Analicemos ahora que ocurre con las bandas de energia si introducimos algunas
impurezas formadas por atomos con un e menos que los atomos de la red cristalina. En
concreto vamos a considerar que ocurre si en una red cristalina de 4tomos de silicio (4Si)
cambiamos unos pocos atomos de silicio por atomos de aluminio (*3Al).

1.- Puesto que la densidad de atomos de '3Al es mucho menor que la densidad de
atomos de 4Si es de esperar que la estructura global de bandas de silicio puro no se
altere casi nada.

2.- Algunos estados energéticos de la banda de valencia se salen de la banda de valencia
tomando valores que se encuentran en la banda prohibida muy cerca del valor mayor de
energia de la banda de valencia.

3.- Los atomos de 3Al aportan un electron menos a la banda de valencia (3 e~ de valencia
en vez de 4).

4.- Al haber menos estados en la banda de valencia esta permanece totalmente ocupada.
5.- Sin embargo, debido a la cercania de los estados energéticos creados por las
impurezas, incluso a temperaturas muy bajas, los electrones de la banda de valencia
pueden promocionarse a estos niveles energéticos.

6.- Estos electrones ocupan todos los niveles energéticos generados por las impurezas de
la red cristalina y, por tanto, no pueden conducir la corriente.

7.- Sin embargo los estados energéticos que quedan libres en la banda de valencia si
permiten que los electrones de dicha banda puedan conducir |a corriente.



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. Semiconductor tipo p.

=0 K

Semiconductor dopado tipopa T

Banda de conduccion

Banda de prohibida
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Si
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Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. Semiconductor tipo n.

Semiconductor dopado tipo p a T>0 K

Banda de conduccion

Banda de prohibida E
)
v "+ E,
Banda de valencia =)E)EEEEEEEEEEEEEEGEEEEEEE
Si Si Al Si Si

a).- Para temperaturas muy bajas (estrictamente para T>0 K) los electrones de la banda
de valencia pueden promocionarse a los niveles energéticos creados por las impurezas
aceptoras creando huecos en la banda de valencia.

b).- En general, a temperaturas relativamente bajas (T~100 K) todos los niveles creados
por las impurezas aceptoras estan cubiertos y la concentracién de portadores (huecos)
en la banda de valencia es practicamente igual a la concentracidon de impurezas.



Aproximacion cualitativa a la teoria de bandas. Semiconductor tipo p. @a

Semiconductor dopado tipo p a T>0 K

Banda de conduccion

Banda de prohibida E
)
v "+ E,
Banda de valencia =)E)EEEEEEEEEEEEEEGEEEEEEE
Si Si Al Si Si

c).- Durante un rango importante de temperaturas (desde T~100 K hasta T~320 K) la
concentracion de huecos en la banda de valencia es basicamente igual a la
concentracion de las impurezas donadoras.

d).- Para temperaturas superiores la concentracidon de huecos en la banda de valencia
crece de forma exponencial debido a la promocion de estos a la banda de conduccion.



Estadistica de la teoria de bandas en semiconductores.

De igual forma absorcion de un fotdn por parte de un electron implica su
promocion a un nivel energético superior dentro de las bandas de energia que se
establecen en un sdlido cristalino y su emisiéon produce su caida a un nivel
energético menor. Si la ultima banda de energia de un sélido esta llena de electrones
estos solo pueden acceder a niveles energéticos superiores promocionandose a la
siguiente banda que esta vacia. Cuando esto ocurre la ultima banda ocupada no esta
completa y el material puede conducir la corriente. Esto es lo que ocurre en el caso
de los semiconductores. En este apartado vamos a ver como varia el numero
portadores de carga libres en la banda de conduccién como funcion de la
temperatura y a calcular la concentracion de los mismos.

Para calcular la densidad de electrones n(E) en un semiconductor basta
conocer la densidad de niveles disponibles en ese intervalo de energia y contar
cuantos de ellos estan ocupados por electrones. Asi pues, podemos escribir n(E)
simplemente como:

n(E) = Z(E) f(E)

donde Z(E) es la densidad de estados posibles en la banda (de conduccién o de
valencia), es decir, la concentracion de estados o niveles por unidad de intervalo de
energia que existe para un valor E de la energia y que son susceptibles de ser
ocupados por los electrones, y f(E) representa la probabilidad de ocupacion de esos
estados, o dicho en otras palabras, |la fraccion de estados o niveles que se
encuentran ocupados.



Estadistica de la teoria de bandas en semiconductores.

En los semiconductores, al igual que en los metales, la probabilidad de
ocupacion de niveles por electrones esta regida por la estadistica de Fermi-Dirac.
Esta estadistica se aplica a particulas que cumplen el principio de exclusidon de Pauli,
como es el caso de los electrones. En la estadistica de Fermi-Dirac, la funcion f(E)
esta dada por:

1
E-E,

l—l—eXp T

J(E)=

siendo E; un parametro (con unidades de energia) denominado nivel de Fermi, k Ia
constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta del sistema en consideracion.

f(E)
El nivel de Fermi en un 10
semiconductor es una magnitud
que depende mucho de las
caracteristicas del semiconductor 0.5
asi como de otros factores
externos, tales como la 0

0 1.0

temperatura.

Energia (eV)



Estadistica de la teoria de bandas en semiconductores.

En analogia con lo visto para los electrones, para los huecos podremos
escribir:

p(E) = Z(E){1 - f(E))

En general, Z(E) es una funcion bastante compleja y dificil de calcular. Se
puede demostrar, por extrapolacion al caso de los metales, que en las zonas
proximas al tope de la banda de valencia, E, y al fondo de la banda de conduccion,
E., Z(E) varia segun las ecuaciones:

41 1/2
3

2(E) =% (2m; | (E-E,)

41

n

1/2

Z(Ey="%(2m)" (E, — E)

En la region intermedia de energia, zona de energia prohibida, si el semiconductor
es intrinseco (sin impurezas) la funcion Z(E) es cero en toda la regién. En cambio si el
semiconductor es extrinseco, la funcién Z(E) puede adoptar valores diferentes de
cero en las proximidades de los niveles aceptores o donadores.



Estadistica de |a teoria de bandas en semiconductores. Qﬂ

Una vez conocida las formas de las funciones Z(E) y f(E) podemos calcular
la concentracion de electrones y huecos mediante las expresiones:

Emax
n= fE Z(E)f(E)dE f(E)%eXp[_E;TEf] SiE, B, 34T

Ey — ~ ex A 1 —FE,
p= [ 2B e O] ss

de donde @

E.—FE 2rm kT
n=N_.exp|—— L = N, = [ m:;
3/2
E. —E 2mm. kT
— N exp|l——L V=N, =2 L
p V p kT V [ h2

N, = Numero maximo de estados en la banda de conduccion X

= A temperatura ambiente N. ~ N, ~ 10" cm~

N, = Numero maximo de estados en la banda de valencia



Estadistica de la teoria de bandas en semiconductores.

Multiplicando las anteriores expresiones obtenemos:

E.—E E. —FE
np=N.N,exp _—CkT / exp _—fkT V]:
— N.N. ex {—M]—NN _E]
— NIV €XP — NIV €XP T

Si consideramos un semiconductor intrinseco la densidad de electrones es

la misma que la densidad de huecos de forma que:
n=p=n,

Sustituyendo este resultado en la expresion de arriba llegamos a:

E.—FE E
n’=N_.N, exp[—u] = N_.N, exp[—ﬁ]
E.—F
n=N.exp|——— L
1 C p kT
E.—F
n=N,exp|——L "
1 V p kT

donde Ej es el nivel intrinseco de Fermi.



Estadistica de la teoria de bandas en semiconductores.

En definitiva para calcular la densidad de portadores tenemos que conocer
el nivel de Fermi. El cadlculo de esta energia es, en general, complicado puesto que
depende de la temperatura. Sin embargo el nivel de Fermi para un semiconductor
intrinseco no depende de la temperatura y su posicion esta situada
aproximadamente en el centro de la banda prohibida. Es por ello que se utiliza este
nivel como referencia para escribir las expresiones de concentraciones de
portadores de carga para semiconductores extrinsecos (dopados).

E,.—FE

n=n exp|——L—7,
kT

E, —FE

/ fi

=n,exXp|—————
P =n;cxXp T

Para el Si a temperatura ambiente resulta n, ~1.45-101° cm3. Esta
concentracion de portadores es muy baja cuando se la compara con la de los
metales (del orden de 10%2 o 10?3 cm3), por lo que el silicio puro a temperatura
ambiente puede ser considerado para muchas aplicaciones como un aislante. Algo
similar ocurre con el arseniuro de galio, e incluso también con el germanio.



Estadistica de la teoria
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Concentracion de portadores de carga en las bandas de conduccion y valencia.

3,0 - T T
2,5 Sj ]
[ Ge
2,0 - GaAs ]
£
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Dependencia de la concentracidon intrinseca de portadores con la temperatura para
diferentes semiconductores.



Concentracion de portadores de carga en las bandas de conduccion y valencia.

3,0 —

2,5+ Si (intrinseco)
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1,5 F

10°n (cm'3)
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Dependencia de la concentracion de electrones en la banda de valencia para un
semiconductor tipo n.



