Ejercicios 8.nb

8. Relaciones binariasy
conjuntos ordenados

Ejercicios resueltos

m Ejercicio 1.

Sea A={a, b, c, 8, 13}. Consideremos la reladdraria R = {(a, b), (b, ¢),
(8, 13)}.

a) Completar la relacion binaria R para que seaelaaion de orden.

b) Completar la relacion binaria R para que sdaxiefa y transitiva, pero
no sea simétrica ni antisimeétrica.

c) Completar la relacion del apartado b) para g@aeuma relacion de
equivalencia.

Solucién:

a) Para que R sea una relacion de orden debe deflegiva, antisimétrica
y transitiva. Para ser reflexiva necesitamos aftadws los pares (X, X)
para cualquier x A. La propiedad antisimétrica la conseguimos sanpl
mente evitando que los pares (X, y) e (y, X) cenyxaparezca a la vez en
R. Por ultimo, para que satisfaga la propiedadsitia hemos de afadir
los pares (X, z) siempre que en R estén los pargs € (y, z) para cuales-
quiera x, y, zZ A. Consideremos, por ejemplo, el siguiente cormyjut

In[258= A={a,b,c 8,13 };
R =
{{a,b}, {b,c} {813}, {a,a}, {b,b}, {c,c}, {881}, {13,113}, {a,C }};
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In[260]:=

Reflexiva = True; For [n=1,n <Llength [A], n ++,
If [Intersection [{{ALIN]1],A[IN]I1}}, R] = {{A[[N]], A[[N]]}},
Null, Reflexiva = False ]]; Simetrica = True;
For [m=1, m < Length [R], m++, If [Intersection [{{R[[M, 2]1],R[[M,1]1}}, R] =
{{R[[mM, 211, R[[m, 117}}, Null, Simetrica = False ]1;
Transitiva = True; For [p=1,p <Length [R],p ++,

For [q =1, g <Llength [R], q ++,
If [R[[p,11]1=R[[q,21]],If [Intersection [{{R[[9,2 11, R[[pP.211}},R] ==

{{R[[9,2 11, RLIP,2 11}}, Null, Transitiva = False 11;1; 1;

Antisimetrica =True; For [r =1, r <Llength [R], r ++,

If [Intersection [{{R[[r,2 11, R[[r,1 11}},R] = {{R[[1,2 11,RI[I[r,1 11}}&&

! (ToString [R[[r,1 ]11 ==ToString [R[[r,2 11]), Antisimetrica = False 11;

If [Reflexiva, Print ["R es reflexiva" 1, Print ["R no es reflexiva" 11

If [Simetrica, Print ['R es simétrica" ], Print  ["R no es simétrica" 11

If [Transitiva, Print ['R es transitiva" 1, Print  ["'R no es transitiva" 11

If [Antisimetrica, Print ['R es antisimétrica" 1,

Print ["R no es antisimétrica" 11;
If [Reflexiva && Simetrica && Transitiva,

Print ["R es una relacion de equivalencia" 1,

Print ["R no es relacion de equivalencia" 11;
If [Reflexiva && Antisimetrica && Transitiva,

Print ["R es una relacion de orden" ], Print  ["R no es relacién de orden" 11

R es reflexiva

R no es simétrica

R es transitiva

R es antisimétrica

R no es relacién de equivalencia

R es una relaciéon de orden

b) Ahora queremos que sea reflexiva y transitiva peie no sea ni

simétrica, ni antisimétrica, para ellos afiadima®solos pares (x, X) para
cualquier xe Ay los pares (x, z) siempre que en R estén losspx, y) e

(y, z) para cualesquiera x, yeZA. Para evitar que sea antisimética basta

con que afiladamos dos pares (X, y) e (y, X) celyxPor ultimo la simétria

la rompemos si cuando tengamos en R un par (8 par (y, X) no esté en
R. Consideremos, por ejemplo, el siguiente conjito
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In[262]:=

In[264]:=

A={ab,c 8, 13 };
R={{a,b}, {b,c} {8131}, {a a},
{b,b}, {c,c} {881} {13,131}, {a,c}, {c, b }};

Reflexiva = True; For [n=1,n <Llength [A], n ++,
If [Intersection [{{AL[N]],A[[N]1}}, R1={{A[IN]1],A[[N]1}},
Null, Reflexiva = False ]]; Simetrica = True;
For [m=1, m < Length [R], m++, If [Intersection [{{R[[mM, 2]1],R[[M,1]1}}, R] =
{{R[[mM, 211, R[[m, 1171}}, Null, Simetrica = False ]1;
Transitiva =True; For [p=1,p =<Llength [R],p ++,

For [0 =1, q <Length [R], q ++,
If [R[[p,11]==R[[g,2]],If [Intersection [{{R[[9, 111, R[[p,21]1}} R] =

{{R[[9,2 11, R[IpP,2 11}}, Null, Transitiva = False 11;1; 1;

Antisimetrica =True; For [r =1, r <Llength [R], r ++,

If [Intersection [{{R[[r,2 11, R[[r,1 11}},R] = {{R[[r,2 11,RI[I[r,1 11}}&&

! (ToString [R[[r,1 111 ==ToString [R[[r, 2 11]), Antisimetrica = False 11;

If [Reflexiva, Print ['R es reflexiva" ], Print ["R no es reflexiva" 11

If [Simetrica, Print ['R es simétrica" ], Print ["R no es simétrica" 11

If [Transitiva, Print ['R es transitiva" 1, Print ["R no es transitiva" 1]

If [Antisimetrica, Print ['"R es antisimétrica" 1,

Print ["R no es antisimétrica" 11;
If [Reflexiva && Simetrica && Transitiva,

Print ["R es una relacion de equivalencia" 1,

Print ["R no es relacion de equivalencia” 11;
If [Reflexiva && Antisimetrica && Transitiva,

Print ["R es una relacién de orden" ], Print  ["R no es relacién de orden" 11

R es reflexiva

R no es simétrica

R es transitiva

R no es antisimétrica

R no es relacion de equivalencia

R no es relacién de orden
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In[266]:=

a) Para que la relacion definida en el apartadseé)una relacion de equiva-
lencia debe de ser reflexiva, simétrica y tranait®omo ya es reflexiva y
transitiva, s6lo tenemos que afadir pares de ma@ueréambién sea
simétrica. Para ello basta con afiadir el par (paxa cualquier par (X, y)
gue esté en R. Por ejemplo:

A={a b,c 8, 13 };
R={{a,b}, {b,c} {8131}, {a,a}, {b,b}, {c c},
{8,813}, {13,133}, {a,c}, {c,b }, {b,a}, {13,8 }, {c,a }};



Ejercicios 8.nb

In[268]:=

Reflexiva = True; For [n=1,n <Llength [A], n ++,
If [Intersection [{{ALIN]1],A[IN]I1}}, R] = {{A[[N]], A[[N]]}},
Null, Reflexiva = False ]]; Simetrica = True;
For [m=1, m < Length [R], m++, If [Intersection [{{R[[M, 2]1],R[[M,1]1}}, R] =
{{R[[mM, 211, R[[m, 117}}, Null, Simetrica = False ]1;
Transitiva = True; For [p=1,p <Length [R],p ++,

For [q =1, g <Llength [R], q ++,
If [R[[p,11]1=R[[q,21]],If [Intersection [{{R[[9,2 11, R[[pP.211}},R] ==

{{R[[9,2 11, RLIP,2 11}}, Null, Transitiva = False 11;1; 1;

Antisimetrica =True; For [r =1, r <Llength [R], r ++,

If [Intersection [{{R[[r,2 11, R[[r,1 11}},R] = {{R[[1,2 11,RI[I[r,1 11}}&&

! (ToString [R[[r,1 ]11 ==ToString [R[[r,2 11]), Antisimetrica = False 11;

If [Reflexiva, Print ["R es reflexiva" 1, Print ["R no es reflexiva" 11

If [Simetrica, Print ['R es simétrica" ], Print  ["R no es simétrica" 11

If [Transitiva, Print ['R es transitiva" 1, Print  ["'R no es transitiva" 11

If [Antisimetrica, Print ['R es antisimétrica" 1,

Print ["R no es antisimétrica" 11;
If [Reflexiva && Simetrica && Transitiva,

Print ["R es una relacion de equivalencia" 1,

Print ["R no es relacion de equivalencia" 11;
If [Reflexiva && Antisimetrica && Transitiva,

Print ["R es una relacion de orden" ], Print  ["R no es relacién de orden" 11

R es reflexiva

R es simétrica

R es transitiva

R no es antisimétrica

R es una relacion de equivalencia

R no es relacién de orden
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m Ejercicio 2.

SeaA={1,2,3,4,5,6, 7, 8y consideremosdiacion binaria R = {(1,
1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), (1,0 8), (2, 2), (2,5), (2, 6), (2, 8),
(3,3),(3,5), (3, 7), (3,8),(4,4), (4,6), 8, (4,8), (5, 5), (5, 8), (6, 6), (6,
8), (7, 7), (7, 8), (8, 8)}. Se pide:

a) Comprobar que R determina un orden en A.

b) Calcular los maximos y minimos del conjunto om#o A para la rel-
acion de orden R.

c) Calcular los maximales y minimales del conjumtdenado B = A -

{1,8} para la relacion de orden inducida por R.

d) Calcular las cotas superiores e inferiores deAB- {1,8} en A.

e) Representar graficamente los conjuntos Ay B.

Solucion:

a) Definimos Ay R y usamos el programa 8.1.:
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In2701:= A={1,2,63,4,56,7,8 };
R={{1,1} (1,2} {1,383}, {1, 4} {15} (1,61}, (1,7}, {18} {22},
{25}, {2,611} {28}, {3,3}, {35}, {3, 71} (3,8}, {44}, {461},
{47}, {481} {551} {58} {661} {68} (7,7}, {7,8}, {881}}

Reflexiva = True; For [n =1, n <Llength [A], n ++,
If [Intersection [{{AL[N]],A[[N]1}}, R1={{A[IN]1],A[[N]1}},
Null, Reflexiva = False ]]; Simetrica = True;
For [m=1, m < Length [R], m++, If [Intersection [{{R[[mM, 2]1],R[[M,1]1}}, R] =
{{R[[M, 211, R[[m, 1171}}, Null, Simetrica = False ]1;
Transitiva =True; For [p=1,p =<Length [R],p ++,

For [q =1,g <Llength [R], q ++,
If [R[[p,11]==R[[0,2]],If [Intersection [{{R[[9, 111, R[[pP,21]1}} R] =

{{R[[9,2 11, RLIpP,2 11}}, Null, Transitiva = False 11;1; 1;

Antisimetrica = True; For [r =1, r <Llength [R], r ++,

If [Intersection [{{R[Ir,2 11, RIIr1 11}},R1 ={{R[[r,2 11,RI[r 1 11}}&&

! (ToString [R[[r,1 111 ==ToString [R[[r, 2 11]), Antisimetrica = False ]11;

If [Reflexiva, Print ['R es reflexiva" 1, Print ["R no es reflexiva" 11

If [Simetrica, Print ['R es simétrica" ], Print  ["R no es simétrica" 11

If [Transitiva, Print ['R es transitiva" 1, Print ["R no es transitiva" 11

If [Antisimetrica, Print ['R es antisimétrica" 1,

Print ["R no es antisimétrica" 11;
If [Reflexiva && Simetrica && Transitiva,

Print ["R es una relacion de equivalencia" 1,

Print ["R no es relacion de equivalencia" 11;
If [Reflexiva && Antisimetrica && Transitiva,

Print ["R es una relacién de orden" ], Print  ["R no es relacién de orden" 11

R es reflexiva

R no es simétrica

R es transitiva

R es antisimétrica

R no es relacién de equivalencia

R es una relaciéon de orden

Ine74:= A=1{1,2,3,456,7,8 };
R={{1,11} {12}, {1,3}, {1,4}, {15} {1,6}, (1,7} {1.8}, {2, 2},
{2,5}) (2,6}, {2,8}, {3,3}, {35}, {3, 7}, (3,8}, {44}, {46},
{473 {481} {551}, {581} {661}, {681} {77} (7,8}, {881}
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In[276]:= maximo = {}; Do [maxi = True;

Do[lf [Intersection [{{A[[M1,A[I[N]I1}}, R] = {}, maxi = False 1],
{m, 1, Length [A]}1;If [maxi, AppendTo [maximo, A [[n]]111;,
{n, 1, Length [A]}]1;If [maximo = {}, Print ["No tiene maximo"

Print ["Maximo: ", maximo [[1]1]]]

Maximo: 8

In[277):=  minimo = {}; Do [mini = True;

Do[lf [Intersection [{{A[[N]],A[[M1}},R]={}, mni =False ],
{m, 1, Length [A]}1;If [mini, AppendTo [minimo, A [[n]]1]11;,
{n, 1, Length [A]}]1;If [minimo == {3}, Print ["No tiene minimo"

Print ["Minimo: ", minimo [[11111
Minimo: 1
c)

In78l:= A=1{2,3,4,56,7 };
R={{2,2}, {25}, {2,613}, {3,313}, {35},
{37} {44} {46} {47} {55} {661} (7,71}

In[280]:= maximales = {}; Do [maximal = True;

Do[lf [Intersection [{{A[[N]1],A[[M1}}, R] # {} && n# m, maximal

{m, 1, Length [A]}1;If [maximal, AppendTo [maximales, A
{n, 1, Length [A]}]; Print ["Maximales: ", maximales ]

Maximales: {5,6,7 }

In[281]:= minimales = {}; Do [minimal = True;

Do[lf [Intersection [{{AL[M1,A[IN]I1}}, R] # {} && n# m, minimal

{m, 1, Length [A]}1;If [minimal, AppendTo [minimales, A
{n, 1, Length [A]}]; Print ["Minimales: ", minimales ]

Minimales: {2,3,4 )

d)

= False ],

= False ],
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In[282]:=

In[286]:=

A=1¢1,22345678 1%
B=1{23,4567 1}
R={{1,11}, {1,213}, {1,313}, {1,413}, {1,513}, {1,6}, (1,73}, {1,81}, {2, 2},

{2,5}, {2,6}, {2,8}, {3,3}, {35}, {3, 7}, (3,8}, {44}, {46},
{47} {48}, {55}, {58} {661} {681} (7,7}, {7,8}, {881}};
cotassuperiores = {}; Do [csuper = True;
Do[lf [Intersection [{{B[[mM]], A[[n]]1}}, R] == {}, csuper = False ],
{m, 1, Length [B]1}];
If [csuper, AppendTo [cotassuperiores, A [[N1111;, {n,1, Length [A]}];

If [cotassuperiores = {}, Print ["No hay cotas superiores" 1,
Print ["Cotas superiores: ", cotassuperiores 1; supremo = {}; Do [mini = True;
Do[lf [Intersection [ { {cotassuperiores [[n]], cotassuperiores [[M1}},R] =
{}, mini =False ], {m, 1, Length [cotassuperiores 1}1;
If [mini, AppendTo [supremo, cotassuperiores [[N1111;

{n, 1, Length  [cotassuperiores 13}1; If [supremo == {},
Print ["No tiene supremo" ], Print ["Supremo: ", supremo  [[1]1]1]111;

Cotas superiores: (8}
Supremo: 8
cotasinferiores = {}; Do [cinfer = True;

Do[lf [Intersection [{{A[[Nn]],B[[M]}}, R == {}, cinfer = False ],
{m, 1, Length [B]1}1;

If [cinfer, AppendTo [cotasinferiores, A [[n1111;, {n,1, Length [A]}];
If [cotasinferiores = {}, Print ["No hay cotas inferiores" 1,
Print ["Cotas inferiores: ", cotasinferiores ];infimo = {}; Do [maxi = True;
Do[lf [Intersection [ { { cotasinferiores [[m] ], cotasinferiores [[N]1}},R] =
{}, maxi = False ], {m, 1, Length [cotasinferiores 1}1;
If [maxi, AppendTo [infimo, cotasinferiores [[Nn1111;
{n, 1, Length  [cotasinferiores 1}1;If [infimo = {},
Print ["No tiene infimo" ], Print  ["Infimo: ", infimo [[1111171;
Cotas inferiores: {1}
infimo: 1

e) Primero representamos el conjunto A:
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In[287]:=

<< Graphics Arrow”

A=1{1,23,4,56,7,8 };

R={{1,11} (1,2} {1,3}, {14} {1,5} {1,613} (1,71} (1,8}, (2,2},
{2,5}), {2,6}, {2,8}, {3,3}, {35}, {3, 71}, (3,8}, {44}, {46},
{47} {48}, {55}, {58} {661} {681} (7,7} {7,8}, {881}};

Clear [Coord ];

tabla = Table [0, {il, Length [A]}, {j1,3 }1;B =A;tl =1;nivel =0;

While [B # {}, minimales = {};nivel ++; Do [minimal = True;

Do[lf [Intersection [{{B[[M1]],B[[N1]1}}, R] # {} &&nl+ mi,
minimal = False ], {ml, 1, Length [B]}];
If [minimal, AppendTo [minimales, B [[n1]]1];
tabla [[tl ]] = {nivel, B [[n1]], O };
tl ++; 1;,
{nl1, 1, Length [B]}1;
B = Complement [B, minimales 17;

1

R1={};

Do[AppendTo [R1, {A[[il1 11,A[[il111}], {i1, 1, Length [Al}1;

R = Complement [R, R1]; R1 = {}; Do [

Do[Do[If [Intersection [R, {{RI[k1,1 11, ATL[L11} {AL[L11,R[[KL, 2 11}}] ==
{{R[[KL, 1 11, A L0111}, {AL[111,RI[KL, 2 11}},
R1 = Union [R1, {R[[k111}111, {j1, 1, Length [A1}1, {k1, 1, Length [R1}1;

R = Complement [R, R17;

puntos = {};t1 =0;

Do[cont = 0;

Do[lf [tabla [[il,1 ]] =j1, cont =cont +1], {il, 1, Length [Al}1;
Do[tl ++; puntos = Union [puntos, {Text [tabla [[tl,2 ]1,

{kl1 - (cont /2)-.1,j1 +.13}], Point [{kl - (cont /2),j1 }1}1;
tabla [[tl,3 ]] =k1 - (cont /2), {ki,1,cont 1}1],
{j1, 1, tabla [[Length [A]l,111}1;

Coord [elem_ ] : = Do[lf [elem ==tabla [[h1, 2 ]],

Coord [elem ] = {tabla [[h1, 3 ]],tabla [[h1,1 ]1}], {hl, 1, Length [A]}];

Do[Coord [A[T[i1 111, (i1, 1, Length [Al}1;

Do[AppendTo [puntos, Arrow  [Coord [R[[t1,1 111, Coord [R[[t1,2 11111;

, {t1, 1, Length [R1}1;
Print ["Diagrama de orden:" ]
Show[Graphics [puntos ]]

Diagrama de orden:
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out[299]=

Y ahora el conjunto B.
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In[300]:=

A=1{2 34,5 6,7 };
R=1{{2,21}, {2,5}, {2,61}, {3,3}, {351},
3,73, {44} {461}, {471} {55}, {661} {7,7}}
Clear [Coord ];
tabla = Table [0, {il, Length [A]}, {j1,3 }]1;B =A;tl =1;nivel =0;
While [B # {}, minimales = {};nivel ++; Do [minimal = True;
Do[lf [Intersection [{{B[[mM1]],B[[N1]]1}}, R] # {} &&nl # ml,
minimal = False ], {ml, 1, Length [B]}];
If [minimal, AppendTo [minimales, B [[nl1]]1];
tabla [[tl ]] = {nivel, B [[n1]], O };
tl ++; 1;,
{nl1, 1, Length [B]}1;
B = Complement [B, minimales 17;
1
R1={};
Do[AppendTo [R1, {A[[il 11, A [[il111}]1, {i1, 1, Length [Al1}1;
R = Complement [R, R1]; R1 = {}; Do [

Do[Do[If [Intersection [R, {{RI[k1L, 1 11, AT[111}, {AL[1 11, RI[KL, 2 11}}] =

{{RI[kL, 1 11, AT[1 11}, {ALD1 11, RI[KkL, 2 11},

R1 = Union [R1, {R[[k111}111, {j1, 1, Length [Al1}1, {K1, 1, Length [R1}];

R = Complement [R, R17;
puntos = {};t1 =0;
Do[cont = 0;
Do[lf [tabla [[il,1 ]] =j1,cont =cont +1], {il, 1, Length [A1}1;
Do[tl ++; puntos = Union [puntos, {Text [tabla [[tl,2 ]1,
{k1 - (cont /2) -.1,j1 +.13}], Point [{kl - (cont /2),j1 }]1}1;
tabla [[t1,3 ]] =k1 - (cont /2), {ki,1,cont 1}1,
{j1, 1, tabla [[Length [A]l,111}1;
Coord [elem_ ] : = Do[lf [elem ==tabla [[h1, 2 ]],
Coord [elem ] = {tabla [[hl, 3 ]],tabla [[h1,1 ]1}], {hl, 1, Length [A]}];
Do[Coord [A[[i1 111, {il1, 1, Length [Al}1;
Do[AppendTo [puntos, Arrow  [Coord [R[[tl,1 111, Coord [R[[t1,2 11111;
, {t1, 1, Length [R1}1;
Print ["Diagrama de orden:" ]
Show[Graphics [puntos ]]

Diagrama de orden:
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out[311]=



