Tema 3

Espacios vectoriales euclideos

Habiendo definido ya las formas bilineales sobre espacios vectoriales, vamos a centrarnos en un
tipo muy concreto, en los productos escalares. Un producto escalar sobre un espacio vectorial V' es
una aplicacién g : V x V — R verificando las siguientes tres propiedades:

a) g es bilineal,
b) g es simétrica (es decir, g(u,v) = g(v,u) para cualesquiera u,v € V), y

c) g es definida positiva (es decir, g(u,u) > 0 para cualquier v € V no nulo)

Utilizaremos a menudo la letra g para denotar un producto escalar, aunque es también usual utilizar
unos corchetes (u,v) (o un punto - v) para hacer referencia al producto escalar de dos vectores u
y v. Por otro lado, para resumir toda esta informacién, utilizaremos la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Sea V' un espacio vectorial y g un producto escalar sobre V. Entonces, al par
(V, g) lo llamaremos espacio vectorial euclideo.

Antes de entrar en materia, tengamos presentes los siguientes ejemplos, que seran representativos
a lo largo de todo el tema.
Ejemplos 3.2. Son espacios vectoriales euclideos:
1. (R™,(-,-)), donde (z,y) =z - y'.
2. (My, {-,-)), donde (A, B) = traza(A - BY).
3. (C((0,1)), (), donde (f.9) = [ f(x)g(x)dr.

4. Si (V,g) es un espacio vectorial euclideo y U es un subespacio vectorial de V, entonces
podemos considerar la restriccion § = gjyxv y (U, §) es un espacio vectorial euclideo.

El espacio C([0,1]) de las funciones continuas definidas en [0,1] y que toman valores reales es
un espacio vectorial de dimension infinita. Aqui no estamos interesados en analizar este tipo de
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espacios por lo que supondremos siempre que los espacios vectoriales estan finitamente generados,
aunque muchas de las propiedades que enunciaremos seran ciertas también sin suponer que la
dimensién es finita.

Recordemos que, fijada una base B = {ey,...,e,} de un espacio vectorial V, la matriz asociada
a una forma bilineal b: V' x V' — R esta dada por
bler,e1) bler,ea) -+ bler,en)
M(b,B) = b(egz, e1) b(62; es) - b(€2: €en)
b(en., e1) b(en., ea) - b(en., €en)

La forma bilineal es simétrica si, y sélo si, la matriz M (b, B) es simétrica, pero jcémo saber cudndo
es definida positiva? Hay varias posibilidades:

1. Demostrar directamente que b(u,u) > 0 para todo u € V' y que b(u,u) = 0 si, y sélo si,
u = 0. Esta es (sin duda) la forma mds dificil por lo general.

2. Encontrar una base que diagonalice la matriz, es decir, encontrar una base B’ tal que M (b, B’)
sea diagonal. Entonces, la métrica es definida positiva si, y s6lo si, todos los elementos de la
diagonal de esta nueva matriz son positivos.

3. Hallar los valores propios de la matriz M (b, B). Entonces, la métrica es definida positiva si,
y sélo si, todos sus valores propios son reales positivos.

La segunda opcidén es la que se usa para probar la clasificacién de las métricas que se ha visto en
el tema anterior (la Ley de Sylvester). La tercera no la hemos demostrado atn (el que quiera ser
riguroso que no la use todavia) y la veremos en el transcurso de este tema.

Ejemplos 3.3. De las siguientes matrices de orden 3, determinemos cudles son matrices de pro-
ductos escalares en R? respecto a la base usual.

1 -1 1 2 1 1 2 -2 -1
A=1-1 5 0 B=|1 5 -1 cC=|-2 1 =2
1 0 3 1 -1 0 -1 -2 1

a) Para la matriz A, vamos a seguir el proceso de encontrar una base que la diagonalice. To-
memos para empezar e; = (1,0,0), que cumple que e; Aet =1 > 0. Consideremos ahora los
vectores (x,y, z) ortogonales a ey, que cumplirdn (z,y,2)Ael = 0, es decir, x —y + 2z = 0
(esta es la ecuacién del subespacio ortogonal a e1) y elijamos uno, por ejemplo, es = (0,1, 1),
que cumple ez Aeh = 8 > 0. El subespacio ortogonal a es tiene por ecuacién 5y + 3z = 0. Por
tanto, el tercer vector a elegir tiene que estar en la recta vectorial de ecuaciones t —y+z =0
v 5y+32z = 0 luego podemos tomar, por ejemplo, e3 = (8,3, —5), que cumple ez Ael, = 56 > 0.
Hemos encontrado una base {ej, ea,e3} en la que la matriz de la métrica es la diagonal de
elementos 1, 8 y 56 (todos positivos), luego se trata de un producto escalar.

b) La matriz B no puede ser la de un producto escalar, ya que si tomamos u = (0,0, 1), entonces
uBu! = 0, es decir, hemos encontrado un vector distinto de cero que es nulo para la métrica
dada por B. Puede comprobarse que estamos ante una métrica lorentziana.

¢) Si intentamos lo mismo que en (a), no podemos elegir el tercer vector de forma que la
forma cuadrética asociada sea positiva sobre todos y es que el vector v = (1,1,0) satisface
uCu! = —1 < 0. En este caso también estamos ante una métrica lorentziana.
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A la vista del ejemplo, algunos trucos ttiles son los siguientes:

= El determinante de cualquier submatriz que surja al eliminar algunas filas y las mismas
columnas tiene que ser positivo para ser producto escalar. En particular, los elementos de la
diagonal principal tienen que ser positivos.

s Cualquier valor propio real de la matriz tiene que ser positivo para ser producto escalar,
porque, en caso contrario, ;qué pasa al evaluar la matriz en un valor propio asociado a un
valor propio negativo? Lo que probaremos maés adelante es que todo valor propio de una
matriz simétrica es real con lo que el criterio 3 de arriba estara probado.

3.1. jPara qué sirve un producto escalar?

En esta primera seccién, estudiaremos algunas propiedades bésicas de los productos escalares y
veremos como nos pueden servir para medir longitudes y dngulos. Asimismo, repasaremos las
nociones de base ortonormal y de ortogonalidad de vectores y de subespacios

3.1.1. Longitudes y angulos

Comencemos por la tarea de definir la longitud de un vector. Merece la pena pararse a pensar
en como se deberia asignar una longitud a un vector, es decir, qué propiedades nos gustaria que
cumpliese. Por poner algtiin ejemplo: nos gustaria que fueran positivas; que si un vector es el doble
de otro, su longitud sea también el doble; que si un vector es opuesto de otro, las longitudes sean
las mismas; nos gustaria que se cumpliese el Teorema de Pitagoras; etc. No obstante, al hablar de
Teorema de Pitdgoras estamos hablando de tridngulos rectangulos, esto es, de perpendicularidad,
y aqui el producto escalar deberia tener algo que decir.

Dado un espacio vectorial euclideo (V] g), definimos la norma o médulo de un vector v € V' y lo
denotaremos por ||u| al nimero real no negativo

[ull = v g(u, ).
La aplicacién || - || : V' — R se llama la aplicacién norma asociada a g. Nuestro objetivo es mostrar

que esta aplicaciéon cumple las propiedades que se esperan de ella.

3.4. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sea (V, g) un espacio vectorial euclideo y || - || la norma
asociada a g. Entonces, para cualesquiera u,v € V, se cumple que

|9 (u, 0)| < [lul[ - [Jv]l,

y la igualdad se alcanza si, y s6lo si, u y v son linealmente dependientes.

Demostracion. Dados u,v € V, si u = 0 6 v = 0 la desigualdad es trivial. En caso contrario,
consideremos el vector au — Sv con «, 8 € R arbitrarios. Entonces,

0 < flau — Bu)|* = glau — v, au — v) = a®||u]|* + 52||v]]* - 2a89(u,v)
Ahora tomando « = ||[v||? v 8 = g(u,v), resulta

0 < [lol[*full® + g(u, v)[[v]* = 2g(u, v)*|[v]*
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y simplificando (dado que ||v|| # 0),
ol llull® > g(u, v)?.

Como las normas son cantidades no negativas por definicién, podemos eliminar los cuadrados
introduciendo en el miembro de la derecha un valor absoluto.

Si se da la igualdad, retrocediendo en el razonamiento, g(au — Bv,au — fv) = 0 pero como el
producto escalar es definido positivo, cu— fv = 0 y son linealmente dependientes. Reciprocamente,
si son linealmente dependientes se da trivialmente la igualdad. O
Proposicién 3.5. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo y || - || la norma asociada a g. Entonces,

i) |u|l > 0 para cualquier u € V.
it) Dado u € V, se tiene que ||u|| =0 si, y solo si, u=0.
i) ||Aul|| = |A] - ||ul|, para cualesquiera N € R yu € V.

) |lu+v|| < |ull + l|v|| para cualesquiera u,v € V.

Demostracion. La demostracién de los tres primeros apartados se deja como ejercicio. Para el
dltimo, tenemos que, dados u,v € V' y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

lu+]* = g(u+v,u+v) = [lull + [Jo]| + 2g(u, v) < Jull + ]| + 2llull - o]l = (]l + [lv]])>.

Como las normas son cantidades no negativas, podemos eliminar los cuadrados. O

El apartado (iv) se conoce como desigualdad de Minkowski o desigualdad triangular. Se deja como
ejercicio demostrar que la igualdad se alcanza si, y solo si, los vectores son dependientes y apuntan
en el mismo sentido (es decir, si existe A > 0 tal que © = A\v) o bien alguno de los dos es cero.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz tiene multitud de consecuencias. Una aplicacién muy comun
es que sirve para demostrar muchas desigualdades elementales cuando se particulariza para ciertos
vectores. El siguiente ejercicio pretende ilustrar esto.

Ejercicio 3.1. Aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz a vectores convenientes de R™, con el
producto escalar usual, para demostrar las siguientes afirmaciones.

1. Para cualesquiera z1,xs,...,x, € R, se cumple que

(1 4+ 22+ ... +2,)? <n(xf+a3+... +22).

2. Para cualesquiera x1,xo,...,x, > 0, se cumple que

(@ a2+ . 22 <@+ad+. 43 (e Faat... +,).

3. Dados x1,xa, ..., z, € R, consideremos los vectores x = (x1,...,2,) ey = (y1,-..,Yn), donde
los ntimeros y1, Y2, ..., Y, NO SOn MAas que los propios x1,...,x, reordenados. Entonces, el
producto (z,y) es maximo cuando la reordenacién consiste en no mover ningin elemento.

En los casos 1 y 2, analizar cuando se alcanza la igualdad.
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Siguiendo con las aplicaciones de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, vamos a usarla para definir
el dngulo que forman dos vectores. Dado un espacio vectorial euclideo (V,g) v u,v € V no nulos,
entonces la mencionada desigualdad nos asegura que |g(u,v)| < |Ju|| - ||v||, luego dividiendo entre
[lz|l|lv]l, Negamos a que

-1< =<1
= el - floll
Dado que la funcién real coseno cos : [0,7] — [—1,1] es una biyeccién, deducimos que existe
un unico nitmero real o € [0,7] tal que el cociente anterior es igual a cos(a). Si denotamos
arccos : [—1,1] — [0,7] a la inversa del coseno en este intervalo, tenemos servida la siguiente
definicion.

Definicién 3.6. En un espacio vectorial euclideo, llamaremos dngulo de dos vectores no nulos u
y v no nulos y denotaremos por Z(u,v) al nimero real

arc cos glwv) € [0, 7).
[l - ol

A la vista de la definicién de dngulo, ésta merece varios comentarios:

1. El dngulo es un valor entre 0 y 7 por definicién. En principio, el &ngulo que forman dos vecto-
res no tiene porqué coincidir con lo que pensemos que deberia ser o con la idea preconcebida
de dngulo que tengamos, simplemente lo hemos definido asi. En el ejercicio 3.3 veremos que
en el caso del producto escalar usual de R? sf coincide con la definicién clésica.

2. Si multiplicamos dos vectores no nulos por escalares positivos, los dngulos que forman no
cambian. Si multiplicamos uno de ellos por un escalar negativo, entonces el angulo pasa a ser
el suplementario (es decir, 7 menos el original).

3. Dados dos vectores u,v € V no nulos, estos son linealmente dependientes si, y sélo si g(u, v) =
lz]] - ||v]l, luego son dependientes si, y sélo si, Z(u,v) =0 6 £L(u,v) = .

4. Dados dos vectores u y v no nulos, estos son ortogonales si, y sélo si, g(u,v) = 0. En otras

palabras, son perpendiculares cuando Z(u,v) = 7.

5. ;Qué pasa con el vector cero? Observemos que cero es ortogonal a cualquier vector luego
puede parecer razonable decir que el dngulo que forma con cualquier vector es 5, pero esto
llevaria a algunas contradicciones més adelante asi que lo dejaremos excluido de la definicién.

Ejercicio 3.2. Consideremos R? con la métrica g definida en la base usual por la matriz

s = (1 ).

a) Demuestra que g es un producto escalar.
b) ;Qué dngulo forman los vectores (0,1) y (1,2)? ;Y los vectores (1,—2) y (—2,4)?

c¢) Halla todos los vectores de norma 1 que forman un dngulo de % con el vector (1,1).

Ejercicio 3.3. Consideremos R? con el producto escalar usual.
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a) Dado 0 € [0, 7], demuestra que el vector (cos @, sen ) forma un dngulo 6 con (1,0).

b) Aunque no tenemos las herramientas necesarias para hacerlo de forma totalmente rigurosa,
/serias capaz de probar que el coseno del angulo que forman dos vectores coincide con la idea
clasica del cociente de cateto contiguo entre hipotenusa?

Veamos ahora qué pasa cuando tenemos tres vectores y queremos relacionar los angulos que se
forman entre ellos. Evidentemente, si los tres vectores no estdn en un mismo plano vectorial, no
hay relacién posible. No obstante, en caso de que si estemos, nos gustaria ver que al yuztaponer
dos angulos, el angulo resultante es igual a la suma de los angulos originales, pero lamentablemente
esto no es cierto en general por culpa de que los dngulos se miden en [0, 7].

Para analizar la situacién y salvar el escollo, supondremos en lo que sigue que estamos en un
plano e introduciremos un concepto nuevo, que puede ser interesante en si mismo. Dados u y v
linealmente independientes en un plano vectorial euclideo (V, g) (es decir, dim V' = 2), se define el
angulo solido asociado a u y v como

W(u,v) = { u+ pv: A, u >0}

Proposicién 3.7. Dado un plano vectorial euclideo (V,g) y u,v,w € V no nulos, se cumple que
Z(u,v) < ZL(u,w) + Z(w,v).

La igualdad se alcanza si, y sdlo si, w € W(u,v).

Demostracion. Demostrar esto ahora es un ejercicio dificil. Serd mas fécil cuando introduzcamos
el concepto de base ortonormal. O

De la propiedad anterior, puede deducirse que en un espacio vectorial euclideo la suma de los
angulos de un tridngulo es siempre igual a 7. Viendo la figura 3.1, es facil interpretar que, dados
u,v € V linealmente independientes y trabajando en el plano que estos dos vectores generan, el
candidato a tercer lado del tridngulo es v — u. Asi, usando la proposicién anterior, no es dificil
llegar a que

L(u,v) + L(—u,v — u) + L(—v,u —v) =,

que no es mas que decir que la suma de los dngulos del tridngulo es .

Nota 3.8. En la geometria clasica, uno de los grandes problemas clasicos fue decidir si el quinto
postulado de Euclides podia deducirse de los otros cuatro, es decir, si era redundante. Este famoso
postulado afirma que, dado un punto exterior a una recta, existe una unica paralela a ésta que
pasa por dicho punto. Lo sorprendente del asunto es que se encontraron ejemplos de geometrias
en las que esto no ocurria; a saber, la geometria esférica en la que por un punto exterior no pasa
ninguna paralela y la geometria hiperbdlica en la que pasan infinitas paralelas por tal punto. Se
demostré que la condicion de las paralelas era equivalente a que los dngulos de cualquier triangulo
sumasen 7 (en el caso esférico suman menos de 7 mientras que en el hiperbdlico la suma es mayor
que 7). Esto justifica que a un espacio vectorial con un producto escalar se le llame euclideo.

Para terminar con esta seccién, veremos algunas identidades que nos terminaran de convencer
de la utilidad nuevos conceptos introducidos. La primera pregunta que nos hacemos es: jes posible
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Figura 3.1: Un paralelogramo en geometria vectorial.

saber cudl es la métrica si s6lo conocemos la norma? En otras palabras, ;puede haber dos métricas
distintas con la misma norma? La repuesta es obviamente no.

3.9. Identidad de polarizacién. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo con norma asociada
[I - |I- Dados u,v € V, se cumple que

g(u,v) = 5 ([lu+ol* = [Juf* — [lv]?) .
Demostracion. Basta despejar en la siguiente igualdad

lu+vl* = g(u+v,u+v) = [[ul® + 2g(u, v) + |[o]|*. O

Como consecuencia de este resultado tenemos las siguientes propiedades, cuyas demostraciones
se dejan como ejercicio. Para interpretarlos bien hemos dibujado la figura 3.1, en la que puede
verse como considerar tridngulos y paralelogramos en un plano vectorial euclideo.

3.10. Teorema del coseno. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo con norma asociada || - ||.
Dados u,v € V no nulos, se cumple que

lu—vl|* = [[ul® + [[v]* = 2]lulll|v]| cos £(u, v).

3.11. Identidad del paralelogramo. Sea (V, g) un espacio vectorial euclideo con norma asociada
|| - ||. Dados u,v € V, se cumple que

[ul® + 1lol* = 5 (lu+vl* + lu —o]?).

Esta dltima igualdad puede parafrasearse como que en un paralelogramo la suma de los cuadrados
de los lados es igual a la suma de los cuadrados de las diagonales.
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3.1.2. Bases ortonormales

En el tema anterior precisamos el concepto de base ortogonal, una base en la que cada dos vectores
son ortogonales entre si. Conociendo las normas, podemos afinar un poco maés la condiciéon de
ortogonalidad exigiendo que los vectores de la base sean ademdas de norma igual a uno.

Definicién 3.12. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo.
a) Un vector u € V' se dice unitario si ||ul| = 1.

b) Una base B se dice ortonormal si es ortogonal y sus vectores son unitarios.

Al conjunto de todos los vectores unitarios se le llama esfera unidad.

Aunque en principio puede parecer que se ha anadido mucha dificultad al concepto de base
ortogonal requiriendo que sus vectores sean unitarios, esto no es asi. Observemos que si u € V es
no nulo, entonces
1

]

u = M =
fll —

luego una forma de hacer a un vector no nulo unitario es dividirlo por su norma.

Ml

]

Proposicion 3.13. Todo espacio vectorial euclideo admite bases ortonormales.

Demostracion. Del Teorema de Sylvester se deduce que existe una base ortogonal de V. Como todos
los vectores de la base son no nulos, al dividirlos por sus respectivas normas se hacen unitarios. Al
multiplicar un vector no nulo por un escalar no varia su ortogonalidad con otros vectores, y por
tanto la base asi obtenida es ortonormal. O

El siguiente resultado pretende demostrar que trabajar en una base ortonormal facilita en gran
medida el trabajo en un espacio vectorial euclideo, ya que el producto escalar adopta una matriz
muy sencilla respecto de las bases ortonormales: si B es una base ortonormal de (V, g), entonces
M(g,B) = I,, ya que por ser B ortogonal la matriz es diagonal y por ser de vectores unitarios, los
elementos de la diagonal son todos unos.

Proposicién 3.14. Sea B = {e,...,e,} una base ortonormal de un esp. vect. euclideo (V,g).
a) Dados u,v € V con coordenadas Cg(u) = (uy,...,u,) y Cp(v) = (v1,...,v,) en la base B,
g(u,v) = ugvy + UV + . .. + UpUy.

b) Dado u € V, las coordenadas de u en la base B de u estdn dadas por

Cr(u) = (g(u,e1),...,9(u,en)).

Demostracion. Se deja como ejercicio. O

Como es bien sabido, trabajar en coordenadas es util para pasar el problema que tengamos un
espacio vectorial a un problema en R". Si adicionalmente trabajamos con una base ortonormal en
un espacio vectorial euclideo, la proposicién nos dice que podemos trabajar también como si el
producto escalar fuera el de R™. En la siguiente seccién precisaremos mas esta idea, probando que
todo espacio vectorial euclideo es isométrico a R™ con el producto escalar usal.
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Cambio de bases ortonormales

Sean B y B’ dos bases ortonormales de un espacio vectorial euclideo (V,g). Entonces, M(g,B) =
M(g,B’) = I,, luego si P = M (B’ — B) es la matriz del cambio de base, se tiene la relacién entre
las matrices del producto escalar P - M(g,B) - P* = M(g,B’) y, por tanto,

P-P'=1,.

Definicién 3.15. Diremos que una matriz P € M, (R) es una matriz ortogonal cuando P-P' = T,,.
Denotaremos por O(n) el conjunto de todas las matrices ortogonales de orden n.

Recordemos algunas propiedades de las matrices ortogonales:

1. Si una matriz es ortogonal, su determinante sélo puede tomar los valores 1 y —1. No es cierto
que toda matriz con determinante 1 6 —1 sea una matriz ortogonal.

2. Para cada n € N, el conjunto O(n) es un grupo junto con el producto de matrices.

3. Sea B una base ortonormal de (V,g). Entonces otra base B’ es ortonormal si, y sélo si, la
matriz del cambio de base M (B — B’) es ortogonal.

Para probar esto, notemos que la implicacién hacia la derecha es la definicién de matriz
ortogonal. Hacia la izquierda, sea A = M(B — B’)~!, que es también ortogonal. Entonces
M(g,B')=A-M(g,B)- At = A- A' = I,,, ya que M(g,B) = I,,, luego B’ es ortonormal.

Esto demuestra que las matrices ortogonales coinciden con las matrices de cambio de base entre
bases ortonormales, lo que nos da otra forma de verlas.

Ortogonalizacion de bases

El siguiente paso es obtener bases ortonormales, y lo haremos a partir de bases conocidas, modi-
ficandolas hasta conseguir hacerlas ortonormales, aunque guardando cierta relaciéon con la base de
partida.

Lema 3.16. Sea S = {uq,...,ur} un subconjunto de vectores de un espacio vectorial euclideo. Si
cualesquiera dos vectores distintos de S son ortogonales, entonces S es linealmente independiente

Demostracion. Sabemos que g(u;,u;) = 0 para cualesquiera 4,j € {1,...,n} distintos. Entonces,
dada una combinacién lineal de ellos ayuq +. . . +a,u, = 0y, multiplicando escalarmente por cada
u;, queda

glarur + ... + apun,u;) = g(0,u;) =0

luego arg(ur,u;) + ... + ang(un,u;) = 0y, por tanto, a;g(u;,u;) = a;llu;l|> = 0y de aqui que
a; = 0 ya que si u; = 0 los vectores iniciales no serian linealmente independientes. O

Este lema nos da un método para conseguir una base ortogonal mediante el siguiente método:

1° Tomamos un vector u; no nulo.

2° Calculamos un vector no nulo ortogonal u; y lo llamamos ug
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3° Calculamos un vector no nulo ortogonal u; y a ug y lo llamamos us.

4° Repetimos el proceso hasta obtener tener tantos vectores como la dimensién del espacio y, si
queremos una base ortonormal, dividimos todos los vectores por su norma.

Algunos interrogantes surgen: jsiempre quedaran vectores para ir completando la base? ;jes com-

& &
plicado elegir un vector conocidos los anteriores? Una manera de resolver esta cuestion es utilizar
el siguiente resultado.

3.17. Teorema de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Sea (V, ¢g) un espacio vectorial euclideo
y B ={e1,...,e,} una base (cualquiera) de V. Entonces, el conjunto B’ = {ef,...,e),} dado por

Z glex,e Z ¢
T2 Gis
2 el
verifica las siguientes dos propiedades.
a) B’ es una base ortogonal.

b) Para cada k € {1,...,n} se cumple que L({e],...,e,}) = L({e1, ..., ex}).

Demostracion. Construyamos la nueva base B’ = {e],... e/} aplicando un proceso de induccién
finita. Como €] tomamos el propio e; y evidentemente se cumple que L({e}}) = L({e1}). Su-
pongamos que hemos definido ef,...,e},_;, con 1 < k < n, ortogonales dos a dos, verificando
L({e},....e,._1}) = L({e1,...,ex—1}), y calculemos €.

Para que se cumpla que L({e},...,e.}) = L({e1,...,ex}) ¥, dada la hipétesis de induccién,

impondremos que el nuevo vector sea de la forma e), = ey —ase} —...—ag_1€},_;, luego, imponiendo
que e}, debe ser ortogonal a e para cada ¢ € {1,...,k — 1}, tenemos
/ / / /
g(elmei) =0 = g(ek — e — ... T Qg 1ek 15 € z) =0 = g(ek7 z) - alg( €5 z) = 07
donde hemos hecho uso de que €], ..., e}._; son ortogonales entre si. Despejando «;,

a; = g(ekv ;) _ g<€kve;)

gleier)  lleill

Por tanto, obtenemos la expresién del enunciado para el vector e}, y puede comprobarse que puede
comprobarse da una base ortogonal de V. O

El mismo teorema da la construccién de una base que satisface el enunciado.

9(62761) gen’ g\€n, €;) /}

{el,eg,...,en}—>{el,eg—”/”2 - R e;

Es importante darse cuenta de que la base va construyéndose sobre si misma de una forma inducti-
va: para cada vector nuevo que se calcula hace falta usar los que han sido previamente calculados.
Como ya hemos dicho, para obtener la base ortonormal, es suficiente dividir cada vector por su
norma. Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 3.18. En R3 con el producto escalar usual, consideremos la base B = {u1, u2,u3}, donde
up = (1,1,0), ug = (0,1,1) y ug = (1,—1,1). Vamos a aplicar el proceso de Gram-Schmidt para
obtener una base ortogonal {u},u}, us}. Tenemos que

uy =u; = (1,1,0),

(ug, uh) _
ulhy = uy — 7IIU’1|\; uy=(0,1,1) - 3(1,1,0) = (3, L,1),
<U3, ) > <’LL3, uf > —
wy =y = g = Sl - (L1 =0 (110} 10+ (5.4,1) = (L -1
1 2

(observemos que ug ya era ortogonal a uy y ug y por eso uj = ug). Por tanto, si queremos una base
ortonormal, dividimos cada vector por su norma y obtenemos

11 9 -1 1 2 111
\/57 \/i’ ) \/6’ 6 Y \/6 Y \/g’ \/g? \/g N
Otra consecuencia que responde a una de las preguntas arriba indicadas es la siguiente.

Corolario 3.19. Sea {ei,...,ex} un conjunto ortonormal de vectores de un espacio vectorial
euclideo (V,g). Entonces, puede extenderse a una base ortonormal de (V, g).

Demostracion. Se deja como ejercicio. O

3.1.3. Subespacios ortogonales

Como vefamos en el tema anterior, dado un subconjunto S de un espacio vectorial euclideo (V, g),
podemos definir otro subconjunto, el de los vectores ortogonales a todos los de S, como

St={ueV:g(uv)=0 YvecS}

Aunque se puede definir para una métrica en general, cuando tenemos un producto escalar, esta
construccién cumple las siguientes propiedades (serfa interesante ver cudles de ellas permanecen
ciertas con una métrica cualquiera):

1. S+ es siempre un subespacio vectorial de V.
2. St =L(9)*.
3. St =L(9).

Proposicién 3.20. Sea U un subespacio vectorial de un espacio vectorial euclideo (V, g). Entonces,
V=UesU".

En consecuencia, diim(U) + dim(U+) = dim(V).

Demostracion. Hemos de comprobar que U NU+ = {0} y que U + U+ =V

a) Siu € UNU™L, entonces u es ortogonal a si mismo, luego g(u,u) = 0 y, por tanto, u = 0.
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b) Sea k = dim(U) y {ei,...er} una base ortogonal de U. Entonces se puede completar, me-
diante el proceso de Gram-Schmidt, a una base {ej,...,e,} ortogonal de V. Pero por la
ortogonalidad de ésta, {exs1,...,e,} C UL luego dim(U+L) > n — k. Por otro lado, apli-
cando la férmula de las dimensiones y dado que la interseccion de los dos subespacios es
trivial, dim(U + U+) = dim(U) + dim(U%), luego dim(U) + dim(U+) < n y por tanto
dim(U1) < n — k. En consecuencia, dim(Ut) = n — k y dim(U + Ut) = n con lo que
U+U+=V. O

Para terminar, definiremos dos tipos de aplicaciones importantes en la geometria vectorial euclidea.

Proyeccién ortogonal

Visto que dado un subespacio U de un espacio vectorial euclideo (V, g), se tiene que V =U @ U+,
cualquier v € V se escribe de forma tinica como u = v +w con v € U y w € U+. Definimos la
proyeccién ortogonal del vector u sobre el subespacio U como el vector v.

Obtenemos asi la aplicacién Py : V — V, donde Py (u) es la proyeccién ortogonal de u sobre U.
Puede comprobarse que se verifican las siguientes propiedades:

1. Py es una aplicacién lineal.

2. Img(Py) =U y N(Py) =U~.

3. Py(v) = v para cualquier v € U.
4. Pyo Py = Py.

5. Py(v) + Py (v) = v para cualquier v € V.

De estas propiedades se deduce inmediatamente la siguiente expresion de la proyeccién ortogonal
respecto de una base ortonormal {eq, ..., e} del subespacio U:

Py(u) = g(u,er)er + ...+ g(u, ex)ex.

Simetria ortogonal

De forma andloga al caso de la proyeccién ortogonal, dado un subespacio U en un espacio euclideo
(V,g), tenemos que V = U @ U™, luego cada u € V se escribe de forma tinica como u = v 4w con
v €U y w € Ut. Definimos la simetria ortogonal del vector u respecto del subespacio U como el
vector v — w.

Obtenemos asf la aplicacién simetria ortogonal Sy : V' — V donde Sy () es la simetria ortogonal
de x sobre U. Pueden comprobarse las siguientes propiedades de la simetria ortogonal:

1. Sy es una automorfismo de V.
2. Img(Sy) =V y N(Sv) = {0}.

3. Sy(v) = v para cualquier v € U.
4. Sy oSy =1y.

5. Sy(v) +v = 2Py (v) para cualquier v € V.
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Dada una base ortogonal {ey,...,ex} de U, podemos extenderla a una base ortogonal {ej,...,e,}
de V (donde eg1,...,e, es una base ortogonal de U+. Entonces, para cualquier v € V,
Su(u) = g(u,er)er + ...+ g(u,ex)ex — g(u, ext1)ept1 — ... — g(u, en)eq.

3.2. Un tipo especial de diagonalizacién

Diagonalizar un endomorfismo es, por definiciéon, encontrar una base en la que la matriz del endo-
morfismo en diagonal. La diagonalizacién por congruencia es un tipo especial de diagonalizacion en
la que se puede encontrar dicha base que sea ortonormal respecto de un producto escalar prefijado.
Como es sabido, no todo endomorfismo es diagonalizable y, de la misma forma, dado un producto
escalar, no todo endomorfismo diagonalizable sera diagonalizable por congruencia.

Recordemos algunos conceptos de diagonalizacién antes de entrar en mas detalle. Sea V' un espacio
vectorial y f : V' — V un endomorfismo.

= Un valor propio de f es un nimero A € R tal que V), = N(f — Aly) # {0}. Al subespacio
vectorial V) se le llama subespacio propio asociado a A y a sus elementos vectores propios
asociados a A.

» El polinomio caracteristico de f estd dado por p(A) = det(A — Al,,), donde A es la matriz de
f en alguna base (no depende de la base) y sus raices reales son los valores propios de f.

= Vectores propios asociados a distintos valores propios son linealmente independientes.

= La multiplicidad algebraica de un valor propio es la multiplicidad de este como raiz del
polinomio caracteristico y la multiplicidad geométrica es la dimensiéon de sus subespacio
propio. Un endomorfismo es diagonalizable si, y sélo si, su polinomio caracteristico tiene
todas sus raices reales y la muliplicidad algebraica de cada una de ellas coincide! con la
multiplicidad geométrica.

= Una matriz A € M, se dice diagonalizable cuando la aplicacién lineal f : R™ — R"™ definida
por f(x) = x - A es diagonalizable. Se cumple que un endomorfismo es diagonalizable si, y
s6lo si, la matriz de éste en una base (cualquiera) es diagonalizable.

Nota 3.21. Aqui nos vamos a restringir (como ya sabemos) a espacios vectoriales sobre el cuer-
po de los nimeros reales, porque es suficiente para nuestros propodsitos debido a su naturaleza
geométrica . No obstante, esta teoria es mucho mas rica cuando se trabajan con espacios vectoria-
les sobre los nimeros complejos C debido al siguiente resultado, cuya demostracion se escapa de
los objetivos de este libro y es independiente de todo lo que desarrollaremos a partir de él.

3.22. Teorema fundamental del dlgebra. Todo polinomio P(z) € C[xz] se factoriza completa-
mente en C[z], es decir, existen ¢g, a1, ...,a, € C, donde n es el grado de P(z), tales que
Px)=cy(z —aq)(x —az) (. —ay)

Como consecuencia, observemos que si P(z) € R[z] es un polinomio con coeficientes reales,
entonces también puede verse como polinomio con coeficientes complejos. Ademaés, si a cumple

1La multiplicidad algebraica de un valor propio siempre es mayor o igual que la geométrica.
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P(a) = 0, entonces su conjugado & también cumple P(&) = 0 (se deja como ejercicio demostrarlo).
En consecuencia, las raices de P(z) o bien son reales o bien van en parejas de raices complejas
conjugadas. Por otro lado, observemos que (r — a)(z — @) = 22 — 2Re(a)x + |a|?, 1o que nos da
la forma de hallar dicho polinomio de grado 2 que representa a la pareja de raices conjugadas.

3.2.1. Diagonalizacién por congruencia

En lo que sigue, sea (V, g) un espacio vectorial euclideo y denotemos n = dim(V'). Vamos a aplicar
en este apartado la parte métrica para lograr un tipo especial de diagonalizacién como ya hemos
anunciado.

Definicién 3.23. Diremos que un endomorfismo f : V. — V es diagonalizable por congruencia
cuando exista una base ortonormal B de V tal que M(f,B) sea diagonal.

Vamos a definir un tipo de endomorfismo que, a posteriori, va a ser diagonalizable por congruencia:
el endomorfismo autoadjunto. Antes de nada pensemos qué hace falta para que un endomorfismo
sea diagonalizable por congruencia: primero, que sea diagonalizable obviamente y, segundo, para
poder tomar la base ortonormal de valores propios, sus subespacios propios han de ser ortogonales.

Definicién 3.24. Sean (V, g) un espacio vectorial euclideo y f : V. — V un endomorfismo. Diremos
que f es autoadjunto cuando

9(f(u),v) = g(u, f(v))

para cualesquiera u,v € V.

Para caracterizar si un automorfismo es autoadjunto, vamos a desarrollar la férmula de la de-
finicién. Para ello, sea B una base cualquiera de V' y sean G = M(g,B) y A = M(f,B). Dados
u,v € V, llamemos X e Y, respectivamente, a sus coordenadas en la base B como vectores fila,
luego las coordenadas de f(u) son X A y las de f(v) son Y A. Por tanto,

9(f(w),v) = (XA)GY" = X(AG)Y"
glu, f(v)) = XG(Y A)' = X(GA)Y"

y, si la igualdad se da para cualesquiera u,v € V, entonces ha de ser AG = GA!. Esto prue-
ba el siguiente resultado, que nos permite comprobar de forma sencilla si un operador es o no
autoadjunto.

Lema 3.25. Sea f : V — V un endomorfismo y B una base de V, y denotemos G = M(g,B) y
A= M(f,B).

a) El endomorfismo f es autoadjunto si, y sélo si, AG = GA®L.

b) SiB es ortonormal, f es autoadjunto si, y sdlo si, A es simétrica.

Otra consecuencia es que los vectores propios asociados a valores propios distintos no son sélo
linealmente independientes sino que ademas son ortogonales, lo que demuestra que si un endomor-
fismo autoadjunto es diagonalizable también lo es por congruencia.
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Lema 3.26. Dos subespacios propios distintos de un endomorfismo autoadjunto son ortogonales.

Demostracion. Supongamos que u y v son dos vectores propios asociados a valores propios A\ y p,
respectivamente, de un endomorfismo autoadjunto f. Por tanto,

A-g(u,v) = g(Au,v) = g(f(u),v) = g(u, f(v)) = g(u, w) = p - g(u,v)

luego (A — p)g(u,v) = 0. Si A # u, entonces g(u,v) = 0. O
El resultado més profundo de este capitulo y que vamos a demostrar enseguida es el siguiente.

Teorema 3.27. Sea f: V — V un endomorfismo autoadjunto. Entonces, f es diagonalizable por
congruencia.

Corolario 3.28. Si A € M, (R) es simétrica, existe P € O(n) tal que P - A - P! es diagonal.

Demostracion. Si A es simétrica, entonces A = A’. Definimos f : R™ — R" de forma que f(z) = Az
con A = M(f,B) donde B es una base ortonormal. Por tanto, M ({-,-),B) = I,, y f es autoadjunto,
luego es diagonalizable por congruencia, y existe B’ base ortonormal de V' tal que D = M (f,B’)
es diagonal, luego P~'AP = D donde P = M (B’ — B) € O(n) por ser B y B’ ortonormales. Por
consiguiente, P~ = P* y se tiene el enunciado. O

Observemos que, en la situacién del corolario, si tomamos @Q = P~! = Pt se cumple que Q € O(n)
yQt-A-Q=P-A- P! es diagonal, luego no es esencialmente importante en qué lado de A se
encuentra la traspuesta, pues podemos pasar de uno a otro facilmente.

Primera demostraciéon del teorema 3.27 (usando el Teorema fundamental del dlgebra)

Esta primera demostraciéon del teorema es la que se vera en clase, que se basa en la demostracién
que puede encontrarse en el libro de Merino y Santos [MS, pp.212-213]. Como puede verse, el
inconveniente es que hay que usar el Teorema fundamental del dlgebra que, aunque es sencillo de
enunciar, no es nada facil de probar y requiere técnicas de anélisis de variable compleja.

Supongamos que A = a + ¢b es una raiz del polinomio caracteristico de un endomorfismo f :
V. — V con a,b € R . Esto quiere decir que si A es la matriz de f en alguna base, entonces
det(A — (a + bi)I,) = 0. Entonces, existe un vector w € C™ no nulo con coeficientes complejos tal
que (A — (a+bi)I,)w = 0 (este es el tinico paso dificil), es decir, Aw = (a + bi)w. Ahora podemos
escribir w = x + iy, donde z,y € R™ no son ambos nulos, y tenemos que

Az +iAy = A(z +1y) = Aw = (a + bi)w = (a + bi)(z + iy) = (ax — by) + i(ay + bx)
con lo que finalmente deducimos que Az = ax — by y Ay = ay + bx.

Lema 3.29. Las raices del polinomio caracteristico de un endomorfismo autoadjunto son reales.

Demostracion. Supongamos que A = a+1b, donde a, b € R, es una raiz del polinomio caracteristico
y probemos que b = (0. Usando lo que hemos probado antes del enunciado, tenemos que existen
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vectores z,y € V no ambos nulos y tales que f(z) = ax — by y f(y) = ay + bz. Falta usar que f
es autoadjunto, con lo que

a-g(z,y) —b-g(y,y) = g9(f(x),y) = g(x, f(y) =a-g(z,y) +b-g(z,)

De aqui tenemos que b(||z||?+||y||*>) = 0, pero z e y no son simultdneamente nulos, luego b = 0. [
Con esto ya podemos probar el teorema buscado.

Demostracion del teorema 3.27. Sea f : V — V un endomorfismo autoadjunto y denotemos por
A1,..., A\ a los valores propios de f, que son reales y apareceran con distintas multiplicidades.
Consideremos ademas U = V), @ --- @ V), que es un subespacio de V. Si U = V, entonces f
es diagonalizable y, por tanto, diagonalizable por congruencia. Si U # V', vamos a llegar a una
contradiccién y el teorema estara probado.

Si U # V, entonces U+ # {0}y f(UL) CU* yaque f(U) CU y f es autoadjunto. Por tanto, f
induce un endomorfismo autoadjunto fiy. : U L = U*' y el lema nos asegura que todos sus valores
propios son reales luego tendrd, al menos, un vector propio v # 0 asociado a cierto valor propio
real A, pero es obvio que los valores propios de fj;;+ también lo son de f luego v € U, lo cual es
una contradiccién. O

El lema nos dice mucho mas pues prueba que toda matriz simétrica tiene sus valores propios
reales. Esto se puede aplicar para clasificar una métrica en términos de los valores propios de la
matriz de la misma (en alguna base).

Corolario 3.30. Sea V' un espacio vectorial y b una métrica sobre V. Dada una base B de V,
consideremos G = M (b,B). Entonces,
a) La nulidad de b es la multiplicidad del cero como valor propio de G.

b) La signatura de b es el nimero de valores propios negativos de G (con multiplicidad).

Segunda demostracién del teorema 3.27 (usando cédlculo en varias variables)

Esta seccién no aporta nada nuevo a la teoria que estamos desarrollando, simplemente es una
demostraciéon que no usa el Teorema fundamental del dlgebra y, aunque en principio puede parecer
mas compleja, los resultados en los que se basa son mas simples y los recogemos en el siguiente
lema. Quien no esté interesado en la demostracién, que pase directamente a la siguiente seccién.
Lema 3.31. Consideremos R™ como espacio vectorial, entonces

1. Toda aplicacion lineal es una aplicacion diferenciable.

2. El producto escalar es una aplicacion diferenciable.

3. Toda aplicacién continua definida sobre un compacto® de R"™ que toma valores reales, alcanza
sobre dicho compacto su mdximo y su minimo absolutos (propiedad de compacidad).

2Un subconjunto K C R" se dice compacto si es cerrado y acotado. Equivalentemente, cuando cualquier sucesién
de puntos de K tiene una parcial que converge a un punto de K.
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En el caso de tener un espacio vectorial V' de dimensién n, podemos considerar el isomorfismo
dado por las coordenadas en una base B cualquiera Cp : V' — V. Entonces, pasando por las coor-
denadas, podemos hablar de funciones continuas y diferenciables en V' y subconjuntos compactos.
Asi tenemos que cualquier aplicacion lineal o producto escalar en V es diferenciable y la esfera
vectorial es compacta. Con esto ya podemos abordar la demostracion.

Demostracion del teorema 3.27. Procedamos por induccién sobre la dimensién n del espacio. Para
n = 1, es trivial puesto que toda matriz de dimensién 1 es diagonal. Supongamos que cierto que
todo endomorfismo autoadjunto g : W — W, donde W es cualquier espacio vectorial de dimensién
n — 1, es diagonalizable por congruencia.

Si ahora V es de dimensién n, sea B = {ey, ..., e, } una base ortonormal de V'y A = M(f,B) que
es simétrica por ser f autoadjunto. Consideremos la esfera vectorial de V., S = {v € V : ||v|| = 1},
que es un subconjunto compacto de V. Definimos

v:S=R:v (v, f(v))

que, segun el Lema 3.31 es continua, luego v alcanza su minimo absoluto, esto es, existe v € S tal
que y(v) < ~vy(u) para cualquier u € S. Tomemos w € S tal que g(v,w) y definamos una nueva
aplicacion

a:R—=V:t— cos(t)v + sen(t)w

Entonces, es inmediato que a(0) = v y ¢/(0) = w. Ademds,
(a(t),a(t)) = (v,v) cos®(t) + 2 (v, w) sen(t) cos(t) + (w,w) sen?(t) = 1

ya que (v,v) = (w,w) =1y (v,w) =0, luego a(t) € S, para todo t € R. Por consiguiente, podemos
aplicarle v con lo que queda vy(a(0)) < vy(a(t)) Vt € R. Llamando 8 = yo o : R — R, tenemos
B(0) < B(t) para todo t € R. Por otro lado, trabajando en coordenadas en una base ortonormal, y
tomando X e Y como los vectores columna coordenadas de v y w, y A la matriz de f en esta base
(que es simétrica),

B(t) = g(a(t), f(a(t)) = (cos(t) X +sen(t)Y )" A(cos(t) X + sen(t)Y)
= (cos(t) X" + sen(t)Y") A(cos(t) X + sen(t)Y)
= cos?(t) X AX + 2cos(t) sen(t) XTAY + sen?(t)Y'AY.

Derivando respecto de t,
B'(t) = 2cos®(t) X AY + 2sen(t) cos(t)(YTAY — XTAX) — 2sen?(t) X AY,

y obtenemos que 3'(0) = 2X*AY = 2g(v, f(w)) = 0, puesto que 3 alcanza en ¢t = 0 su minimo
absoluto y es derivable.

En consecuencia, como f es autoadjunto, g(f(v),w) = 0. Pero esto ocurre para cada w € S
ortogonal a v y por tanto, existe A € R tal que f(v) = Av. Podemos encontrar asi e; € V unitario
y vector propio. Si tomamos W = L({e;})* y u € W, entonces

(f(u),e1) = (u, f(e1)) = Au,e1) =0,

con lo que f(u) € W. Hemos demostrado que fjy : W — W es un endomorfismo y por tanto
puede aplicdrsele la hip6tesis de induccidn, con lo que existen {es, ..., e,} base ortonormal de W
de vectores propios. Por consiguiente {eq, ..., e, } es la base buscada. O
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3.3. Isometrias

Definicién 3.32. Sean (V,g) y (W,g') dos espacios vectoriales euclideos. Diremos que una apli-
cacion lineal f:V — W es una isometria cuando sea biyectiva y conserve el producto escalar, es
decir, para cualesquiera u,v € V, se cumpla que

g9'(f(u), f(v) = g(u,v).

En tal caso, diremos que los espacios (V,g) y (W, g’) son isométricos.

Nota 3.33. La condicién de que sea biyectiva es simplemente para asegurar que los espacios V' y
W tengan la misma dimensién. El simple hecho de que conserve el producto escalar nos asegura
que la aplicacién es inyectiva.

En efecto, si f conserva el producto escalar y tomamos v € N(f), entonces ¢'(f(u), f(u)) = 0
luego g(u,u) =0, lo que nos dice que u = 0, y hemos probado que N(f) = {0}.

Observemos que el hecho de conservar el producto escalar hace que se conserve todo lo definido a
partir de él: la norma, el angulo de dos vectores, la ortogonalidad de vectores y subespacios, etc. En
particular, dado un subespacio U C V'y f : V — V una isometria, se cample que f(U+) = f(U)*,
como puede demostrarse facilmente.

Lema 3.34. Sean (V, g) un espacio vectorial euclideo y f : V — V es una aplicacion lineal. Dada
una base B de V, definimos A= M(f,B) y G = M(g,B). Entonces, [ es isometria si, y sélo si,

AGA' = G.

Demostracion. Observemos en primer lugar que si u,v € V tienen por coordenadas los vectores
fila X e Y, respectivamente, entonces ¢'(f(u), f(v)) = g(u,v) implica que (XA)G(Y A)* = XGY?,
es decir, X(AGA")Y* = XGY" pero, como ha de cumplirse para cualesquiera X,Y € R", esto es
equivalente a AGA?! = G. ]

Como consecuencia, en el caso de que B sea ortonormal, basta comprobar que A € O(n) ya que
M(g,B) = I,,. Vamos a ver que precisamente las bases ortonormales nos permiten probar que todos
los espacios vectoriales euclideos son como R™ con el producto escalar usual (-, -).

Proposicién 3.35. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo de dimensidn n.
a) (V,g) es isométrico a (R™,(-,-)).

b) Si denotamos por Iso(V, g) al grupo de endomorfismos isométricos de (V,g), entonces Iso(V')
es un grupo junto con la composicion, isomorfo al grupo ortogonal O(n).

Demostracion. Consideremos una base ortonormal B = {e,...,e,} de (V,g) y la aplicacién
coordenadas Cp : V. — R™, que es un isomorfismo de espacios vectoriales. Si probamos que
conserva el producto escalar, tendremos el apartado (a). Dados u,v € V, podemos expresar
u=uie;+...+une, yU =vie1+...4+0,€,, conlo que Cp(u) = (u1,...,un)y Cp(v) = (v1,...,0p).
De aqui que

g(u,v) = uvr + ... + upv, = (Cy(u), Cp(v)),



3.3. Isometrias 19

y, en consecuencia, Cp conserva el producto escalar.

Para probar (b), en primer lugar hay que ver que efectivamente Iso(V, g) es un grupo, lo cual
se deja como ejercicio. Para obtener un isomorfismo ® : Iso(V,g) — O(n) utilizamos también la
base ortonormal B, definiendo ®(f) = M (f,B)!. Que la aplicacién asi definida es un isomorfismo
es consecuencia de que M (f1o fo, B)t = M(f1,B) - M(f2,B)! y de que M(f~1,B)! = (M(f,B)~ 1)
para cualesquiera f, f1, fo € Iso(V, g). O

Notemos que hemos definido el isomorfismo como ®(f) = M(f,B)*. Si no hubiéramos traspuesto
la matriz, esta aplicacién no conserva el producto de ambos grupos sino que “invierte el orden de
los factores” y, como el producto de matrices no es conmutativo, se estropea el isomorfismo. Una
interpretacién de trasponer las matrices es que cuando se trabaja por columnas, la matriz de f
en una base es la traspuesta de la que sale al trabajar por filas, luego si hubiéramos operado por
columnas, este problema no habria aparecido.

Volviendo al resultado, nos dice algo que ya habiamos comentado: al igual que se toman coorde-
nadas en una base arbitraria para trabajar en R", cuando tenemos un producto escalar podemos
tomar como base una ortonormal y también se trasladan las propiedades de la métrica a R™ y, lo
que es nuevo, las isometrias también se conservan.

Otra consecuencia del resultado anterior es que toda isometria f tiene determinante 1 6 —1, ya
que la matriz de f en una base ortonormal es ortogonal. Esto nos permite clasificar las isometrias
en dos grandes familias.

Definicién 3.36. Diremos que una isometria f : V. — V es directa cuando det(M(f,B)) = 1,
para cierta base ortonormal B y diremos que es inversa si det(M(f,B)) = —1.

Observemos que no es realmente necesario trabajar en una base ortonormal para estudiar si una
isometria es directa o inversa: si lo hacemos en una base cualquiera, entonces serd directa cuando el
determinante de la matriz en esa base sea positivo e inversa si es negativo. Esto se corresponde con
que las isometrias directas son las que conservan la orientacion mientras que las inversas invierten
la orientacion. Para méas detalles sobre este tema, puede consultarse el apéndice A.

Como consecuencia, si componemos dos isometrias directas o dos isometrias inversas, obtendremos
una directa y, si componemos una isometria directa con una inversa (o viceversa), obtendremos
una inversa. Por decirlo de algiin modo, ocurre como con la regla de los signos para el producto.

3.3.1. Estructura de las isometrias

Conocer la estructura de las isometrias de un espacio vectorial euclideo no es més que clasificarlas,
esto es, decir de qué forma son todas ellas, y ese serd nuestro objetivo en esta seccion. A partir de
la potente herramienta que supone la diagonalizacién de un endomorfismo, podremos saber cémo
se comporta una isometria con respecto a algunos subespacios especiales.

Por tanto, empezaremos por ver como pueden ser los valores propios de las isometrias.

Lema 3.37. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. Si f : V — V es una isometria y A € R es
un valor propio de f, entonces A2 = 1.

Demostracion. Si A € R es un valor propio de f, entonces dado u # 0 vector propio asociado a A,
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como f es una isometria g(f(u), f(u)) = g(Au, Au) = g(u,u), pero g(Au, Au) = A2g(u,u), de donde
A2 =1 ya que u # 0. Por tanto, o bien A = 1 o bien A = —1. O

Vista la restricciéon que tienen los valores propios, no nos sera dificil clasificar las isometrias sobre
un espacio de dimensién 2, un plano vectorial (nuestro caso base para un espacio n-dimensional).
Como hemos visto en la Proposicion 3.35, escogiendo una base ortonormal y tomando coordenadas,
podemos suponer que estamos trabajando en R™ con el producto escalar usual, donde la base usual
B, es ortonormal. Veamos algunos ejemplos antes de entrar en el resultado final.

Ejemplos 3.38. Considermos (R2, (-,-)) el plano euclideo con el producto escalar usual y B, la
base usual.

1. Dado ¥ € R, consideremos la aplicacién f : R? — R? definida por

M(f,B,) = ( cos sen19>.

—send cost

Se deja como ejercicio ver que estamos ante una isometria. Consideremos un vector unitario
de la forma x = (cos @, sen @) para cierto a € R. Entonces,

f(z) = (cos ¥ cos a — sen ¥ sen a, sen ¥ cos a + cos ¥ sen o) = (cos(V + ), sen(d + «)),

lo que nos dice que hemos girado el vector x un angulo 9. En consecuencia, a la aplicacién f
la llamaremos rotacién de dngulo ¥ (en el sentido antihorario).

Observemos que para ¥ = 0, la aplicacién es la identidad (girar un dngulo nulo es no hacer
ningdn movimiento) y, para ¢ = 7, es la opuesta de la identidad, y lo que tenemos en una
simetria central.

2. Dada una base ortonormal B de R?, definamos ahora la aplicacién f : R? — R? mediante

M(f,B) = ((1) _01)

En otras palabras, si B = {ej, e}, entonces f(e1) = e1 y f(ea) = —ea. Esta aplicacion es
una simetria vectorial ya que f o f = 1g2. El subespacio U generado por e; queda invariante
luego la llamaremos simetria axial respecto de U.

Lo que puede parecer sorprendente es que no hay mas isometrias que las que hemos descrito.

Proposicién 3.39 (Estructura de las isometrias del plano). Sea f : R? — R? una iso-
metria respecto al producto escalar usual. Entonces ocurre una (y solo una) de las siguientes dos
situaciones:

s f es una rotacion de un cierto dngulo ¥ € R.

= f es una simetria axial respecto de cierta recta vectorial.

Demostracion. Dado que f es una isometria respecto del producto escalar usual, se cumple que
A= M(f,B,) € O(2) luego det(A)? = 1. Escribamos

(0

y distingamos casos segun el signo de det(A) = ad — be.
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a) Si ad — bc = —1, el polinomio caracteristico de A estd dado por

=X~ XNa+d)+ad—bc=X\—-T\—1,

donde T es la traza de A. Los valores propios de f son (T'++v/T? 4 4)/2, que son dos nimeros
reales distintos y, por el Lema 3.37, han de ser 1 y —1. Asi, no queda mas remedio que los
subespacios propios V7 y V_; estén generados por sendos vectores propios unitarios e; y es,
respectivamente. Definiendo B = {ey, ea}, se cumple que f(e1) =e1 y f(e2) = —ea, luego

s = (5 ).

pero es que ey y e son ortogonales por ser f una isometria ya que g(er, ea) = g(f(e1), f(e2)) =
g(er,—ea) = —g(e1,eq), de donde g(er,e2) = 0. Deducimos que f es una simetria axial
respecto del subespacio V7.

b) Si det(A) =1, usando que AA* = I, llegamos a que
a?+v2=1
AAT =1, = (CC‘ Z) (Z 2) - <(1) ‘1)> — {2+d=1
ac+bd =0

De las dos primeras igualdades, deducimos que existen «,y € R tales que a = cosa, b = sen «,
¢ =cosvy y d=seny. Ahora la tercera ecuacién se escribe como

0 = ac+ bd = cosaseny — sen acosy = cos(y — ).

De aqui que @ = v+ 5 + 2km o bien o = v+ 37” + 2km y distinguimos, a su vez, dos subcasos:

i) Si a =+ 5 + 2km, entonces cosa = cos7y y cosa = —seny luego det(A) = — cos? o —
sen? a = —1, lo que nos lleva a una contradiccién.
i) Sia=~+ 37” + 2k7, entonces cos @ = — cos7y y cosa = seny luego, tomando ¥ = —,
cos?  send
A=M(f,B,) = ( sen ) cosﬂ) ‘ =

En el dltimo caso tenemos una rotacién que tiene la matriz que habiamos visto en el ejemplo
en la base usual. No obstante, si hubiéramos trabajado en otra base ortonormal de R? en la
demostracién, habriamos llegado exactamente a la misma expresion, quizds para otro dngulo 19’
distinto. Es de esperar que el angulo de la expresiéon matricial no dependa de la matriz, pero esto
podemos probarlo facilmente ya que la traza de la matriz de f es un invariante y, por tanto, 2 cos
es también un invariante. De aqui deducimos que ¥ no cambia al cambiar de base salvo multiplo de
27 (lo que era de esperar) o cambio de signo. Este cambio de signo se producird cuando la nueva
base en que expresamos la rotacién tenga orientacién distinta de la original.

Teorema 3.40 (Estructura de las isometrias). Sea f : R” — R™ una isometria respecto del
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producto escalar usual. Entonces, existe una base ortonormal B de R™ tal que

1

M(f,B)

M,y

M,

. . cost; sent;
donde para cada i € {1,...,k}, existe ¥; € R tal que M; = (_ send; cos ?91)

Demostracion. Consideremos los subespacios propios V7 y V_; de dimensiones 7 y s, respectiva-
mente. Como Z = Vi @ V_; es suma directa, tenemos que dim(Z) = r + s. Pero ademds esta
suma es ortogonal, luego si tomamos {ey,...,e.} vy {€,+1,...,es} bases ortonormales de V1 y V_q,
respectivamente, el conjunto {ey,...,€e.,€e,11,...,€5} es una base ortonormal de Z. Si Z =V, ya
hemos terminado, pues esta base es una base ortonormal de V' en la que la matriz de f toma la
forma del enunciado (sin bloques de la forma M;).

En el supuesto de que Z # V, es decir, dim(V) > r + s, tenemos que fz : Z — Z sigue siendo
una isometria, ya que f(Z) C Z vy, como Z+ # {0}, se cumple que f(Z+) C Z+ ya que, si x € Z+,
para cualquier y € Z se tiene que 0 = (z,y) = (f(x), f(y)), luego f(x) € Z+. Al ser f biyectiva,

fize: Z+ — 71 también es una isometria y (leL)_l = (f_l)lzL (lo denotaremos por flgﬂ)

Tomamos ahora h = fiz1 + ffZlL : Z+ — Z'. Entonces, para z,y € Z+,

(M), y) = (fl@)+ ' (=@),y) = (fl@)y)+{ " (2),y)
= (z,f'(y) + (z, f())
= (a,fy)+ () = (& h(y)

y h es autoadjunto luego diagonalizable por congruencia.

Por tanto, existen A € R y u € Z+ no nulo tales que Au = h(u) = f(u) + f~'(u) y, aplicando f
a esta igualdad, f(f(u)) +u = Af(u), esto es, f(f(u)) = Af(u) — u. Por consiguiente, f(f(u)) es
combinacién lineal de u y f(u).

Sea IT = L({u, f(u)}), que es un plano vectorial ya que u y f(u) son linealmente independientes y,
como consecuencia de lo antes visto, f(IT) C II, con lo que f(II) = II. Por tanto, de la Proposicién
3.39 aplicada a fjr, se deduce que existen {e,ys11,€r4s42} base ortonormal de Il y ¥; € R (no
miultiplo de 7) de forma que

M, = M(f\n, {erts+1, €rpstal}) = (— senv; cost

cos?;  sen 191>

(es decir, fii1 es una rotacién ya que no tiene vectores propios en II, pues en tal caso tendria que
existir z € II tal que f(z) = £2). Como quiera que IT C Z+, se tiene que {e1,..., e, 1542} es base
ortonormal de Z ¢ II.
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Si dim(V) > r + s + 2, tomemos ahora Zo = Z @ II. Con argumentos anédlogos a los anteriores
se demuestra que fiz, y f‘ n siguen siendo isometrias y que f no tiene vectores propios en Zj-.

Tomando ahora hy = f| z++ ffZlL, hs vuelve a ser autoadjunto y existen I, C Z5 plano vectorial,
2

{€rts+3,€rtsta} base ortonormal de IT y ¥2 € R (no miiltiplo de 7) para los que f(Ilp) =I5 y

—sendy cos Uy

cos U sen ¥
My = M(fim,, {€rts43;€rpsta}) = ( p 2) :

Dado que la dimensién de V' es finita, podemos repetir el proceso hasta que tengamos tantos
vectores como la dimension de V' y asi llegaremos a una base ortonormal

IB == {617 s €ry Crgly ey Crggy Ergst1y Crd 4200y Crgs42k—1, er+s+2k}7

donde dim(V) = r + s + 2k, en la que la matriz de f es como la del enunciado. O

Notemos que el teorema viene a decir que por cada valor propio 1 6 —1, hay un 1 6 —1 en
la matriz de la supuesta base ortonormal, esto es, las raices reales del polinomio caracteristico
del automorfismo f. Sin embargo, el automorfismo puede no tener tantos valores propios como
dicha dimensién, pero sabemos que el polinomio tiene exactamente tantas raices complejas como
dimensién del espacio, y las que no son reales estdn agrupadas de dos en dos (cada una con su
conjugada) de forma que el polinomio puede factorizarse como producto de polinomios reales de
grados 1 y 2. Los polinomios de grado 2 vienen a representar los planos que se van extrayendo en
cada paso de la demostracién.

Vamos a aplicar el resultado para ver cémo son todas las isometrias del espacio R3. Para dimen-
siones mayores se pueden obtener clasificaciones similares, s6lo que cada vez los casos van siendo
mas y mas numerosos.

Isometrias del espacio
Aplicando directamente el teorema de clasificacién para n = 3, nos encontramos con que si f :
R3 — R? es una isometria respecto del producto escalar usual, entonces existe una base ortonormal

B = {e1,ea,e3} en la que la matriz A = M(f,B) es de uno de los siguientes tipos:

a) Sino hay bloques del tipo M;, la matriz serd de uno de los siguientes cuatro tipos

100 10 0

Hhlo 1 of,i (o1 o0
001 00 —1

1 0 0 -1 0 0

i) (o -1 0, i) |0 -1 0
0 0 -1 0 0 -1

i) Si A = I3, entonces f es la aplicacién identidad.

ii) En este caso, f es una simetria vectorial respecto del subespacio L({e1,ez2}). Por tanto,
a este tipo de isometria la llamaremos simetria vectorial respecto de un plano o simetria
vectorial especular.

iii) En este otro caso, f es una simetria vectorial respecto del subespacio L({e; }). Por tanto,
este tipo de isometria se conoce como simetria vectorial respecto de una recta o simetria
vectorial axial.
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iv) Si A = —I3, entonces f es una simetria vectorial respecto del subespacio {0}. Por tanto,
también se denomina simetria vectorial respecto del origen o simetria vectorial central.

cost?  send
—sen?d cos?
es de alguno de los siguientes tipos

b) Si existe un bloque M; = ( ) con ¥ € R, entonces la matriz de la aplicacién

1 0 0 -1 0 0
i) {0 cos? senv |, i) [ O cos¥ sen?d
0 —sen?v cos? 0 —sentd cost

i) En el primer caso, como A = 1 es valor propio y dim(V;) = 1, hay una recta L({e;}) de
vectores fijos. Observemos también que si restringimos f al plano L({es, e3}), queda un
giro de dngulo ¥J. Por tanto, f se llama giro respecto del eje L({e1}).

ii) En el segundo caso, la isometria transforma cada vector de L(e;) en su opuesto como
si fuera una simetria respecto de L({e;})*. Ademéds, como en el caso anterior, hace un
giro de dngulo ¥ en el plano L({ez, e3}). Esta isometria es la que resulta de componer
la simetria y el giro.

Es interesante observar que los cuatro casos del apartado (a) estdn dentro de los dos del apartado
(b), justamente cuando ¥ es multiplo de 7. En consecuencia, los dos casos del apartado (b) recogen
todas las isometrias del espacio, siendo el primero el de las isometrias directas y el segundo el de
las inversas.

3.3.2. Formulacion y reconocimiento de isometrias

Nos planteamos ahora dos problemas muy comunes: el primero es formular una isometria, es decir,
hallar la expresion de una isometria que cumpla ciertas propiedades; el segundo es el reciproco,
esto es, dada una isometria, saber de qué tipo es.

En primer lugar, recordemos que en un espacio vectorial euclideo (V,g), si B es una base cual-
quiera, f es un endomorfismo y consideramos A = M(f,B) y G = M(g,B),

» f es una isometria respecto de g si, y sélo si, AGA! = G.
» Siempre se cumple que det(A) = £1 si f es isometria.

» La traza y el determinante de A no dependen de la eleccién de la base.

La formulacién de isometrias es el proceso mas sencillo: simplemente hay que encontrar una base
en la que sepamos bien cémo se comporta la aplicaciéon y después hacer un cambio de base si
nos interesa expresar el resultado en otra base distinta. Veamos cémo se hace a través de algunos
ejemplos.

Ejemplos 3.41.

1. Hallar la ecuacién de la simetria axial en R? respecto de la recta de ecuacién = — 2y = 0.

Observemos que un vector unitario contenido en la recta es uy = (%, %) y un vector que

forma con éste una base ortonormal es ug = (%, &—%) En la base B = {u,us}, la matriz de
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la simetria f que estamos buscando tiene una expresién muy sencilla, puesto que f(e1) = ey
y f(e2) = —eq. Calculando la matriz del cambio de base a la base usual M (B — B,), tenemos

M(f,B,) = M(B—B,)" - M(f,B)  M(B — B,)

2 1 2 1

(v ‘). (F 0. (v =1 (3 ¢
4 = 0 -1 e 5\4 -3)°
V5 Vs V5 Vs

Podriamos haber considerado la base sélo ortogonal, pero el hecho de haberla hecho orto-
normal es para que la matriz del cambio de base sea ortogonal y no sea necesario calcular la
inversa sino la traspuesta.

[
ot

2. Calcular la ecuacién de la isometria de R? que es un giro en el plano de ecuacién z —y = 0 que
lleva el vector (1,1,0) en el vector (3,1, ?) y que es una simetria en la direccién ortogonal
a dicho plano.
En este caso, observemos que los dos vectores que aparecen en el enunciado tienen el mismo
moédulo y forman un dngulo de %, lo que nos determina completamente el giro. Tomemos

11 1 1

la base de R? dada por u; = (E’E’O)’ us = (0,0,1) y uz = (ﬁv*ﬁ’o)' La base
B = {uy,u2,u3} es una base ortonormal de R* de forma que los dos primeros vectores son

una base ortonormal del plano x —y = 0. En esta base, la matriz de la isometria pedida f es

cos seng 0 % ? 0
M(fB)=|—seny cos3 0 |=[_3 1
0 0 -1 0 0 -1

t
Lot 0\ (1 8 o\ (kom0 (1 f
M(f,B,)=1| 0 0 1 3 1 g ll10 0 1]=1] 3 _1 V6
11 2 2 1 _1 % J8 1
V2 V2 0 0 -1 V2 V2 -1 — 1 3

En este tipo de ejercicio hay que tener cuidado porque, si bien el dangulo de los dos vectores
nos dice como tiene que ser el giro, no lo determina completamente pues puede ser que haya
que tomar el dngulo con signo opuesto. En cualquier caso, vemos que el angulo de giro para
llevar (1,1,0) en (%, %, @) es el que tiene sentido antihorario en la base {u,us} del plano
que los contiene.

Reconocer isometrias del plano

Supongamos que (V,¢g) es un plano vectorial euclideo y B una base de V. Si f : V — V es una
isometria y A = M (f,B), tenemos los siguientes casos:

a) Si det(A) =1 entonces f es un giro vectorial. Para calcular el dangulo basta darse cuenta de
que traza(A) = 2cos¥ y despejar el dngulo.

b) Sidet(A) = —1, entonces f es una simetria axial. El eje puede calcularse como el subespacio
propio para el valor propio 1. En otras palabras, es el conjunto de vectores fijos, es decir, las
soluciones del sistema x - A = z.

Otra forma de ver qué tipo de isometria es es calculando el polinomio caracteristico, que es de
segundo grado. Si tiene raices reales, se trata de una simetria, mientras que, en caso contrario, es
un giro.
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Reconocer isometrias del espacio

Supongamos que (V,g) es un espacio vectorial euclideo de dimensién 3 y B una base de V. Si
f:V — V una isometria con A = M(f,B), entonces calculamos el polinomio caracteristico.

a) En el caso en el que tenga tres raices reales, se trata de una simetria vectorial respecto del
subespacio propio para el valor propio 1.

b) Si sélo tiene un valor propio distingimos dos casos:

i) Sidet(A) = 1, entonces es un giro respecto de un eje. El eje es el subespacio de vectores
fijos, es decir el subespacio propio para el valor propio 1, y, observando que traza(A4) =
1+ 2cos ), se calcula el angulo facilmente.

ii) Sidet(A) = —1, entonces es un giro con simetrfa. La simetria es respecto del subespacio
V_;1 y el angulo se calcula igual que en el caso anterior mediante la traza, observando
que traza(A) = —1 4 2cos 9.

3.4. Ejercicios propuestos

Para repasar

Ejercicio 3.4. Determinar cudales de las siguientes matrices simétricas representan productos
escalares en R" respecto de la base usual, para n = 2, n =3 6 n = 4 segin el caso.

(% 3) (5, )

1 0 1 1 1 1 2 -1 2

0 1 -1 1 2 2 -1 2 1

1 -1 1 1 2 3 2 1 5
1 0 1 -1 4 -2 0 -2 4 -2 0 =2
0 1 -1 1 -2 4 -2 0 -2 4 -2 0
1 -1 1 0 0 -2 1 1 0o -2 3 -1
-1 1 0 1 -2 0 1 1 -2 0 -1 3

Ejercicio 3.5. En lo que sigue, V serd un espacio vectorial y g un producto escalar en V. Razonar
si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

= Dos vectores u,v € V son perpendiculares si, y sélo si, |u+ v||? = ||ul|? + ||v]|?.

= Si b es una métrica en V' con det(M(b,B)) > 0 en cierta base B, entonces b es un producto
escalar.

= Dada una base B de V, existe un tinico producto escalar sobre V en el que B es ortonormal.

= Si aplicamos el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt a una base B de V, la matriz
del cambio de base a la nueva base ortogonalizada es triangular.

= Si dos vectores u,v € V forman un dngulo «, entonces u y —v forman un angulo m — «.
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= Los vectores que deja fijos una isometria forman un subespacio vectorial.

= Si una aplicacién lineal f : V' — V conserva la norma, entonces es una isometria.

= Si A es una matriz simétrica congruente con otra matriz B, entonces B es simétrica.
= Todo endomorfismo autoadjunto es biyectivo.

= Dos vectores propios linealmente independientes de un endomorfismo autoadjunto de V' son
ortogonales.

= Los valores propios reales de una isometria f: V — V son 1 6 —1.
= Toda simetria ortogonal respecto de un subespacio de V' es biyectiva.
= La matriz de una isometria respecto de una base ortonormal es ortogonal.

= Toda isometria es un endomorfismo autoadjunto.

Para entrenar

Ejercicio 3.6. Denotemos por Sim,, al conjunto de todas las matrices reales simétricas de orden
n, que es un espacio vectorial. Demostrar que ¢ : Sim,, X Sim,, — R definido por

g9(A, B) = traza(A - B)
es un producto escalar en Sim,. En Sims, dado A € R, calcular el angulo que forma la matriz
identidad I con la matriz A, que tiene valores 1 en la diagonal principal y A\ en las otras dos
entradas.
Ejercicio 3.7. Dada una matriz simétrica A € M, (R), probar que
traza(A)? < n - traza(A?).
Ejercicio 3.8. Supongamos que f : [0,1] — R es una funcién continua positiva. En el espacio de

polinomios P,, de grado menor o igual que n con coeficientes reales, demostrar que la aplicacién
g :Pn x P, — R dada por

9(P.Q) = / P(QUE) f(t)dt

es un producto escalar.

Ejercicio 3.9. En R? se considera la métrica g, definida en la base usual por

1 -1 -1
M(gB)=|-1 2 1
-1 1 2

a) Comprobar que la forma cuadrética asociada a g es la siguiente (y deducir de esto que estamos
ante un producto escalar):

¢(£C,y,2) = (x—y—z)2+y2+z2.
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b) Hallar, a partir de la base usual, una base ortonormal utilizando el proceso de Gram-Schmidt.

Ejercicio 3.10. Consideremos el espacio de los polinomios de grado menor o igual que 4 con el
producto escalar usual

<RQ>=/¥P@Q@Mt

Aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la base {1,z, 22,23 2*} para obtener
una base ortonormal de este espacio.

Ejercicio 3.11. En el espacio de matrices cuadradas de orden 2, se considera el producto escalar
(A, B) = traza(A - B'). Se definen las matrices

1 0 -2 1
= =)
a) Hallar el angulo que forman Ay B.

b) Hallar la proyecciones ortogonales de A sobre el subespacio generado por B y sobre el subes-
pacio ortogonal al generado por B.

c¢) Hallar la matriz simétrica de A respecto del subespacio

o~ st

3d—2a=0
d) Calcular el subespacio ortogonal al subespacio U del apartado anterior.

Ejercicio 3.12. Supongamos que U; y Us son subespacios de un espacio vectorial V' tales que
Uy ® Uy = V. Demostrar que existe un producto escalar g en V tal que U; y Us son subespacios
ortogonales. ;Es tnico este producto escalar?

R) definida por

Ejercicio 3.13. Consideremos la matriz A € M3
2

A=10

1

(
0 1
2 1
1 2
Encontrar una matriz ortogonal P € O(3) tal que P- A - P! = [3.

Ejercicio 3.14. Demostrar que la aplicacién lineal f : R? — R3 definida por
flayz)=@-y—z-r+y—z-r-y+2)
es autoadjunta respecto del producto escalar usual de R? y encontrar una base ortonormal de R?

en la que la matriz de f sea diagonal.

Ejercicio 3.15. En el plano R? se considera la métrica ¢ dada por

e = (% 7).
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Demostrar que g es un producto escalar y ver que el endomorfismo f : R?2 — R? definido por
f(x,y) = (x,7) es autoadjunto respecto de g. Encontrar una base ortonormal de (R2,g) que
diagonalice a f.

Ejercicio 3.16. Sea (V, g) un espacio vectorial euclideoy f : V' — V un endomorfismo autoadjunto
respecto de g. Demostrar que V' es suma directa ortogonal de Img(f) y N(f).

Ejercicio 3.17. Hallar las ecuaciones de la simetria axial en R? con el producto escalar usual que
deja fija a la recta de ecuacion 3z — 4y = 0.

Ejercicio 3.18. Hallar las ecuaciones del giro en R? con el producto escalar usual que lleva el
vector (—4,3) en (5,0).

Ejercicio 3.19. En R? con el producto escalar usual, hallar las ecuaciones en la base usual de las
isometrias que se describen en cada uno de los siguientes casos:

a) Simetria axial respecto del eje de ecuaciones = + z = 0, 3z — 2y = 0.

Giro de 7 respecto del eje generado por (1,1,1) (elegir un sentido de giro).

=3

¢) Simetria especular respecto del plano de ecuacién 4oz —y — z = 0.

)
)
)
)

o,

Giro de § respecto del eje de ecuaciones —y + 2z = 3z — y = 0 y simetrfa respecto del plano
ortogonal al eje (elegir un sentido de giro).

e) Isometria que fija el vector (1,1,0) y es un giro en el plano ortogonal a éste, que lleva el
vector (0,0,v/2) en (1,—1,0).

f) Isometria que lleva el vector (—2,0,1) en su opuesto y es una simetria axial en el plano
ortogonal a éste que fija el vector (1,1, 2).

Ejercicio 3.20. En el plano R? con el producto escalar usual, demostrar que:
a) La composicién de dos giros de dngulos 6; y 05 en sentido horario es un giro de dngulo 6; +65.

b) La composicién de dos simetrias axiales es un giro de dngulo el doble del menor de los dngulos
que forman los ejes de simetria.

¢) La composicién de un giro y una simetria axial es otra simetria axial.

Ejercicio 3.21. Hallar todas las isometrias f de R™ con el producto escalar usual, que cumplen
que fo f eslaidentidad en R™. Demostrar que si n es impar, entonces no existe ninguna isometria
f:R™ — R™ cumpliendo fo f = —1gn.

Para profundizar

Ejercicio 3.22. Supongamos que {e1,ea,...,e,} es una base de R” y consideramos su base dual
{e1,e5,...,e5} C (R™)*. Consideremos la aplicacién ¢ : R” — R definida por

¢(x) = (e1(2))* + (€3(2))* + ... + (e, (2))?
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Demostrar que ¢ es la forma cuadrética asociada a la inica métrica en R™ para la que {e1, e, ..., €e,}
es una base ortonormal.
Si observamos que e (z) = 0 es la ecuacién del plano generado por {ei,...,€i—1,€i+1,.--,€n},

esto nos da una relacién interesante entre la base que queremos que sea ortonormal y la férmula
de la forma cuadrética asociada (de donde se deduce facilmente la expresién de la métrica). Si
ademds introdujéramos coeficientes 0 o —1 a los términos e} (x) en la expresién de ¢(x) de arriba,
encontrariamos una forma cémoda de definir métricas con la nulidad y signatura deseadas.

Ejercicio 3.23. Demostrar que en un espacio vectorial euclideo, los d&ngulos de cualquier triangulo
suman 7, es decir, dados u,v € V linealmente independientes, se tiene que

Llu,u —v) + ZL(u,v) + L(v,v —u) = .

Ejercicio 3.24. Se define un semiespacio abierto de V' como un subconjunto H C V de forma que
existe u € V no nulo tal que H = {v € V : g(u,v) > 0}. Demostrar que el concepto de subespacio
abierto no depende del producto escalar que se elija en V, es decir, si tomamos otro producto
escalar ¢’, los semiespacios para ¢’ coinciden con los semiespacios para g.

Ejercicio 3.25. Sea (V, g) un espacio vectorial euclideo y f : V' — V un endomorfismo. Demostrar
que existe una tinica aplicacién lineal f: V — V tal que g(u, f(v)) = g(f(u),v) para cualesquiera
u,v € V. A esta aplicacién se le llama adjunta de f. Dada una base de B de V', comparar las
matrices M(f,B) y M(f,B).

Ejercicio 3.26. Sea V un espacio vectorial. Dados u,v € V, se define el segmento que une u y v
como el conjunto [u,v] = {tu+ (1 —t)v : t € [0,1]}. Diremos que un subconjunto no vacio S C V
es convero cuando para cualesquiera u,v € S se cumpla que [u,v] C S (en otras palabras, cuando
dados dos puntos en el conjunto, el segmento que los une estd también contenido en el conjunto).
Demostrar las siguientes propiedades:

a) Todo subespacio vectorial es convexo.
b) La interseccién de subconjuntos convexos es convexa.

¢) Si a todos los elementos de un subconjunto convexo les sumamos un vector fijo, el resultado
es también convexo.

d) Un semiespacio es un subconjunto convexo.

Lo que hemos dicho hasta ahora no depende de que si tenemos un producto escalar, pero su-
pongamos ahora que estamos en un espacio vectorial euclideo (V,g). Demostrar las siguientes
afirmaciones:

e) Para cada r > 0, la bola de radio r, dada por {u € V' : |Ju|| < r}, es convexa.

Ejercicio 3.27. Supongamos que una aplicacién lineal f : R™ — R™ satisface que fo f = lgn.
Demostrar o refutar la siguiente afirmacién: existe una métrica g tal que f es una simetria ortogonal
respecto de g.

Ejercicio 3.28. Hallar todas las isometrias f de R3 con el producto escalar usual, que cumplen
que fo fof eslaidentidad en R3.
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Ejercicio 3.29. Supongamos que b es una métrica de Lorentz en R™ y sean u,v € R™ dos vectores
en el mismo cono temporal. Demostrar que

i) b(u,v) < —|lul - |lv|| (Desigualdad de Cauchy-Schwartz lorentziana)

ii) [Ju+v| > |lull + ||v]| (Desigualdad de Minkowski lorentziana)



A. Orientacién en un espacio vectorial

Sea V' un espacio vectorial finitamente generado y sea B el conjunto de las bases de V, es decir,
B ={B:B ecs base de V'}.

Dadas dos bases By y By de V, podemos considerar su matriz cambio de base M (B; — Bs). Si
trabajamos por filas, esta matriz cumple que

CB2 (U) = C[Bgl (u) . M(Bl — Bg),

y sabemos que no es otra matriz que la que tiene por filas las coordenadas de los vectores de la
base By en la base Bs.

Definicién A.1. En las condiciones anteriores, diremos que dos bases B1,Bs € B definen la
misma orientacion y lo denotaremos por By ~ By cuando det(M (B; — B3)) > 0.

Lema A.2. La relacion ~ sobre B es de equivalencia.

Demostracion. Veamos que se cumplen las tres condiciones.

i) Reflexiva. Dada B € B, det(M (B — B)) = det([,) =1 > 0, luego B ~ B.

ii) Simétrica. Si B; ~ Bo, entonces det(M(By — By)) = det(M(B; — Bs2))~! > 0 puesto que
det(M (B — By)) > 0, luego By ~ B.

iii) Transitiva. Si B; ~ By y Bo ~ B3, entonces det(M (B; — Bg)) > 0 y det(M (B2 — Bs)) > 0,
pero det(M(B; — Bs)) = det(M (B2 — Bs)) det(M (B; — Bz)) > 0, luego By ~ Bs. O

Como ~ es una relacién de equivalencia, tiene sentido hablar del conjunto cociente B/~ el
conjunto de las clases de equivalencia.

Lema A.3. El conjunto cociente B/~ tiene exactamente 2 elementos.

Demostracion. Sea B = {ey,...,e,} base de V. Tomando la base B’ = {—ey, ea,..., e, }, se cumple
que det(M(B — B') = —1 < 0, luego B # B’ y B/ tiene al menos dos elementos. Veamos que son
los tnicos. En efecto, tomando cualquier otra base B”, se tiene

0> det(M(B' — B)) - det(M(B” — B')) = det(M(B" — B))

luego det(M (B"” — B')) y det(M (B” — B)) tienen signo opuesto, lo que nos dice que uno de estos
dos determinantes es positivo, esto es, B” define la misma orientacién que alguna de las dos bases
y as{ hemos probado que [B] y [B'] son los tunicos elementos de B /~. O

A cada uno de los elementos [B] de B/~ lo llamaremos orientacion de V. Dar una orientacién
es, por tanto, fijar una base en V. A partir de ahora, cuando fijemos una base en V' diremos que
su orientacién es la positiva. Otra base que tenga la misma orientacién diremos que es positiva-
mente orientada. La otra orientacién la llamaremos orientacion negativa y una base que tenga esta
orientacién diremos que es negativamente orientada. Al par (V, [B]) lo llamaremos espacio vectorial
orientado.



B. Isomorfismos musicales

En general, no hay una forma natural de identificar un espacio vectorial y su dual. En este apéndice,
vamos a estudiar esta cuestién y veremos cémo tener un producto escalar resuelve satisfactoria-
mente este problema, pero antes vamos a intentar explicar qué significa la palabra natural sobre
este ejemplo.

Sea V un espacio vectorial de dimension n y consideremos su espacio dual V*, que es el espacio
vectorial de las formas lineales definidas en V, esto es, V* = {f : V — R : f es lineal}. Si
elegimos una base cualquiera B = {ej,...,e,} de V, sabemos que su base dual estd dada por
B* = {e},...,el}, donde

ep: V=R, er(e;) = d;, para todo j € {1,...,n}

y 0;i es la delta de Kronecker, que toma el valor cero si j # k y uno si j = k. Si pensamos en las
coordenadas en estas bases, podemos obtener un isomorfismo entre V' y V*, ya que ambos tienen
la misma dimensién. Concretamente, es facil probar que la aplicaciéon

OV 5V, O(u) = ej(u)el +es(u)es + ...+ e (u)ey

es un isomorfismo vectorial (observemos que e} (u) es una forma de expresar la k-ésima coordenada
de u en la base B). No obstante, esta forma de hallar el isomorfismo ¢ depende de la base B que se
ha elegido al principio pues si tomamos otra base distinta que no consista en reordenar los vectores
de B, el isomorfismo es esencialmente distinto. En este sentido, decimos que el isomorfismo ¢ no
es natural, puesto que depende de una eleccién arbitraria (en este caso, de la base).

Supongamos ahora que (V, g) es un espacio vectorial euclideo. Fijado un vector u € V', podemos
considerar la forma lineal v — g(u,v), que es un elemento del dual. Esto nos permite relacionar
un vector de V' con otro de su dual. Para ver cémo revertir este proceso, vamos a usar el siguiente
lema.

Lema B.1. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo y ¢ : V — R una aplicacion lineal. Entonces,
existe un dnico u € V tal que p(v) = g(u,v) para todo v € V.

Demostracion. Consideremos B = {e1,...,e,} una base ortonormal de (V,g) y definamos v € V
como u = @(ey)e; + ...+ p(en)en. Ahora podemos tomar la aplicacién lineal ¢’ : V' — R dada por
¢'(v) = g(u,v) para todo v € V. Es facil ver que ¢ coincide con ¢ sobre los vectores de la base B
luego son la misma aplicacién lineal, esto es, ¢(v) = ¢'(v) = g(u,v) para todo v € V. O

De esta forma, a cada v € V podemos asociarle una forma lineal v’ € V* y a cada forma ¢ € V*
un vector ¢! € V. Mas explicitamente, definimos los isomorfismos musicales entre V y V* como
b:V —V* gV —V
ur—u’ V= R, ub(v) = g(u,v) 0 — ©of g(of,v) = p(v) Yw e V.

Veamos algunas propiedades de estas aplicaciones.

1. by # son isomorfismos inversos entre V' y V*.

2. Existe un tnico producto escalar g* en V* para el que b y f son isometrias. Este viene dado
por
9" (1, 02) = 9(¢4, 68) = o1 (Ah).



Definicién A.4. Sea V' un espacio vectorial y B una base de V. Diremos que un automorfismo f
sobre V' conserva la orientacién cuando la base f(B) defina la misma orientacion que B. En caso
contrario, diremos que la invierte.

Cuando escribimos f(B), estamos haciendo referencia al conjunto de las imégenes de los vectores
de B por f, que es una base de V por ser f biyectiva. Si B es una base ordenada, entonces
consideramos los elementos de f(B) en el mismo orden. El siguiente paso es probar que la definicién
no depende de la base elegida, es decir, que o bien un automorfismo conserva la orientacion de
todas las bases o de ninguna.

En efecto, si B y B’ son bases de V, entonces la ecuacién del cambio de bases para la aplicacién
lineal f (trabajando por filas) nos dice que

M(f,B)=M(®B —B)-M(f,B)- M(B — B

luego, tomando determinantes, det(M (f,B’)) = det(M(f,B)), yaque M (B — B') = M(B' — B)~!,
y ademds es sabido que M (f,B) = M(B — f(B)) y M(f,B') = M(B — f(B')), luego

det(M(B — f(B))) = det(M(B' — f(B))).

Hemos demostrado de esta forma que f(B) ~ B si, y sélo si, f(B’) ~ B’ y la definicién no depende
de la base. También hemos probado de paso el siguiente resultado, que es util en la préactica.

Proposicién A.5. Sea V' un espacio vectorial y [B] una orientacidn fija en V. Entonces un auto-
morfismo f sobre V' conserva la orientacidn si y sdlo si det(M(f,B)) > 0.

Producto vectorial

A partir de ahora, consideraremos un espacio vectorial euclideo (V,g) de dimensién 3 y B =
{e1, e2,e3} serd una base ortonormal de V. Como vamos a ver, sélo en dimensién 3 tiene sentido
hablar de producto vectorial.

El producto vectorial es, como cabe esperar y a diferencia del producto escalar, una operacién
interna sobre el conjunto de los vectores, esto es, el resultado de multiplicar dos vectores vectorial-
mente serd otro vector. Al producto vectorial también suele llamarse producto externo, mientras
que el nombre de producto interno suele asignarsle al producto escalar.

Lema A.6. Dados u,v € V, existe un unico w € V tal que, para todo z € V,

g(w, z) = det(Cg(u), Cp(v), Cp(2)).

Demostracion. En efecto, si tomamos por coordenadas Cp(u) = (u1,us,u3) y Cp(v) = (v1,v2,v3),
el vector w vendrd necesariamente dado por

Cg(w) = (

Simplemente hay que sustituir z por los elementos de la base B para llegar a la tal expresién. [

U2 U3
V2 Vs

Uy us
v vz’

ur U2
U1 V2

,—

Definicién A.7. Sean u,v € V. Llamaremos producto vectorial o externo de los vectores u y v en
la base B, y denotaremos por uAv é uxv, al unico w € V tal que g(w, z) = det(Cy(u), Cp(v), Cp(2))
para todo z € V.



C. Cbémo saber si una métrica es un producto escalar: el
método de los determinantes

Hasta ahora hemos visto varias formas de comprobar que una métrica es un producto escalar.
Recordemos que si V' es un espacio vectorial de dimensién n y b : V x V — R es una métrica,

entonces en cualquier base B = {e1,...,e,} de V la matriz
bler,e1) bler,ea) -+ bler,eyn)
b(ea,e1) blea,eq) -+ blea,en)
M(b,B) = , i )
blen,e1) blen,ea) -+ blen,en)

es simétrica. Segin hemos estudiado a lo largo del curso, surgen varias posibilidades para probar
que es definida positiva; a saber,

1. Demostrar directamente que b(u,u) > 0 para todo u € V y que b(u,u) = 0 si, y sdlo si,
u = 0. Esta es la definicién de definida positiva y, por lo general, la forma mas dificil.

2. Encontrar una base que diagonalice la matriz, es decir, encontrar una base B’ tal que M (b, B')
sea diagonal. Entonces, la métrica es definida positiva si, y s6lo si, todos los elementos de la
diagonal de esta nueva matriz son positivos.

3. Hallar los valores propios de la matriz M (b, B). Entonces, la métrica es definida positiva si,
y solo si, todos sus valores propios, que sabemos que son reales, son positivos.

Ahora vamos a estudiar una cuarta forma de hacerlo, que consistird en tomar ciertos menores
de la matriz M (b,B) y estudiar su signo. Para ser mds rigurosos, dada una matriz M y dados
I,J C{1,2,...,n}, definimos M; ; como la matriz que surge al restringir M a las filas que indique
el conjunto I y a las columnas que indique J. Llamaremos submatriz principal de M a toda matriz
de la forma Mj y con I = J, es decir, es aquella que surge al quedarnos con las mismas filas que
columnas. Finalmente, un menor principal serd el determinante de una submatriz principal y un
menor principal esquinado serd el determinante de una submatriz principal My r, donde I es de la
forma I = {1,...,k} (es decir, el determinante de las k primeras filas y las k primeras columnas)
para cierto k € {1,...,n}.

El resultado que queremos probar es el siguiente, que nos relaciona el hecho de que tengamos un
producto escalar con el signo de los menores principales.

Proposicién C.1 (Criterio de Sylverter). Sea V' un espacio vectorial y b una métrica en V.
Dada una base B de V. y G = M(b,B), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) b es definida positiva.
it) Todo menor principal de G es positivo.
iit) Todo menor principal esquinado de G es positivo.
Demostracion. Veamos en primer lugar que (i = ii). Para ello, tomemos un subconjunto de indices
I C{1,...,n} y restrinjamos la base B al conjunto By = {e; : i € I}, que generard un subespacio

U de dimensién igual al nimero de elementos de I. Si restringimos la métrica b a by = bjyy» 7, como
estamos suponiendo cierto (i), by también sera definida positiva. Por tanto, la matriz M (b;, B;), que



es simétrica, tiene todos sus valores propios positivos y, en particular, tiene determinante positivo
pues el determinante es el producto de los valores propios. Ahora bien, la matriz M (b;,B;) no es
mas que la submatriz principal de G que surge al quedarnos con las filas y columnas indicadas por
I, luego hemos probado (ii).

Que (ii) implica (iii) es obvio pues todo menor principal esquinado es, en particular, un menor
principal. Probemos, por tanto, la implicacién (iii = i) y habremos terminado. Vamos a usar
induccién sobre la dimensién de V. Estd claro que para n = 1 el enunciado se cumple ya que G
estd formada por un solo elemento que serd positivo si, y sélo si, la métrica es definida positiva.
Supongamos que es cierto para cierta dimensiéon n — 1 > 1 y probémoslo para n. Supongamos que
el espacio vectorial V' de dimensién n cumple que todo menor principal esquinado de G es positivo.
Entonces el subespacio generado por B’ = {e1,...,e,—1} tiene dimensién n — 1 y la matriz de la
métrica restringida a este subespacio en esta base no es més que eliminar de G la ltima fila y la
tltima columna, luego también cumple que todo menor principal esquinado es positivo.

Esto nos lleva, por hipdtesis de induccién, a que b restringida al subespacio generado por B’ es un
producto escalar, luego podemos ortonormalizar la base B’ y obtener una base B = {¢},...,e/,_;,en}
de V donde los n — 1 primeros vectores son ortogonales dos a dos y unitarios. Por tanto, existen
T1,...,T, € R de forma que

1 X
M(b,B) = 1
Tp—1
T1 0 Tpo1 Ty

Como esta matriz estéd relacionada con M (b, B) mediante el cambio de base que consiste en multi-
plicar por P = M (B — B) y su traspuesta, deducimos que det(M (b, B)) = det(M (b, B)) det(P)?, y,
por tanto, det(M (b, B)) > 0. Vamos a calcular este determinante a ver qué informacién obtenemos.
Desarrollando por la primera fila,

1 To 0 1
det(M (b, B)) = det S (<1)Fay det
1 Tn—1 1
O | T Ty T2 o Tp-1
1 To
= det ..' : — .’E%
1 Tp—1
T2 - Tp—1 T

Observemos que el nuevo determinante es idéntico al anterior salvo que hemos reducido la dimensién
en una unidad, luego podemos reiterar el proceso para llegar finalmente a que

det(M(b,B)) =2, —27 —... —22_, > 0.
Vamos ahora a calcular €], de forma que {e}, ..., e!,_;e. } diagonalice a la matriz de la métrica, para
lo que haremos como en el método de Gram-Schmidt tomando €], = e, + a1} + ...+ a,_1€),_1.
Imponiendo que b(e,,e},) = 0 para k € {1,...,n — 1}, esto nos lleva a que ay = —z) para todo



ke{l,...,n— 1} y ahora tenemos que

glelet)=glen —mel — ... —xp_1el,_1,en —x16] — .. — 1€, _1)
=g(en, en) —2g9(en, 1€y + ... +Tp_1€,_1)
+g(mel — ... —xp_1el,_1,T1€] — ... — Tp_1€_1)
_ 2 2 2 2y _ 2 2
=2p =201 +...+a,_)F (@i 4+ Fal) =, -] —...—2;,_1 >0
Hemos demostrado asi que {e],...,el,_;,el,} es una base de V en la que la matriz de b es diagonal
y todos los valores de dicha diagonal son positivos, luego b es un producto escalar. O

Este resultado en muchas ocasiones simplifica los cdlculos al comprobar si una matriz define un
producto escalar. Destacamos las siguientes consecuencias inmediatas:

= Para probar que una matriz simétrica NO representa un producto escalar, basta con encontrar
un solo menor principal cuyo determinante sea menor o igual que cero.

= Para probar que una matriz simétrica representa a un producto escalar, basta con demostrar
que los n menores principales esquinados tienen determinante positivo.

Algunos inconvenientes computacionales surgen en tanto la dimensién crece pues existen 2" me-
nores principales en una matriz de orden n (tantos como subconjuntos de {1,...,n}) y algunos
de ellos pueden ser de matrices muy grandes. Por otro lado, para comprobar los n determinantes
puede ser sencillo en los casos n < 4 pero se complica ya demasiado para n > 5. No obstante, para
n =2 6 n =3 nos da métodos muy rapidos para hacer estas comprobaciones.

El método de los valores propios también tiene el mismo problema aunque se le anade el de no
poder hallar explicitamente las raices del polinomio caracteristico por no poder resolver la ecuacion,
lo cual es un problema todavia mayor. El método de encontrar la base que diagonalice es el que
mejor se adapta (con diferencia) a los casos de dimensién alta.

Ejemplos C.2. Determinar si las siguientes matrices representan, en las bases usuales de R* y
R3, respectivamente, productos escalares.

5 10 1 31 0 4 -2
R 1 2 -1 0 -1

A= , B=|0 -14 21
0 221 4 0 2 5 2
121 3

-2 -1 1 2 2

Comencemos por la matriz A. Notemos que los determinantes de las submatrices principales es-
quina, vienen dados por

5 1

det(5) =5, det (1 3

10
):14, det [1 3 2| =8, det(4)=4,
2

luego A representa a un producto escalar. Si intentamos calcular los valores propios de A, llegamos
a un polinomio de cuarto grado que es dificil resolver y, si lo resolvemos, es dificil analizar si las
raices son positivas o negativas, aunque podrian estimarse usando el teorema de Bolzano. Lo que
ocurre con B es que no es un producto escalar ya que el menor que surge al tomar la primera y la

cuarta filas y columnas es
3 4
det(4 5)——1<0.



Por consiguiente, puede calcularse como

T2 I3
Y2 Y3

r1 I3
Y1 Y3

L)
Yy Y2

) )

Catann) = (

)

El hecho de que sélo pueda hacerse el producto vectorial en dimensién 3 viene de que el deter-
minante de tres vectores sélo esta bien definido cuando la dimension es tres.

Lema A.8. La definicion no depende de la base ortonormal elegida siempre que defina la misma
orientacion. En caso de tomar dos bases con distinta orientacion el producto vectorial cambia de
$tgno.

Demostracién. Consideremos otra base ortonormal B = {€1,,e3} de (V,g) y sea A el producto
vectorial asociado a esta base. Entonces, si P = M (B — B) es la matriz del cambio de base,

9(x Ny, z) = det(Cp(z), Cp(y), Ca(2)) = det(Cg(z) - P, C5(y) - P, Cg(2) - P)
— det(C(w), C(y), C5(2)) - det(P)
=g(x A y,z)-det(P)

pero si B y B son bases ortonormales entonces P € O(n) y, en particular, det(P) = +1, donde el
signo depende de si B y B definen la misma o distinta orientacién. Deducimos que z Ay = +(x A y),
donde el signo es positivo si las dos bases definen la misma orientacion y negativo en caso contrario,
con lo que el enunciado esta probado. O

Ahora podemos matizar la definicién de producto vectorial, no fijando una base ortonormal
concreta, sino fijando una orientacién [B] en V. Asi, la terna (V,g,[B]), que llamaremos espacio
vectorial euclideo orientado, tiene bien definido un tinico producto vectorial.

Proposicién A.9. Sea (V,g,[B]) un espacio vectorial euclideo orientado de dimension 3. La apli-
cacion producto vectorial A\ 1V x V. — V es bilineal y antisimétrica.

Demostracion. En efecto, es bilineal ya que trabajando en la base B positivamente orientada, que
podemos suponer que es ortonormal sin perder generalidad, y dados x,y,z € V, a € R,

Tot+ay: 3+ ays
zZ9 z3

T1t+ayr x3+ays
Z1 z3

T+ ayr X2+ Qys
21 22

) )

Cp((x 4+ ay) A z2) = (

y, por la linealidad de los determinantes en cada fila, deducimos que
Cp((x+ay)Nz) =Cg(zAz)+aC(y A z),

con lo que (x + ay) Az = (xz A z) + a(y A z). De forma completamente andloga se comprueba la
linealidad en la otra variable. Por otro lado,

_(|Y2 Y3| _|¥1 Y3 |1 Y2|) _ _
O]B(y A Z‘) - ( To T3 ’ T X3 B} T, o ) CB('T A y)7
donde hemos usado que al cambiar dos filas de orden el determinante cambia de signo. O

Proposicién A.10. Sean (V,g,[B]) un espacio vectorial euclideo orientado de dimension 3 con
producto vectorial A. Dados u,v,w,x € V, se cumplen las siguientes propiedades.



1. uAwv es ortogonal a u y av.
uAv =0 si, y solo si, u y v son linealmente dependientes.

Siu y v son independientes, {u,v,u A v} es base de V positivamente orientada.

e

uA(wAw)+vA(wAu)+wA (uAv)=0 (Identidad de Jacobi)

)

6. [lu Aol = full - lv]| - sen(£(u, v))

g(u
5. gluAv,wAz) = det
glu Av,w A x) (g(u

Nota A.11. Hasta aqui es lo que se ha visto en clase. Para completar el apéndice, incluimos las
demostraciones de estas propiedades y algunos comentarios finales.

Demostracion.

1. Se deduce de que g(u A v,u) = det(u,v,u) =0y g(uAv,v) = det(u,v,v) =0.

2. Si uy v son linealmente dependientes, entonces ||u Av||? = det(Cg(u), Cg(v), Cs(uAv)) =0,
de donde uAv = 0. Reciprocamente, si u Av = 0, entonces det(Cg(u), Cp(v), Cp(z)) = 0 para
cualquier z € V luego en particular para un z que no esté en el subespacio generado por u y
v, de donde u y v tienen que ser linealmente dependientes.

3. Se deduce de que det(Cp(u), Cp(v), Cp(u Av)) = glu Av,u Av) = |luAv] > 0.

4. Observemos que el primer miembro cambia de signo si se cambian dos de los vectores de
orden y que si dos de los vectores u, v, w son iguales, entonces es cero. Ademas, es lineal en
cada una de las tres variables u, v, w luego bastard probar que la expresion es cero cuando
u=e;, v=eyyw = es, siendo {ey, ez, €3} una base ortonormal orientada positiva. Ahora
bien, tenemos que

erN(eaNes)+eaA(esher)+esA(erAex) =e3 Aep+eaNea+e3Nes=0.

5. Una forma de probar esta identidad es desarrollandola en coordenadas en una base ortonormal
orientada positiva B = {e1,eq0,e3}, pero la expresiéon que se obtiene es muy larga. Para
simplificar las cuentas, podemos observar que los dos miembros son aplicaciones lineales en
cada una de las cuatro variables u, v, w, z luego seria suficiente probar que son iguales para
cualquier combinacién de elementos bésicos e, e, e3 en cada coordenada, lo que nos da un
total de 3* = 81 posibilidades, que también son muchas aunque cada comprobacion es sencilla.
Si ahora observamos que ambos miembros estén en las condiciones del lema A.12 (demostrarlo
como ejercicio), basta probarlo para las cuaternas de la forma (u, v, w, x) = (e;, €5, €5, €;) con
i < j, que son solo tres posibilidades. Probemos, por ejemplo, para (e1, ea,es,€1) y el resto
lo dejamos como ejercicio sencillo. Tenemos que

gler ANea,ea Aer) = g(es, —e3) = —1
g(er, ez) 9(62,62)> (0 1)
det = det =1
¢ (9(61761) glea, e1) “\1 o ’

luego ambos miembros son iguales para esta eleccion de vectores basicos.



6. Aplicando la propiedad anterior, si « = Z(u,v) € [0, 7] tenemos que

g(u,u) 9(%”)) 210,12 2
uAv||? = g(uAv,uAv)=det = ||ul|*||v]|* — g(u,v
Jun ol = o )= der (4001 40 ) = ol — gl
= Jul*[lv]]* = [Jull*[Jo[|* cos®
= [[ull?[[o]|? sen® a.
Tomando raices en la igualdad anterior y usando que el seno de un dngulo en [0, 7] es postivo,
se sigue la igualdad buscada. O

Observemos que en los apartados 4 y 5 hemos hecho uso de una forma alternativa de probar
igualdades que son lineales en todas las variables. En general, si tenemos una aplicacién definida
en el producto de ciertos espacios vectoriales y toma valores en otro espacio vectorial, diremos que
es multilineal cuando sea lineal en cada una de las variables. No es dificil comprobar que si dos
aplicaciones multilineales definidas en los mismos espacios toman los mismos valores para cualquier
combinacién de elementos de bases de los factores del dominio, entonces coinciden. El siguiente
resultado, es la pieza fundamental que hemos usado para probar 4 y 5. Notemos que la simetria o
la antisimetria en ciertos pares de variables es muy ttil para reducir el problema.

Lema A.12. Sean R1,Ry : V xV xV xV — R dos aplicaciones multilineales cumpliendo las
siguientes tres condiciones para cualesquiera u,v,w,x € V e i € {1,2}.

s Ri(u,v,w,x) = —R;(v,u,w,x) (antisimetria en las primeras dos variables)
v Ri(u,v,w,z) = —R;(u,v,z,w) (antisimetria en las dltimas dos variables)
» Ri(u,v,w,z) + Ri(v,w,u,x) + Ri(w, u, v, z) (identidad de Jacobi)

Si {e1,...,e,} es una base de V y Ri(e;,ej,€j,e;) = Ra(ei,ej,e;,€;) para cualesquiera i,j €
{1,...,n} con i < j, entonces Ry = Rs.

Como consecuencia de que A es antisimétrico, A no es conmutativo; pero es que puede compro-
barse que ni siquiera es asociativo ni existe un elemento neutro. Por tanto, esta operacién no tiene
ninguna de las propiedades notables que pudieran atribuirsele.

Sin embargo, puede servir para encontrar vectores ortogonales a dos dados o para comprobar si dos
vectores son linealmente independientes, como hemos visto en la proposicién anterior. Combinando
los apartados 3 y 6, deducimos que si u y v son ortogonales (resp. ortonormales), entonces {u, v, uA
v} es una base ortogonal (resp. ortonormal).
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Ejercicio 1. En un espacio vectorial euclideo (V, g), razonar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

a) [0.75p] Dados dos vectores u,v € V no nulos, el dngulo que forman 2u y 2v es el doble del d4ngulo
que forman u y v.

b) [0.75p] Si dos subespacios de V' son ortogonales y unimos dos bases ortonormales, una de cada uno
de ellos, obtenemos una base ortonormal de la suma de los dos subespacios.

¢) [0.75p] Dado cualquier subespacio U C V, se cumple que Sy (v) — Py (v) = v para cualquier v € V|
donde Sy y Py son la simetria ortogonal y la proyeccién ortogonal respecto de U, respectivamente.

d) [0.75p] Si f : V — V es una isometrfa, entonces h = f + f~1 : V — V es un endomorfismo
autoadjunto.

Solucidn. El apartado (a) es falso pues el dngulo es el mismo debido a que

9(2u,2v) 4g(u, v) g(u, v)
Z(2u,2v) = arc cos —————— = arccos —————— = arc cos ———— = Z(u, v).
[[2ul] - |[20] 2|ul] - 2[Jv]] [l - ol

El apartado (b) es cierto: si Uy y Us son subespacios ortogonales de V' y tomamos B; y Bs bases de Uy
y Us, respectivamente, entonces los vectores de B; U By son ortogonales dos a dos por ser subespacios
ortogonales, luego linealmente independientes y, por tanto, forman base ortogonal de la suma.

El apartado (c¢) es falso (un diagrama basta para darse cuenta). Para justificarlo més rigurosamente,
sabemos que Sy (v) = 2Py (v) —v luego, si fuera cierto que Sy (v) — Py (v) = v, tendriamos que Py (v) = 2v
para todo v € V, lo cual es falso pues Py (v) = 0 para v € U+.

Finalmente, el apartado (d) es cierto tal y como se vio en la demostracién del teorema de clasificacién
de las isometrias de R™. Dados u,v € V, se cumple que

g(h(u),v) = g(f(u) + [~ (w),v) = g(f(w),v) + 9(f 7} (u),v)

g(u, f~ ())+g(7())
g(u, f(v) + f 7 () = g(u, h(v)),

donde hemos usado que f y f~! son isometrias, luego h es autoadjunto. O

Ejercicio 2. Consideremos la matriz A € M3(R) definida por

3 -1 2

3

2 -1 3
a) [2.5p] Encontrar una matriz P € O(3) tal que P - A - P! sea diagonal.

b) [0.5p] (Es A la matriz de un producto escalar en R? en la base usual?



Solucion. Consideremos el endomorfismo f : R® — R3 dado por f(x) = z - A, es decir, A = M(f,B)
donde By representa la base usual de R3. Es facil darse cuenta de que A = 1 es un valor propio doble y

A= 1—21 es un valor propio simple de f. Los subespacios propios asociados estan dados por
3 -1 2
Vl = ($7ya2’) €R3 : (a:,y,z) -1 % -1 = (x,y,z) :L({(1a07_1)a(17270)})
2 -1 3
3 71 2 11
V11/2 = (ZC7y,Z> ERS : (QT,y,Z) -1 % -1 = 7(1’173/72”) :L({(27_172)})

2 21 3 2

Una base ortonormal de R3, donde los dos primeros vectores pertenecen a Vi y el tercero a Vi /25 €8

{0 3) () (59}

Esta base se obtiene sin mas que hallar una base ortonormal de V7 y anadirle un vector unitario de V11 5.
Ahora bien, la ecuacién del cambio de base nos dice que

M(f,B)=M(@B —B,) - M(fB,) - MB—B,) "

luego, si tomamos P = M (B — B,), que es ortogonal por ser matriz de cambio de bases ortonormales, se
cumple que M(B — B,)"! = P~1 = P, A= M(f,B,) y M(f,B) es diagonal, luego P es la matriz que
buscamos. Es directo calcular

1 —1
z 0 %
P=MB-B,)=| 1~ 2 3?1/5 ,
2 _1 2
3 3 3

ya que sus filas son los vectores de B en la base usual.

Para responder al apartado (b), es suficiente darse cuenta de que A es una matriz simétrica y todos sus
valores propios son positivos, luego si representa un producto escalar en la base usual. O

Ejercicio 3. [3p] Consideremos en R? con el producto escalar usual la isometria f determinada por las
siguientes tres condiciones:

= f deja fijo el vector (1,—1,0),
. f(17 1a5) = (3737 _3)7 y
s f es directa.
Hallar la matriz de f en alguna base de R3.
Demostracion. Si f deja fijo el vector (1,—1,0) y es una isometria directa, entonces es un giro respecto del

eje generado por este vector. El plano ortogonal a éste, que estd dado por la ecuacién x = y, contiene a los
vectores (1,1,5) y (3,3, —3). Consideremos la base ortonormal adaptada a este problema B = {e1, e2, €3},

dada por
1 -1 1 1
— ,’770 s = 7’770 , - 0,0,1 .
“ (\/i V2 > © (ﬁ V2 > s = )

El dngulo que forman los vectores (1,1,5) y (3,3, —3) determinard el giro salvo su signo, pero es un

calculo directo que éste angulo tiene coseno igual a _71 luego su seno es :I:%. Asi, es facil expresar f en
la base B como

10 0
M(f,B) = [0 —71[ +2¢2
2V2 =1

0 5= 3

;,Cémo decidir qué signo escoger? Hay varias opciones:



= La primera puede ser hacer un dibujo de la situacién, que no es muy complicado pues el plano
x = y es facil de representar. Asi, nos daremos cuenta de que para girar de (1,1,5) a (3,3, —3) con
un dngulo menor que , tendremos que hacerlo en sentido contrario al que marca la base {es, e3},
es decir, girando de ez a ey luego tendremos que tomar el signo negativo en el seno.

= Otra opcién es expresar (1,1,5) = v/2es + 5e3 v (3,3, —3) = 3v/2e5 — 3es3 para trabajar en coorde-
nadas en la base B e imponer que (0,3v/2,—3) = (0,/2,5) - M(f,B), de donde la eleccién es otra
vez el signo negativo para el seno y llegamos a que

1 0 0
M(fB) =0 F -2
0 22 -1
3 3
Si quisiéramos expresarlo en la base usual, tendriamos que
M(f,B,) =M(@B—B,)" ' M(f,B)- M(B - B,)
1 —1 t 1 —1 _ _
7oz (b0 0 7z a0 i3 3
S U B 0 =1 2v2 T ol 22 2 =
V2 V2 3 3 V22 S 3 3
o o 1/ \o 22 =L 0 0 1 3 3 3

Ejercicio 4. [lp] Sea P; el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que uno con
coeficientes reales y, dados a,b € R con a < b, definimos el producto escalar g, en P; como

b
9gap(P,Q) = / P(2)Q(x)dxz, para cualesquiera P,Q € P;.
a
Dado un producto escalar cualquiera g en P;, ;siempre existen a,b € R tales que g = g7

Solucion. La respuesta es no. Para probarlo, vamos a ver que la base B = {e;,es} de P; dada por e; =1
y €2 = = no es ortonormal para ningin producto escalar del tipo g, . Como sabemos que existe un
producto escalar en que ésta es ortonormal, esto probaréd que hay mas que los de la forma gq .

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que existen a,b € R con a < b tales que B es
ortonormal para g,p. Entonces, ha de cumplirse que

b
1= gap(er,e1) :/ ldz=b—a
ab
0= gap(er,e2) = / rdr=1("—a*)=%(b—a)(b+a)
ab
1 = gap(e2;€2) =/ 2* dz = $(b° — a®)

Las dos primeras ecuaciones nos dicen que a = & y b = % Si sustituimos estos valores en la tercera
obtenemos una contradicciéon y hemos terminado. O
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