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INTRODUCCION

El estudio de las superficies minimales y de curvatura media constante en
y

el espacio euclideo es una rama de la geometria diferencial cuyos origenes
se remontan al siglo XVIII, cuando L. Lagrange us6 técnicas variacionales
para buscar superficies en R que minimizan el drea de entre todas las su-
perficies con una frontera prefijada. De esta forma, descubrié la ecuacién
de los grafos minimales y, desde entonces, muchos matematicos de renom-
bre han trabajado con este tipo de superficies y estudiado algunas de sus
propiedades méds profundas. No obstante, muchos problemas en esta teorfa
permanecen adn abiertos.

El concepto de superficie de curvatura media constante H € R (H-superfi-
cie en lo sucesivo) se extendi6, como punto critico del funcional

Area —2H - Volumen,

a cualquier 3-variedad riemanniana y ha sido objeto de un estudio intensivo
durante los tltimos tiempos. Sin embargo, resulta que cuanto mds simétrica
es la variedad ambiente, la teoria de superficies se vuelve mds rica e intere-
sante. Los espacios mds simétricos son aquéllos cuyo grupo de isometrias
acttia de forma transitiva sobre ellos y se conocen como espacios homogéneos.
Observemos que, para cada k € IR, la 3-variedad simplemente conexa con
curvatura seccional constante k, que denotaremos por M3 (k), se incluye en-
tre ellos y su grupo de isometrias es de dimensién 6 (éste acttia de forma
transitiva sobre el fibrado tangente). Si relajamos esta condicién de isotropia
y consideramos solamente homogeneidad, en el caso simplemente conexo
estas variedades también estan clasificadas: cualquiera de ellas es isométri-
ca a un grupo de Lie de dimensién 3 dotado de una métrica invariante a
izquierda, salvo los productos riemannianos $?(k) x R, para k > 0, que no
admiten tal estructura de grupo de Lie (cf. [MP11, Theorem 2.4]).

Dejando a un lado M3 (k) para k € R, los espacios homogéneos simple-
mente conexos mds simétricos son aquéllos cuyo grupo de isometrias tiene
dimensién 4 y vienen dados en una familia 2-paramétrica E(k,T), donde
K,T€e Ryk# 472 (cf. [Danoy]). Estos consisten en los productos riemannia-
nos M? (k) x R, donde M? (k) es la superficie simplemente conexa de curva-
tura de Gauss constante k € RR, el espacio de Heisenberg Nil3, el recubridor
universal del grupo especial lineal SI; (IR) con una familia 2-paramétrica de
métricas especiales invariantes a izquierda y las esferas de Berger S3. Es
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bien sabido que E(k,T) admite una submersién riemanniana sobre M2 (k)
con curvatura del fibrado constante T y cuyas fibras son las curvas inte-
grales de un campo de Killing unitario en [E(k, ). Las superficies de cur-
vatura media constante en E(k,T) han sido un drea de investigacion muy
activa durante la tltima década; por ejemplo, resaltamos el descubrimien-
to de una diferencial cuadratica holomorfa (cf. [ARo4, ARos]) que llevé a
la solucién del problema de Hopf (es decir, a la clasificacion de las esfe-
ras de curvatura media constante) en [E(k,t) (véase también [ERo9]), o la
correspondencia isométrica de tipo Lawson entre superficies de curvatura
media constante pertenecientes a (posiblemente distintos) espacios E(k, 1)
(cf. [Danoy, Theorem 5.2]). Para una recopilacién de resultados en la teoria
de superficies de curvatura media constante en E(k, T), el lector también
puede seguir [DHMoog].

Las 3-variedades que admiten una submersién riemanniana 7t sobre una
superficie de forma que las fibras son curvas integrales de un campo de
Killing unitario (y completo) sobre el espacio total se conocen como submer-
siones de Killing. Este concepto es una generalizacién natural de los espacios
E(x, 1) asi como de los productos riemannianos M x IR, donde M es una su-
perficie cualquiera. El estudio de las superficies de curvatura media constan-
te en submersiones de Killing es un tema cuyo interés ha crecido durante los
altimos arfios (véase, por ejemplo, [DLoy, DLo8, EO10, LRog, RSTog]). En es-
ta memoria, obtendremos algunos resultados sobre superficies de curvatura
media constante tanto en E(k,T) como en M x R. Por tanto, comenzaremos
estudiando en detalle la geometria de una submersién de Killing.

SUBMERSIONES DE KILLING

Dada una submersién de Killing 7t : E — M, donde E es una 3-variedad rie-
manniana orientable y M una superficie riemanniana, tomemos & un campo
de Killing unitario cuyas curvas integrales son las fibras de 7. La curvatura
del fibrado estd definida como la tnica funcién T € C*([E) cumpliendo

vxa = TX/\E,,

(véase el lema 1.2) para cualquier X € X(E), donde A es el producto vecto-
rial en [E respecto de una orientacién elegida. La curvatura del fibrado es
constante a lo largo de las fibras de la submersion, luego induce una funciéon
T € C*°(M). Por otro lado, probaremos que todas las fibras son geodésicas
y tienen la misma longitud (finita o infinita), siempre que la superficie M
sea conexa (véase el lema 1.5). Estos resultados se siguen de forma sencilla
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usando el grupo uniparamétrico de isometrias generaldo por &, isometrias
que llamaremos traslaciones verticales en lo que sigue.

En pos de un resultado de clasificacién de submersiones de Killing, ob-
servamos que T determina localmente la geometria de la submersién (véase
el lema 1.9), pero en el proceso de globalizaciéon aparecen dificultades to-
polégicas. Més explicitamente, debemos tratar con la posibilidad de que no
existan secciones globales del fibrado y con el hecho de que el cociente rie-
manniano por ciertas traslaciones verticales vuelve a ser una submersién de
Killing sobre la misma superficie con la misma curvatura del fibrado. En el
caso M = M? (k) superaremos facilmente estas dificultades y probaremos el
siguiente resultado (véanse los teoremas 1.13 y 1.16). Llamaremos isomorfis-
mo de submersiones de Killing a un par de isometrias, una entre las bases y
otra entre los espacios totales, que conmutan con las proyecciones.

Dadosk € Ryt e C® (M2 (k)), existe una submersién de Killing
sobre M2 (k) con curvatura del fibrado t. Ademas, si imponemos
que el espacio total sea simplemente conexo, la submersién es
Gnica salvo isomorfismo.

e Enel caso k < 0, definamos ID(2/v/—«) = {(x,y) € R? : x? +

y? < %K}. Entonces, la submersién de Killing es isomorfa a

la proyeccién sobre el primer factor
7: (D(2/v—=x) x R,ds?) — (ID(2/v/—x),ds2),
donde las métricas ds? y ds2 estén dadas por

ds? = Ac(x,y)?(dx? + dy?) + (dz +n(x,y)(ydx — xdy))?,
dsi = ?\,<(x,1_4)2(0b<2 + dyz),

y las funciones A, m € C*®(ID(2/+/—k)) por
_ K2, 20\
Ac(x,y) = (1+4(x +y )) ,
1
Mo y) =2 | sl ys) Aulus,ys)? s
0

* En el caso k > 0, consideremos T = st(K) T y distingamos
dos subcasos.

- Si T =0, entonces la submersién de Killing es isomorfa
a la proyeccién sobre el primer factor 7 : $%(k) x R —
52(k), donde tomamos el modelo usual

S%(x) x R = {(x,y,z,t) eRY:x?+y? 422 = %}
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dotado de la restricciéon de la métrica riemanniana en
R* dada por

ds? = dx? 4 dy? + dz? + (dt — adx — bdy — cdz)?

para ciertas funciones a,b,c € C®(R*) que no depen-
den de la cuarta variable t. En particular, las fibras tie-
nen longitud infinita, 91 es el campo de Killing unitario
y la curvatura del fibrado estd dada por
K
T= % ((ye—zb)x + (za—xc)y + (xb —ya),).

- Si T # 0, entonces la submersién de Killing es isomorfa

a la fibracién de Hopf

2
m:8% 5 82K), mlzw) = o (W b ),
para cierta métrica riemanniana en $3 = {(z,w) € C? :
2|2 + w2 = 1} para la que el campo de Killing verti-
cal estd dado por T (iz,iw). Ademas, las fibras tienen

longitud |2T|.

En particular, caracterizaremos los espacios homogéneos E(k, T) como las
Unicas 3-variedades simplemente conexas que admiten una estructura de
submersién de Killing sobre M?2(k) con curvatura del fibrado constante.
También los caracterizaremos como los tinicos espacios homogéneos 3-di-
mensionales simplemente conexos que admiten una estructura de submer-
si6n de Killing (véase el lema 1.29). Notemos que los productos Riemannia-
nos M2 (k) x R se corresponden con la eleccién T = 0.

Es interesante observar lo bien que se relacionan las geometrias de M y
E en una submersién de Killing 7t : E — M, y las geodésicas e isometrias
son ejemplos de este buena relaciéon. En lo que respecta a las geodésicas
de E, éstas pueden dividirse en tres familias distintas; a saber, geodésicas
verticales (fibras de la submersién), geodésicas horizontales (levantamiento
horizontal de geodésicas de M) y aquéllas que no son verticales ni hori-
zontales, que forman un dngulo constante con la direccién vertical y cuya
proyeccién sobre M estd determinada (véase la proposicion 1.23). En lo que
a las isometrias se refiere, obtendremos el siguiente resultado que clasifica
completamente las isometrias de [E que preservan la direccién vertical y que
llamaremos isometrias de Killing (véase el teorema 1.28).

Sea 7 : E — M?Z(k) una submersioén de Killing con E simplemen-
te conexo y curvatura del fibrado T € C*®(M?(k)).
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a) Dada una isometria de Killing f : E — [E, existe una tnica
isometria h : M2 (k) — M2 (k) tal que 7o f = hom Ademas,
Toh = Tsifis conserva la orientacion de E y toh = —7 si
f invierte dicha orientacion.

En particular, si T es una constante no nula, no existen iso-
metrias de [E que inviertan la orientacion.

b) Sea h : M?(x) — M2 (k) una isometria y sean po,qo € E
tales que h(7(po)) = 7(qo).

- Si Toh = T, entonces existe una tnica isometria de
Killing f : E — IE que preserva la orientacién de E tal
que tof =homy f(py) = qo.

- Si Toh = —1, entonces existe una tnica isometria de
Killing f : E — E que invierte la orientacién de E tal
quemof =homy f(py) = qo.

Esta construccién, que puede entenderse como levantamiento de isome-
trfas, nos da un homomorfismo sobreyectivo entre el grupo de isometrias
de Killing en E y el grupo de isometrias de IM? (k) que conservan T o bien
la llevan en —t. El nicleo de este homormorfismo es el subgrupo de iso-
metrias de E que dejan cada fibra invariante (esto es, el formado por las
traslaciones verticales y, en el caso T = 0, también por las simetrias respecto
de secciones horizontales). Observemos que este resultado da una prueba
alternativa del hecho de que el grupo de isometrias del espacio homogéneo
[E(k, T) tiene dimension 4.

Si nos centramos ahora en la teorfa de superficies en una submersién de
Killing 7t : E — M, estudiaremos dos familias que jugaran un papel impor-
tante en el desarrollo del resto de esta memoria: los cilindros verticales, es
decir, las preimagenes por 7t de curvas en M, cuya geometria estd totalmente
determinada por la de la curva (véase el lema 1.35), y los multigrafos verti-
cales. Estos tltimos se definen como superficies que son transversas al cam-
po de Killing vertical & (equivalentemente, superficies cuya funcién angulo
v = (N, &) no se anula, siendo N un vector normal unitario a la superficie) y
pueden ser estudiadas localmente en forma paramétrica. Mdas explicitamen-
te, dada una seccién local diferenciable del fibrado, Fp : V.C M — E y una
funcién suficientemente regular u: V — IR, el grafo asociado a u respecto de
Fo es la superficie parametrizada por

Fu:V—=E, Fulp)=dup) (Folp)),
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donde {¢+}teRr es el grupo uniparamétrico de traslaciones verticales. Su cur-
vatura media H(u) puede escribirse en forma de divergencia como

H(u):%divM o Gw ,
1+ 11Gul

donde Gu = Vpu—m(VEd) € X(M), d : E — R es la distancia vertical
orientada (esto es, la longitud sobre la fibra) en [E a la seccién inicial Fy
y VE es el gradiente en E (véase también [LRog]). No es dificil ver que H
es un operador cuasilineal eliptico de segundo orden y, en consecuencia,
dos funciones u y v definidas sobre el mismo dominio con H(u) = H(v)
satisfacen un principio del maximo y, de forma mds general, un teorema
nodal que describe localmente la interseccion de los correspondientes grafos
cerca de un punto de interseccién (véase el teorema 1.41).

ESTIMACIONES DE CURVATURA DE LA FRONTERA EN M x R

El objeto principal de los capitulos 2, 3 y 4 de esta memoria es el estudio de
multigrafos de curvatura media constante X en M?(k) x R. En el capitulo 2,
nos centraremos en los grafos de curvatura media constante en productos
M x R, donde M es una superficie riemanniana arbitraria. Recordemos que
la proyeccién sobre el primer factor es una submersién de Killing con cur-
vatura del fibrado nula y que el campo de Killing unitario es 0, donde t
es la coordenada en el factor R (éstos incluyen a los espacios homogéneos
R3, H? x R y $? x R). El estudio de superficies minimales y de curvatura
media constante en M x R ha tenido bastante interés durante los tltimos
afos (véanse, por ejemplo, [Roso2, MRo4, MRos5]).

Empezaremos estudiando grafos de curvatura media constante £ C M x
R™ cuya frontera 0% estd contenida en M x {0}, con especial atencion al caso
en que la funcién angulo v = (N, 0¢) es constante a lo largo de la frontera
0, en otras palabras, cuando se cumple una condicién de capilaridad. Es-
cogeremos el campo normal N para el que la curvatura media H de Z es
positiva, con lo que la funcién dngulo es negativa. Bajo esta condicién de ca-
pilaridad, se incluyen las H-superficies conexas que son unién de dos grafos
simétricos respecto de una seccién horizontal (que llamaremos H-bigrafos
en lo sucesivo) y, en particular, todas las H-superficies compactas y embe-
bidas en M x R en virtud de una aplicacién del principio de reflexiéon de
Alexandrov [Ale56]. En el caso homogéneo M2 (k) x R, los H-bigrafos com-
pactos estdn clasificados para k < 0: existen si, y sélo si, 4H? + k>0 y son
esferas rotacionalmente invariantes. La situacién cambia drdsticamente para
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k > 0 ya que existen tanto esferas como toros de rotacién que son H-bigrafos
(véase la seccion 2.1 para una clasificacion completa de los H-bigrafos inva-
riantes por un grupo uniparamétrico de isometrias del ambiente). Por otro
lado, como consecuencia de la construccién que se llevara a cabo en la sec-
cién 3.4, deduciremos que también existe multitud de ejemplos compactos
(aunque posiblemente no embebidos), que son simétricos respecto de una
seccién horizontal e invariantes por un subgrupo discreto de isometrias ho-
rizontales.

Como hemos dicho, la clasificacién de los H-bigrafos en M x IR no se com-
prende bien todavia y en esta memoria expondremos resultados que rela-
cionaran la méxima altura que tales bigrafos pueden alcanzar y cotas sobre
la curvatura geodésica de la curva de simetrfa horizontal. También trata-
remos el caso no compacto en M2 (k) x R, que no es tan sencillo incluso
para k < 0. El lector puede encontrar en los trabajos de Ritoré [Ritg7] y
Grofle-Brauckmann [GB93] algunos ejemplos construidos para M = R?.

De vuelta al caso general de un grafo £ C M x R de curvatura media cons-
tante H, si denotamos por c al infimo de la curvatura de Gauss del dominio
Q C M sobre el que X es grafo, asumiremos la hipétesis 4H2 + ¢ > 0. Como
los grafos verticales en M x IR son estables (la definicién de superficie esta-
ble puede encontrarse en la introduccién del capitulo 5) ya que su funcién
angulo no se anula y estd en el nicleo del operador de estabilidad (véase
el lema 5.2), es posible aplicar el teorema 2.8 en [MPRo8] para concluir que
la funcién distancia intrinseca d(p, 9L), p € %, estd acotada, lo que implica
que la funcién altura h € C*(Z), dada por h(p,t) = t, también lo esta. Para
4H? + ¢ < 0, esta propiedad no es cierta tal y como muestran los ejemplos
invariantes en H2 x R dados por Onnis [Onno8] y Sa Earp [SaEo8].

Aledo, Espinar y Gélvez consideraron en [AEGo8] el caso en que Q es
compacto y el grafo se extiende como h =0y v < by < 0 en 9Q. Tomando
¢ = infKp(p) : p € Q} y suponiendo que 4H? + ¢ > 0, probaron que X
puede alcanzar a lo sumo una altura o(c, H, vp), donde el valor de «(c, H, vp)
estd dado por

4H (arctan (\/7> + arctan <W>> ifc<0,

vV —4cH2—c2 Vec+4H?2 v c+4H?2
1+0p if c = (1)
T2 ifc =0,
4H Ve vo/C .
\/ﬁ (arctanh <\/m) + arctanh <\/CO+47HZ>) if ¢ > 0.

Ellos dieron esta estimacién para vy = 0, pero su argumento se generaliza
de forma directa. También probaron que esta cota es la mejor posible en
términos de c y H, en el sentido de que si la igualdad se alcanza, entonces
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Q tiene curvatura de Gauss constante c y, si M = IM?(c), entonces la super-
ficie es un casquete esférico (de una esfera de rotacién de curvatura media
H) con dngulo constante vy a lo largo de su frontera. Este resultado es una
generalizacién de las ideas dadas por Serrin [Ser69] y es una consecuen-
cia del principio del maximo para una eleccién adecuada de una funcién
subarménica en I cuya expresiéon combina h y v.

Cuando nos restringimos al caso de capilaridad (es decir, Z cumple v = vy
para algin —1 < vy < 0 a lo largo de la frontera), probaremos la siguiente
estimacién para la curvatura geodésica de la frontera, aplicando el principio
del maximo en la frontera en lugar de en el interior (véase el teorema 2.6).

Sea £ C M x R un grafo de curvatura media constante H > 0
sobre un dominio compacto y regular O C M con valores cero
en 0Q). Supongamos que ¢ = inf{[Kp(p) : p € Q} > —4H2 y
v =vp en 0Q) para algtiin —1 < vy < 0. Entonces,

—4H? + ¢(1 —03)

07 4H,/1—03 '

donde kg es la curvatura geodésica de 9Q) en M con respecto al
conormal unitario exterior a Q.

K

(%)

Ademas, si existe p € 9Q tal que la igualdad en (x) se alcanza,
entonces Q) tiene curvatura de Gauss constante c y L tiene dife-
rencial de Abresch-Rosenberg nula (véase la observacion 2.5).

Este resultado tiene consecuencias interesantes para H-bigrafos (véanse los
corolarios 2.11 y 2.12) ya que, para g =0, ¢ >0y 0 < H < %\ﬁ, la cota
anterior se convierte en Kg = 0, esto es, nos dice que la frontera es convexa
(respecto del conormal exterior).

El siguiente paso consiste en suponer restricciones adicionales sobre la
altura méxima que el grafo puede alcanzar en M x R*. Concretamente,
supondremos que |h| < m- «(c.H,vg) para alguna constante 0 < m <
(esto es, m es la fraccion de la altura méxima del correspondiente casquete
esférico con la misma curvatura media y el mismo angulo de capilaridad) y

mejoraremos la cota anterior a la siguiente (véase el teorema 2.14).

Siexiste 0 < m < 12 tal que |h| < m- «(c, H,vp), entonces se
cumple la siguiente cota de la curvatura geodésica de 0Q en M
con respecto al conormal unitario exterior a Q:

(4 —8m)HZ +¢(1 —0(2))

Kg = .
4mH, /1 — v}
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Al igual que en el caso general, podemos dar aplicaciones al caso de H-
bigrafos compactos (véanse los corolarios 2.15 y 2.16). Bajo las hip6tesis de
este tltimo resultado, la caracterizacién de la igualdad se vuelve mas sutil,
para lo que desarrollaremos una técnica que puede usarse para probar que
una H-superficie en la que la altura es una funcién del dngulo debe ser
invariante por un grupo uniparamétrico de isometrias horizontales (véase
el lema 2.13). La demostracion de este lema seguira la linea del argumento
de Espinar y Rosenberg (cf. [ERog]) para superficies cuya diferencial de
Abresch-Rosenberg se anula idénticamente.

En el caso M = M? (k) podremos quitar la hipétesis de compacidad y pro-
bar el siguiente resultado (véase el teorema 2.17). La razén de restringirnos
al caso homogéneo es que el argumento necesita poder trasladar cualquier
punto en la base M? (k) a uno prefijado.

Sea £ C M?(k) x R un H-bigrafo propiamente embebido sobre
un dominio Q C M?(k) con 4H? 4+ k > 0, simétrico respecto
de M?(x) x {0}, y supongamos que existe 0 < m < % tal que
[h] < m-«(k, H,0) en X. Entonces, tenemos la siguiente cota in-
ferior para la curvatura geodésica de 0Q) en M2 (k) (respecto al
conormal unitario exterior):

(4—8m)H? +«
Kg > ————.
4mH

Si se alcanza la igualdad en algtin punto p € 9Q), entonces
i) L es un toro de rotacion si k > 0,
ii) X es un cilindro de traslacién si k =0,
iii) X es un cilindro de traslacién hiperbélica si k < 0.

Este resultado se basa en las ideas dadas por Ros y Rosenberg in [RR10],
aunque tiene su origen en un articulo de Payne y Phillipin [PP79]. Sefia-
lamos que el andlisis de la igualdad llevada a cabo en el tltimo resultado
también se sigue del lema 2.13 y que los ejemplos invariantes caracterizados
en el enunciado se describen en la seccién 2.2.

Para cerrar este capitulo, daremos otra aplicacién de las técnicas usadas
anteriormente para obtener cotas inferiores 6ptimas de la distancia de un
punto del grafo £ € M x R™ con valores frontera cero a la frontera 9X. Més
explicitamente, probaremos que tal distancia es mayor o igual que la distan-
cia del casquete esférico con la misma condicién de capilaridad y la misma
curvatura media de una esfera rotacional en el correspondiente espacio ho-
mogéneo (véase el teorema 2.19).
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CONSTRUCCIONES DE PLATEAU CONJUGADAS

En 1970, Lawson [Law7yo] establecié una correspondencia isométrica en-
tre superficies minimales simplemente conexas en M3 (k) y H-superficies
simplemente conexas en IM?3(k — H?). Ademas, aplic6 esta corresponden-
cia para construir superficies doblemente periddicas de curvatura media
uno en R3. La técnica que usé para construir dichos ejemplos se cono-
ce como construccion de Plateau conjugada y se ha convertido en un méto-
do bastante fructifero para obtener superficies de curvatura media cons-
tante en 3-variedades de curvatura seccional constante (véase, por ejemplo,
[KPS88, Kar89, GBg3, Polg4]). Los pasos fundamentales de una construccién
de Plateau conjugada son los siguientes:

1. Resolver el problema de Plateau en un poligono geodésico en M3 («).

2. Considerar la superficie conjugada en M3 (x — H?) con curvatura me-
dia H, cuya frontera estd contenida en ciertos planos de simetria si el
poligono inicial estd bordeado por geodésicas (cf. [Kar8g, Section 1]).

3. Reflejar la pieza resultante respecto de dichos planos de simetria para
conseguir una H-superficie completa (no necesariamente embebida)
en M3 (k — H2).

El propésito del capitulo 3 de la presente memoria es definir rigurosamente
todos los ingredientes necesarios para extender la construccién de Plateau
conjugada al caso de los espacios [E(k,T) y aplicarla a la construccién de H-
superficies completas en H? x R (para H > +) y $2 x R (para H > 0). Esta
generalizacién fue introducida en primer lugar por Hauswirth, Sa Earp y
Toubiana [HSTo8] en el caso de superficies minimales asociadas en H? x R,
aunque muchos otros trabajos han sido publicados en esta linea (véase, por
ejemplo, [MR12, Rod10, MRR11b]).

La primera herramienta que necesitaremos es un andlogo a la correspon-
dencia de Lawson en los ambientes E(k, T), papel que jugard la correspon-
dencia de Daniel. De forma sucinta, dados E = E(k,T) y E* = E(x*, %)
tales que k — 412 = k* —4(1%)2, y dados 6, H,H* € R cumpliendo H+ it =
el®(H* +it*), existe una correspondencia isométrica entre H-superficies
simplemente conexas en E y H*-superficies simplemente conexas en E*
(cf. [Danoy, Theorem 5.2] para una descripciéon mas detallada). Ademés,
las superficies correspondientes estdn determinadas salvo una isometria del
ambiente y suelen llamarse superficies hermanas.

Aunque en la seccién 3.1, haremos una descripcién completa de todos los
casos, aqui nos centraremos en la correspondencia entre una inmersién mini-
mal ¢ : Z — E(4H? + ¢, H) y su H-superficie hermana ¢* : £ — M?(e) x R
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para € € {—1,1}. Es de especial importancia en lo que sigue que el pardmetro
0 de la correspondencia sea igual a 5, de donde deduciremos la siguiente
correspondencia entre curvas en L (véase el lema 3.2):

Dada una curva diferenciable « : [a,b] — X, si ¢p(x) es una
geodésica horizontal (resp. vertical) en IE(4H? + €, H), entonces
¢*(x) estd contenida en un plano vertical (resp. horizontal) en
M?(e) x R que la inmersién ¢* corta ortogonalmente.

Aqui, estamos llamando planos verticales a las superficies producto de una
geodésica de M?(e) por R y planos horizontales a las secciones horizontales.
También daremos una correspondencia entre isometrias (véase el lema 3.3):

Si ¢(Z) es invariante por reflexiones respecto de una geodésica
horizontal (resp. vertical) ¢ () en E(4HZ2 + ¢, H), entonces ¢* (L)
es invariante por una reflexion respecto a un plano vertical (resp.
horizontal) en M?(¢e) x R que contiene a ¢* (or).

Ademas, la curva de reflexiéon de la superficie original se corres-
ponde con la curva de reflexién la superficie hermana.

Desafortunadamente, el control de los elementos que no son verticales ni
horizontales es complicado y s6lo seremos capaces de manejar poligonos
geodésicos formados por geodésicas verticales y horizontales, siendo ésta
una condicién bastante rigida en E(4H2 + €, H). Por otro lado, debemos
asegurarnos de que la superficie extendida por reflexién, respecto de geo-
désicas o planos, produce una superficie regular, aunque veremos que esto
es consecuencia de resultados generales de eliminacién de singularidades
(véanse [DHKWo92, CS85] y la seccién 3.1.2).

De cara a ilustrar los resultados previos, en la seccién 3.2 aplicaremos la
correspondencia de Daniel a los helicoides esféricos en las esferas de Ber-
ger, esto es, superficies minimales regladas por geodésicas horizontales en
S3 e invariantes por un grupo uniparamétrico de movimientos helicoidales.
Estas superficies estan caracterizadas por ser las tinicas en la variedad dife-
renciable subyacente S3 que son minimales para cualquier métrica de Berger
(cf. [Tor12, Proposition 1]). Demostraremos que las H-superficies hermanas
en M?(e) x R de estos helicoides son los ejemplos rotacionales descubier-
tos por Hsiang and Hsiang [HH89] y Pedrosa y Ritoré [PRgg] en S? x R y
H? x R (véase la proposicién 3.5), junto con el toro de rotacién en 82 xR
o el cilindro de traslacién hiperbélica en H? x R (estos tltimos casos excep-
cionales seran discutidos en la seccién 3.4.2).

El segundo paso para la aplicacién de la construccién de Plateau conjuga-
da consiste en garantizar la existencia de soluciones del problema de Pla-
teau con frontera un cierto poligono geodésico. De hecho, seremos capaces

11



12

INTRODUCCION

de probar un resultado de existencia y unicidad para una familia mas am-
plia de posibles contornos en una submersion de Killing general 7: E — M,
basandonos para la unicidad en las ideas de Pinheiro [Pin10], que provienen
de un argumento de Collin y Krust [CK9g1]. Para enunciar el resultado, ne-
cesitamos introducir el concepto de contorno de Nitsche admisible. Grosso
modo, un contorno de Nitsche en [E es una curva diferenciable a trozos I' C [E
tal que (a) los arcos regulares de I' son segmentos verticales o bien curvas
que se proyectan biyectivamente por 7 sobre M y (b) la curva proyecta-
da 7(T") bordea un dominio simplemente conexo y relativamente compacto
Q C M (véase la definicién 3.7). Si el cilindro sélido ' (Q) es una 3-
variedad mean-convexa con frontera en el sentido de [MY82a], llamaremos
a dicho contorno de Nitsche admisible (véase el lema 3.10). Enunciamos ya
el mencionado resultado de existencia y unicidad (véase el teorema 3.11).

Sea 7t : E — M una submersién de Killing con fibras de longitud
infinita y supongamos que I' C [E es un contorno de Nitsche
admisible con dominio asociado O C M. Entonces, existe una
tnica superficie minimal ¥ C 71 (Q) con frontera I'. Més atn,
el interior de la superficie  es un grafo vertical sobre Q.

La primera aplicacion que daremos de estos resultados es la construccion
de una familia uniparamétrica de H-superficies completas en M?(e) x R pa-
ra 4H2 + e > 0, e € {—1,1}, que provienen de superficies minimales en las
esferas de Berger IE(4H? + ¢, H) de forma anéloga a cémo los ejemplos rota-
cionales en $2 x R y H? x R provienen de helicoides esféricos. Las nuevas
superficies resultantes en IM?(e) x R son invariantes por un grupo unipa-
ramétrico discreto de isometrias horizontales del ambiente, que consiste en
rotaciones en S% x R o traslaciones hiperbdlicas en TH? x R (véase el teore-
ma 3.18). Ademds, haremos un estudio preciso de la funcién angulo en el
poligono geodésico original en las esferas de Berger (véase la seccion 3.4.1)
que nos permitird describir bastante fielmente la pieza hermana (véase la
seccién 3.4.2) y deducir que ha de tener una forma parecida a un unduloide
con eje horizontal.

Una de las propiedades mads interesantes de estos ejemplos, y que los re-
laciona con los del capitulo precedente, es el hecho de que todos ellos son
simétricos respecto de una seccién horizontal (aunque no sabemos si son
embebidos) y tienen altura acotada. De hecho, para cada % <m<«<l,la
construccién nos da un tnico ejemplo cuya altura méxima sobre el plano
horizontal de simetria es m - «(e, H, 0), donde recordemos que (e, H,0) de-
notaba la altura maxima de una esfera rotacional de curvatura media H y
%cx(e, H,0) es la altura maxima del toro rotacional (para € = 1) o el cilindro

de traslacién hiperbélica (para e = —1), ambos de curvatura media H. De
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hecho, esta construccién nos da una deformacién continua entre estos dos
ejemplos. Ademads, en el caso € = 1, mostraremos que, para cada H > 0
aparecen ejemplos compactos con curvatura media H.

La segunda aplicacién de la construccién de Plateau conjugada, a la que la
seccién 3.5 estd dedicada, es la obtencién de superficies de curvatura media
1/2 en H? x R con las simetrias de una teselacién de H? por poligonos
regulares (véase el teorema 3.24). Este es el andlogo horizontal en H? x R
de las superficies doblemente periédicas en R3, pero no produce ejemplos
en 82 x R (notemos que el valor H = 1/2 en H? x R es critico como ya se
ha mencionado antes). En este caso, las superficies provienen de superficies
minimales en el espacio de Heisenberg Nil3.

Usando estas tltimas superficies, daremos algunas aplicaciones a la cons-
truccion de superficies compactas de curvatura media 1/2 en M x R, donde
M es una superficie compacta con curvatura geodésica —1 que puede rea-
lizarse mediante un patron regular de pegado (véase el corolario 3.27) de los
lados de un poligono regular en TH? (esto es, una forma de pegar los lados
del poligono que se extiende a toda la teselacién regular y de forma que los
vértices se identifican todos juntos). En particular, todas las clases de super-
ficies topoldgicas con caracteristica de Euler negativa pueden realizarse por
este método.

MULTIGRAFOS COMPLETOS EN E (K, T)

Como ya se ha puesto de manifiesto, los multigrafos verticales constituyen
una familia natural de ejemplos a considerar en la teoria de superficies de
curvatura media constante en una submersion de Killing (recordemos que
un multigrafo vertical es una superficie transversa al campo de Killing ver-
tical). No obstante, es interesante determinar si un multigrafo es embebido
0 no y, mds aun, si es un grafo vertical (es decir, no corta mas de una vez
a cualquier fibra de la submersioén). El capitulo 4 se centra en resolver esta
cuestion para E = [E(k, T), bajo la hipétesis adicional de que el multigrafo
de curvatura media constante H € R es completo. Més explicitamente, pro-
baremos que los tinicos multigrafos completos de curvatura media H para
4H? 4 k > 0 son las secciones horizontales en S$?(k) x R (véase la proposi-
cién 4.4), y que, para 4H? + k < 0, tal multigrafo es siempre un grafo vertical
(véase la seccién 4.2).

El caso 4H? + k = 0 ya ha sido estudiado por otros autores. Hauswirth, Ro-
senberg y Spruck (cf. [HRS10, Theorem 1.2]) probaron un teorema de tipo
semiespacio para superficies propiamente embebidas de curvatura media

13
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1/2 en H? x R y dedujeron que un multigrafo vertical completo con curva-
tura media 1/2 en H? x R a un lado de un plano vertical es un grafo vertical
entero (es decir, estd definido sobre todo ]HZ). Mas adelante, Daniel y Haus-
wirth extendieron este resultado al espacio de Heisenberg Nil3 mediante
otro teorema de tipo semiespacio para superficies minimales propiamente
inmersas en Nilz. Finalmente, Ferndndez y Mira (cf. [FM10, Theorem 6.10]
o [DHMog] para una referencia completa) extendieron estos resultados al
caso de multigrafos verticales completos en [E(k,T) con curvatura media
constante H cumpliendo 4H? + k = 0 y obtuvieron que han de ser grafos
verticales enteros. Uniendo estos resultados a los presentados en esta me-
moria, obtenemos la siguiente descripcién global en E(k, T):

Sea X un multigrafo vertical y completo de curvatura media cons-
tante H en [E(k, ). Entonces, se cumple una de las siguientes
afirmaciones:

a) E(k, 1) =%% xR y Z es una seccién horizontal.
b) 4H? + k<0 y Z es un grafo vertical.

Ademas, si 4H? + k = 0, entonces el grafo X es entero.

Notemos que, en el caso 4H? 4+ « < 0, la fibracién es sobre H? (k) y, salvo
una homotecia en la métrica, podemos suponer k = —1 y |[H| < % Bajo es-
tas condiciones y basdndonos en [HRS10, Theorem 1.2], probaremos que la
frontera del dominio sobre el que el grafo esta definido consiste en (posible-
mente infinitas) curvas de curvatura geodésica constante 2H 6 —2H en H?,
en las cuales el grafo toma valores frontera constantes +-co 6 —co. Ademés,
el signo de la curvatura geodésica de la frontera estd determinado por el
signo del valor asintético y la eleccién de orientaciones (véase la observa-
cién 4.9). Destacamos también que la condicién [H| < 12 es equivalente al
hecho de que una curva completa de curvatura geodésica constante 2H en
H? tiene longitud infinita, que sera decisivo en la demostraciéon de que el
multigrafo es, en realidad, un grafo.

SUPERFICIES PARABOLICAS Y ESTABLES

Como ya mencionamos al comienzo de esta introduccién, las superficies
de curvatura media H € R en una 3-variedad riemanniana M constituyen
un objeto natural de estudio ya que son puntos criticos del funcional J =
Area — 2H - Volumen, para variaciones normales de soporte compacto (véase
la proposicién 5.1). En lo que sigue, nos restringiremos al caso en que la
superficie tien dos caras (esto es, £ admite un campo normal unitario y
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diferenciable N), ya que el campo variacional de una tal variacién estd dado
por una funcién en lugar de una seccién del fibrado normal.

De entre todas las H-superficies completas en M, aquéllas que son estables
(es decir, las que cumplen que J”(0) > 0 para cualquier variacién normal de
soporte compacto) juegan un papel especial en la teorfa. Esto se debe a que,
por ejemplo, bajo ciertas condiciones naturales, los limites de H-superficies
completas, producen H-superficies completas y estables, tal y como Meeks,
Pérez y Ros probaron (cf. [MPR10]). Es necesario destacar que esta nocién
de estabilidad es mds fuerte que la estabilidad usual asociada al problema
isoperimétrico, donde sélo se requiere que J”/(0) > 0 para cualquier varia-
cién normal dada por una funcién de soporte compacto de integral cero.

Mas concretamente, dada una H-superficie ~ inmersa en M con dos caras
y una variaciéon normal de X con campo variacional fN para f € C3°(Z),
podemos escribir

310 = QU f) = | 1f
b
donde L = A + |A|? 4+ Ric(N) y A es el operador forma de la inmersion.
Esta formulacién extrinseca motiva el interés en el estudio de un opera-
dor de Schrodinger puramente intrinseco L = A + q sobre una n-variedad
riemanniana abstracta (M, ds?), siendo A el laplaciano respecto de ds? y
q € C*(M), bajo la condicién de que —fM fLf > 0 para todo f € C3°(M)
(esta condicién suele escribirse a menudo como —L > 0).

Si suponemos que la estructura conforme subyacente a ds® es parabdlica
(esto es, toda funcién superarmoénica y positiva en M es constante), esta
condicién nos permite probar el siguiente resultado sobre el operador L:

Sea (M, ds?) una n-variedad Riemanniana parabélica y conside-
remos un operador L = A+ q, para cierta q € C*(M). Sean
u,v € C®(M) tales que u estd acotada, v > 0 y uvLu > u?Lv
sobre M. Entonces, u/v es constante.

En consecuencia, el espacio vectorial de soluciones acotadas de Lu = 0 coin-
cide con el cono de soluciones positivas de la misma ecuacién maés la solu-
cién trivial u = 0, y dicho espacio vectorial tiene dimensién uno (véanse el
teorema 5.5 y el corolario 5.6). Este resultado extiende algunas propiedades
clasicas de la primera funcién propia de un operador L, con —L > 0, en una
variedad compacta al caso (més general) de una variedad parabdlica.

Dada una submersién de Killing 7 : E — M y una H-superficie parabdlica
L en E, podemos aplicar el resultado anterior a la funcién dngulo, que es
acotada y estd en el nticleo del operador de estabilidad de L, para obtener
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condiciones bajo las que la superficie es un multigrafo vertical o incluso un
grafo entero. El siguiente resultado se deduce facilmente.

Sea m : E — M una submersién de Killing. Una H-superficie
inmersa, parabdlica y estable en [E es un multigrafo vertical o
bien un cilindro vertical sobre una curva de curvatura geodésica
constante 2H.

En el caso de los espacios homogéneos E(k, T), podemos mejorar este resul-
tado usando la informacién sobre multigrafos completos que hemos men-
cionado en el teorema 4.1.

Sea Z una H-superficie orientable, parabélica, completa y estable,
inmersa en E(k, T). Una de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) E(k,7) =5%(k) x R, H=0 y Z es una seccién horizontal.

b) 4H? + « <0 y Z es o bien un grafo vertical o bien un cilin-
dro vertical sobre una curva de curvatura geodésica 2H en
M2 (k). Si 4HZ + k = 0, entonces dicho grafo es entero.

Rosenberg [Roso6] demostrd que, si £ es una H-superficie orientable, com-
pleta, estable e inmersa en [E(k, T), entonces H? < %(TZ — K), excepto para
el caso especial de una secciéon horizontal en S2(k) x R. Se conjetura que

la cota superior 6ptima sobre H? bajo estas hipétesis es —4 en lugar de

%(TZ — k). En esta linea, el dltimo resultado mostrado arriba da respuesta
positiva a esta conjetura bajo la condicién adicional de parabolicidad. Ade-
mds, seremos capaces de mejorar ligeramente la cota %(TZ — k) sin asumir

parabolicidad (véase el corolario 5.10).

Sea ¥ una H-superficie orientable, completa y estable inmersa
en [E(k,T) con k < T2. Entonces, H? < %(TZ — K) — € para cierto

¢ > 0 independiente de .

Este resultado ya fue probado por Meeks, Pérez y Ros [MPRo8] en el caso
particular de H? x IR, aunque puede verse que dicho caso implica el enun-
ciado completo via la correspondencia de Daniel. Aun asf, la demostracion
que daremos es independiente.

Para terminar el capitulo 5, introduciremos los grafos minimales horizon-
tales en el espacio de Heisenberg Nil3 = IE(0, %) = R3 y estudiaremos el
correspondiente problema de Bernstein. Un grafo horizontal sobre un domi-
nio Q en el plano (y,z) es la superficie parametrizada en términos de una
funciéon u € C*°(Q) mediante

Y

Fly,z) = (u(y,z),y,z—|— Eu(y,z)) , (y,z)eqQ. (%)
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Estos grafos se dicen horizontales puesto que son transversos a las curvas
integrales del campo de Killing X = 9y + 39, que es horizontal en el ori-
gen (es facil darse cuenta de que esta construccién no da especial relevancia
a ninguna direccién horizontal concreta en Nilz). A pesar de que los gra-
fos horizontales son estables, el campo X no estd necesariamente acotado al
restringirlo a X, aunque los argumentos para H-superficies parabdlicas y es-
tables que hemos dado en esta parte final, nos llevan al siguiente enunciado
(véase el teorema 5.13). Sefialemos que cualquier grafo horizontal entero en
Nil3 (es decir, para el que el dominio de definicién () que aparece en (x*) es
todo el plano (y, z)) es propio y, en consecuencia, completo.

Sea X un multigrafo minimal y horizontal en Nil3. Si X es para-
bélico, entonces es un plano vertical o es invariante por un grupo
uniparamétrico de traslaciones (cf. [FMPgg]). En particular, X es
un grafo horizontal entero.
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SUBMERSIONES DE KILLING

Como se ha puesto de manifiesto en la introduccién, las submersiones de
Killing son una generalizacién natural tanto de los espacios homogéneos
simplemente conexos E(k, T), con grupo de isometrias de dimensién al me-
nos 4, como de las variedades producto M x IR. El objetivo de este primer
capitulo es estudiar la geometria de una submersiéon de Killing y dar un
resultado de clasificacién en el caso de que la base de la submersién sea
una superficie simplemente conexa con curvatura constante. Ademads, es-
tudiaremos las isometrias de las submersiones de Killing asi clasificadas y
particularizaremos los resultados a los espacios E(k, T).

1.1 PROPIEDADES RIEMANNIANAS BASICAS

Sea (E, (-,-)) una variedad riemanniana de dimensién 3 que admite una
submersién riemanniana 7 : [E — M sobre una superficie (M, g). Un vector
v € TE se dice vertical si v € ker(dmn) mientras que siv € ker(dm)+ diremos
que es horizontal. Entonces, la condicién de submersién riemanniana puede
escribirse como

In(q) (g (v), dmg(W)) = (v, w)q,

para cualesquiera q € E y v,w € T4[E horizontales.

Definicién 1.1. Diremos que 7w : E — M es una submersién de Killing cuando
exista un campo de Killing unitario, vertical y completo.

Esta definicion puede parafrasearse como que exista un campo de Killing
unitario & cuyas curvas integrales estén definidas sobre toda la recta real y
sean las fibras de la submersién. Notemos que las fibras de la submersiéon
son, por definicién, los conjuntos de la forma 7' (p) para p € M y, por
tanto, son curvas embebidas en E.

En lo que sigue supondremos que E es orientable y fijaremos una orienta-
cién para la que tendremos definido globalmente un producto vectorial A.
El siguiente resultado da una expresion ttil para trabajar con V, la conexion
de Levi-Civita en E.
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Lema 1.2. Sea 7t : E — M una submersion de Killing. Entonces existe una funcién
T € C®(E) tal que Vx& = tX/\§ para cualquier X € X(E).

Demostracién. Notemos que Vg& = 0 pues, para cualquier X € X(E), se
cumple que (V¢&,X) = —(VxE, &) = 0 ya que & es de Killing y unitario.

Consideremos ahora X € X(E) linealmente independiente con &. Esta cla-
ro que (Vx& X) = 0 ya que & es un campo de Killing y, por otro lado,
(VX &, &) = 0 ya que & es unitario. Por tanto, existird una tnica funcién
Tx € C®(E) tal que Vx& = txX /A& y habremos terminado si probamos
que Tx no depende de X. Ahora bien, es obvio que Tx sélo depende de la
parte horizontal de X luego bastard comprobar que Tx = Ty para cuales-
quiera X, Y € X(E) horizontales. En tal caso, usando que ¢ es un campo de
Killing, tenemos que

TV (YAEX) = (VyE,X) = —(VxE Y) = —tx (XAE,Y) = tx (YAE, X).

Deducimos que tx = Ty en los puntos en que X e Y sean independientes y,
en el resto de puntos, Tx = Ty se sigue de la linealidad de la conexién. [J

A la funcién T, que claramente es tnica, se le llama curvatura del fibrado. Si
invertimos la orientacién en E, ésta cambia de signo. Notemos ademds que
la condicién V¢ & = 0 nos dice que las fibras son geodésicas y las llamaremos
geodésicas verticales.

Para dar mds propiedades de la curvatura del fibrado, tomemos {¢¢}teR,
el grupo uniparamétrico de isometrias asociado al campo de Killing &, iso-
metrias que llamaremos de aqui en adelante traslaciones verticales. El grupo
uniparamétrico estd definido para todo valor del parametro por ser & com-
pleto. Ademads, cada isometria ¢t conserva la orientacién y cumple que
(ddt)q(&q) = &g, (q) Para cualesquiera t € Ry q € E. Aplicando d¢¢ a la
igualdad del lema 1.2, se deduce el siguiente resultado.

Lema 1.3. La curvatura del fibrado es constante a lo largo de las fibras y, por tanto,
induce una funcién diferenciable en M.

Ejemplos 1.4.

1. Consideremos una superficie riemanniana M y la variedad producto
M x R con la métrica producto estandar. Entonces, la proyeccién ca-
nénica 7 : M x R — M es una submersiéon de Killing con campo de
Killing vertical unitario 9¢ y curvatura del fibrado T = 0.
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2. Consideremos las esferas §3 = {(z,w) € C? : |z]2 + w2 = 1} c C? y
82(k) ={(z,t): 22 + 12 = 1;} C C x R para k > 0. La aplicacién

n:8 — 82(k)

(z,w) +— %R(ZZWIZF*IWIZ)

)

se conoce como la proyeccion de Hopf entre estas dos esferas y es una
submersién. Mds atn, la fibra que pasa por un punto (z,w) € S> est4
dada por {(e'z, eltw) : t € R}. Tenemos que el grupo uniparamétrico
de difeomorfismos ¢ (z, w) = (ettz, eltw) para t € R define de forma
natural una accién de 8! sobre §3 como (e't, (z,w)) — di(z, W) cuyas
orbitas {p(z,w) : t € R}, (z,w) € S3, coinciden con la fibras de la
submersion.

Al igual que en el caso del fibrado trivial del ejemplo anterior, dado
un ntimero natural n € IN, podemos considerar el cociente de $3 por
el grupo discreto de isometrias (traslaciones verticales) definido por
Gn = {$27k/n : k € {1,...,n}}, que es un grupo ciclico de orden n.
Dicho cociente $3/Gy, no es otra cosa que el espacio lente denotado®
clasicamente por L(n,1). Notemos que L(1,1) = 83 y L(2,1) = RP3.
El hecho de que mo ¢t = 7 hace que 7 induzca una submersion rie-
manniana 7, : L(n,1) — S%. Si dotamos a $3 de una métrica que hace
de 7 una submersién de Killing, entonces estd claro que 7, es una
submersion de Killing con la métrica cociente y que la longitud de las
fibras de 7t en S3 es n veces la longitud de las correspondientes fibras
de My enL(n,1).

Por otro lado, para cada n € IN, el espacio lente L(n, 1) es orientable
y su grupo fundamental es isomorfo al grupo ciclico de orden n, de
donde se deduce que dos espacios lente L(n,1) y L(m, 1) no son ho-
meomorfos si m # n (véase [Saviz] para mds informacién). Ademds,
ninguna de estas submersiones admite secciones globales.

3. Los espacios homogéneos E(k,T) son submersiones de Killing sobre
M? (), la superficie completa y simplemente conexa de curvatura
constante k, con curvatura del fibrado constante . Si k > 0, la pro-
yeccién es la fibracion de Hopf y las fibras son difeomorfas a S' (a
diferencia de los demads casos en que lo son a RR). Una descripcién
completa de estos espacios puede encontrarse en [Danoy], aunque en
las siguientes secciones los estudiaremos dentro de una construccién
mads general.

1 En general, para p, q € N, L(p, q) se define como el cociente de S3 por el grupo de difeomor-
fismos generado por (z, w) + (e2™/Pz, e247/Py ). No obstante, la proyeccién de Hopf s6lo
induce una proyeccién de L(p, q) en $%(k) para q = 1.
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Hemos visto asi ejemplos donde la longitud de la fibra puede ser finita o
infinita y esta disyuntiva serd importante en los resultados de clasificacion
que daremos mds adelante. Con las herramientas que tenemos, podemos
dar ahora el siguiente resultado.

Lema 1.5. Sea 7t : E — M una submersion de Killing, siendo M una superficie
conexa, y supongamos que una de sus fibras tiene longitud finita. Entonces, todas
las fibras tienen la misma longitud.

Demostracion. Supongamos que q € M cumple que su fibra tiene longitud
0 < { < oo. La traslacién vertical ¢, deja fijos a todos los puntos de la fibra
de q. Ademads, si U C M es un entorno abierto de q que admita una base
ortonormal de campos {e1, ez} C X(U), podemos tomar {Eq, E;, E3} una base
ortonormal de 7t~ ' (U) de forma que E; sea el levantamiento horizontal de
ei para i € {1,2}. Es facil ver que d¢, deja invariantes los campos de esta
base en la fibra de q (Ey y E; por ser levantamientos horizontales y E3 por
ser el campo de Killing vertical), luego dd, es la identidad a lo largo de esta
fibra. En virtud del resultado de unicidad de las isometrias de una variedad
riemanniana, deducimos que ¢, = idg (notemos que M es conexa).

Asi, hemos probado que la longitud de cada fibra es igual a un divisor
entero de { pero, como el mismo razonamiento puede hacerse en cualquier
punto g € M, la longitud de fibra ha de ser una funcién constante en M. [J

1.1.1  Resultados de estructura local

Las submersiones de Killing con fibras de longitud infinita siempre admi-
ten secciones diferenciables globales® (cf. [Ste51, Theorem 12.2]). Por otro
lado, el simple hecho de que la base de la submersién sea no compacta tam-
bién implica la existencia de una seccién diferenciable global (cf. [GHV76,
Section VIIL5]). Usando el grupo uniparamétrico de traslaciones verticales
{dt}ter, las secciones del fibrado permiten construir trivializaciones, como
mostramos a continuacion.

Proposicién 1.6. Sea 7 : [E — M una submersion de Killing y supongamos que
existe una seccion diferenciable Fo : U — E sobre un abierto UL C M. Entonces,
Y:UxR— 7 " (U) dada por

¥(p,t) = de(Fo(p))

2 Dado U C M, una seccién de 7t sobre U es una aplicacién Fp : U — E tal que o Fo =idy.
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es un difeomorfismo local. Si las geodésicas verticales tienen longitud infinita, en-
tonces V¥ es un difeomorfismo global.

Nuestro principal objetivo ahora es dar una forma local canénica para una
submersion de Killing 7t : E — M. Para ello, supongamos que (U, ¢) es
una carta local en M donde existe una seccién diferenciable Fp : U — E y
consideremos el difeomorfismo local

Yo (o ' xidr): e(U) x R — 7w (W)

(X/y/t) — ¢t(FO((pi1(Xry))' (3)

Si tomamos en @(U) x R C R3 la métrica ds? que convierte a esta apli-
cacién una isometria local, entonces la proyeccion sobre el primer factor
m1 : @(U) x R = ¢(U) es una submersién de Killing, donde estamos consi-
derando en el abierto de llegada ¢ (U) la métrica inducida a través de ¢ de la
métrica de M. En otras palabras, el siguiente diagrama conmutativo ofrece
lo que podriamos llamar un isomorfismo local de submersiones de Killing:

Yo (! xid
o(U) x R w, ()

™ J/T[

e(U) £ u

Las flechas verticales representan submersiones y las horizontales isome-
trias (locales). Ademads, en la submersiéon de la izquierda, las traslaciones
verticales son las aplicaciones de la forma (x,y,t) = (x,y,t+a) paraa € R,
de donde se deduce que 9¢ es un campo de Killing vertical y unitario.

Vamos ahora a dar una expresion general de la métrica inducida en @(U) x
R y, para simplificar los calculos, supondremos que (U, @) es una carta
isoterma con pardmetro conforme A € C®(¢(U)), esto es, la proyeccién

m : (@(U) x R,ds?) = (@(U), A% (dx? + dy?))

es una submersién de Killing. Si consideramos los campos diferenciables
e1 = %6x yey = %ay en @(U), entonces {e1, e} es una base ortonormal
del fibrado tangente To(U) y podemos definir, para cada i € {1,2}, el le-
vantamiento horizontal E; € X(¢@(U) x R) de e; y E3 = 9. Asi, la terna
{E1, E2, E3} es una base ortonormal de X(¢@(U) x R), que podemos suponer
positivamente orientada (intercambiando ej y e; si es necesario).
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Como 717 es la proyeccién sobre las dos primeras variables en IR3, existiran
funciones a,b € C*(p(U)) tales que dicha base puede escribirse como

(E1 )(X,y,t) = )\(+,y)ax + a(x,y)at,
(E2) (xy,t) = ﬁay +b(x,y)0, (4)
(E3)(xy,t) = Ot

Notemos que a y b no dependen de la variable t. Ahora bien, el hecho de
que {Ey, E;, E3} sea ortonormal respecto de ds? nos permite escribir esta
métrica de la siguiente forma compacta:

ds? = A?(dx? + dy?) + (dt — A(adx + bdy))?. (5)

Observacion 1.7. Independientemente de los valores de las funciones a y
b, la expresién (5) define una métrica riemanniana en @(U) x R tal que la
proyeccién 717 es una submersioén riemanniana y 0t es un campo de Killing
unitario, luego no hay restriccién alguna sobre a y b.

Observemos ahora que de la expresién de la base dada en (4) se sigue
facilmente que [Ey,E3] = [Ez, E3] =0y

A
[E1,E2] = 34E1 = 33E2 + (5h (bAc —ahy) + } (bx — ay)) Es.

Teniendo en cuenta el lema 1.2 y que la conexién de Levi-Civita paraleliza
la métrica, podemos calcular la curvatura del fibrado T, que verifica

2t = (Ey, Vg, E3) — (E2, Vi, E3) = (VE, B2, E3) — (VE, By, E3)
= ([E1,E2), E3) = 55 (bAx — aAy) + 5 (bx — ay) (6)

= 5> divo (Abdx — Aady) = div (%% — £9y),

donde div indica la divergencia respecto a la métrica llana dx? + dy? y div
es la divergencia respecto de la métrica A2 (dx? 4+ dy?) en @(U).

El modelo de 7' (U) que hemos realizado depende esencialmente de la
seccién inicial Fy : U — E elegida. Para entender bien la dependencia de
esta construccién respecto de dicha seccién, supongamos que tenemos otra
seccién F; : U — E y escribamos las métricas dsé y ds% sobre @(U) x R
asociadas a Fo y Fy respectivamente como

ds? = A?(dx? + dy?) + (dt — A(aydx + bidy))? (7)

para ciertas funciones aj, b; € C*®(@(U)) e i € {0,1}. Como Fp y F; son
secciones del mismo fibrado, existira d € C*°(¢(U)) tal que F; (e '(x,y)) =
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Paxy) (Fole~ " (x,y))) para todo (x,y) € U. Como quiera que la aplicacién
Y (W) xR — 7w (U) dada por ¥i(x,y,t) = i (Fil@ ' (x,y)) es isome-
tria local para i € {0, 1}, también ha de serlo la aplicacién

‘1’1*] oWy : (p(U) x lR,ds%) —  (e(U) x ]R,ds%)

®)
(X/y/t) — (X/U/t*d(xzy))-

Imponiendo que esta aplicacién sea una isometria, obtenemos las condicio-
nes sobre las funciones a; y bi que se recogen en el siguiente resultado,
donde ademas se caracteriza cudndo dos métricas de la forma dada en (5)
son isométricas. Para entender mejor el resultado, precisaremos de una de-
finicion previa.

Definicién 1.8. Sean 7y : Eg — M y 7y : E1 — M submersiones de Killing
sobre la misma superficie M. Un isomorfismo (resp. isomorfismo local) entre ambas
submersiones de Killing es una isometria (resp. isometria local) L : Eg — [Eq de
forma que 71 o L = .

La condicién 711 o L = 71y nos dice que L intercambia las fibras de 7y y 711, y
que, dado el campo de Killing unitario y vertical &, entonces L.& = & o bien
L.§ = —¢&. Como estamos considerando un sentido determinado para las
traslaciones verticales, surge de forma natural especificar el comportamiento
de L sobre el campo de Killing, como hacemos a continuacién.

Lema 1.9. Sea Q C R? un abierto. Dadas A, ag, a1,bg, b1 € C®(Q), con A > 0,
consideremos la métrica ds? definida por (7) sobre Q x R para i € {0,1}.

a) Para cada 1 € {0,1}, m; : (QQ x IR,dsiZ) — (Q,A%(dx? +dy?)) es una
submersion de Killing con campo de Killing unitario 9.
b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) Existe un isomotrfismo entre ambas submersiones de Killing que conser-
va el campo 9 y la orientacion.

ii) Existe una funcion d € C*(Q) tal que

d d
= by —bo = =2 )

a1_a027/ }\

iii) Las curvaturas de los fibrados Ty, t1 € C*(Q) coinciden.

Notemos que la condicién (ii) puede parafrasearse como que existe el iso-
morfismo entre ambas submersiones de Killing si, y sélo si, las métricas
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ds3 y ds? son representaciones de la misma submersién de Killing para
secciones iniciales distintas. La funcién d es, salvo una constante aditiva, la
distancia medida sobre geodésicas verticales entre ambas secciones.

Demostracion. El apartado (a) se ha mencionado antes y es de comproba-
cién inmediata luego nos centraremos en (b). Si existe un isomorfismo L :
(O xR, ds%) — (O xR, ds%) en las condiciones del apartado (i), entonces L
es una isometria que conserva el campo de Killing vertical, la conexién y el
producto vectorial, luego también conserva la curvatura del fibrado por el le-
ma 1.2 y hemos probado que (i = iii). Ahora bien, si suponemos que se cum-
ple (iii), esto significa que divp (Abgdx —Aagdy) = divy (Ab10x —Aa;0dy) en
vista de la ecuacién (6). Esta condicién se puede reescribir como

(Alar —ao))y = (A(b1 —bo))x,

que son las condiciones de integrabilidad de (9) en el sentido del teorema de
Frobenius, luego existe una funcién d € C*(Q) cumpliendo (ii). Finalmente,
para ver que (ii) implica (i), consideremos la aplicacién L : (Q x R,ds3) —
(O xR, ds%) dada por L(x,y,t) = (x,y,t — d(x,y)), inspirada en (8), que es
un difeomorfismo. Es facil ver que las ecuaciones dadas en (ii) equivalen a
que L sea una isometria. O

1.1.2  Curvatura del espacio total de una submersién de Killing

Estamos interesados en calcular el tensor de curvatura del espacio total E
de una submersién de Killing 7t : E — M en términos de la geometria de M
y de la curvatura del fibrado. Para ello, trabajaremos localmente usando las
parametrizaciones dadas en los epigrafes anteriores (otro enfoque distinto
puede verse en [EO10]). Concretamente, dado un punto q € M y una carta
conforme sobre un entorno (U, ¢) de q con factor conforme A, podemos
considerar la parametrizacién de =1 (U) sobre ¢(U) x R dada por 3) y
existen a,b € C®(¢@(U)) tales que la base {Eq, E;, E3} definida en (1) es
ortonormal. Usando la férmula de Koszul y las identidades ya probadas
para el corchete de Lie, es facil deducir que

VE, E1 = —)\ngz, VE, E, = T‘z’E] + TE3, VE, E; = —1E,,
Ve, By = %Ez —1E3, Vg, Ex = —%EL Ve, B3 =TEy,
ﬁE3,F—1 = _TEZI ﬁE3,F—2 = TF—]/ vE3E3 = O/

(10)
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donde T = %([E1 ,E2], E3) es la curvatura del fibrado. Usando que la curva-

tura de Gauss de M viene dada en términos del factor conforme como
Aologh) AR +AY  Awx +Ayy

R D

Km =

pueden probarse las siguientes expresiones para el tensor de curvatura de
cuatro variables de E:

R(Ey, B2, B2, By) = Km —37%,

R(E1,E3, E3,E1) = R(Ep, E3, B3, Ep) =72
Dado p € [E, diremos que un plano vectorial TT C T,E es vertical cuando
&p € My diremos que es horizontal cuando &, sea ortogonal a T1, siendo & el
campo de Killing vertical en [E. En nuestro modelo, T es horizontal cuando
estd generado por Ej y E; mientras que es vertical cuando estd generado
por E3 y una combinacién lineal de E; y E, (notemos que, en este caso, su
curvatura seccional es T2 independientemente de qué combinacién se tome).

De la expresién anterior de la conexién de Levi-Civita es facil deducir el
siguiente resultado.

Lema 1.10. Dado un plano vectorial TT. C T,E y N € T,IE un vector normal al
mismo, la curvatura seccional de TT viene dada por

K(IM) = 0% (K ((p)) — 3t(p)?) + (1 — 0%)t(p)* = 20(N A &p, Va(p)),

donde v = (N, &p) y K es la curvatura de Gauss de la superficie M.

Notemos que si T es constante y k = 472, entonces la curvatura seccional
es constante e igual a T2. Por otro lado, podemos calcular otras curvaturas
de E facilmente:

e la curvatura de Ricci de un campo X € X(E) unitario estd dada por
Ric(X) = (Kpm — 272) — (X, £)2 (K — 47%) 4+ 2(X, EY(XAE, V1), (11)
En particular, Ric(X) = Ky — 212 para X horizontal y unitario, mien-
tras que Ric(§) = 272
e la curvatura escalar viene dada por p = 2(Kp — 72).

Como consecuencia, el espacio hiperbélico H?3 no admite una estructura
de submersién de Killing3.

3 La curvatura de Ricci en la direccién del campo de Killing vertical en una submersién de Killing
es siempre no negativa y la curvatura de Ricci en H3 en cualquier direccién es negativa.
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1.2 CLASIFICACION DE LAS SUBMERSIONES DE KILLING

El lema 1.9 nos dice que, dada una superficie riemanniana M, la curvatura
del fibrado T en una submersién de Killing 7t : E — M determina localmente
la geometria de la submersién. Si buscamos una versién global del mismo
resultado, la topologia tiene mucho que decir. Para poner esto de manifiesto
basta pensar en que cualquier producto M x R con la estructura estdndar
de submersioén de Killing tiene exactamente la misma base y curvatura del
fibrado que su cociente riemanniano por una traslacién vertical M x S'. Por
otro lado, sobre $? existen submersiones riemannianas tan dispares como
S2 xRy S$% xS! (ambas con T = 0) o la esfera redonda S* mediante la
fibracién de Hopf. Dos problemas fundamentales aparecen a la hora de
globalizar:

* El primero de ellos es la existencia de secciones globales. Dicha existen-
cia es equivalente a que el espacio total [E sea difeomorfo a un espacio
producto (véase la proposicién 1.6). Si no existen secciones globales,
siempre podemos recubrir M por abiertos donde si las haya y donde
haya cartas isotermas, aplicar el lema de estructura local y estudiar
c6mo se combinan dichas cartas. Este sera el caso de M = 82(k).

* El otro problema consiste en que si tomamos una submersién de Ki-
lling cualquiera, podemos considerar el cociente de [E por ciertas tras-
laciones verticales y obtendremos otra submersién de Killing no iso-
morfa (las fibras no tienen la misma longitud). En algunos casos, como
el de la fibracién de Hopf, cambia incluso la topologia pues aparecen
espacios lente (véanse los ejemplos 1.4). Esto lo solucionaremos toman-
do el recubridor universal del espacio total con que trabajemos.

La herramienta principal que usaremos en el proceso de globalizacién se-
rén los levantamientos legendrianos u horizontales de curvas en la base del
fibrado. Aunque con las mismas técnicas que aqui desarrollaremos se pue-
de dar informacién sobre otros espacios, nuestro objetivo sera clasificar las
submersiones de Killing sobre superficies de curvatura constante.

1.2.1 Levantamientos legendrianos

Sea m : E — M una submersién de Killing y « : [a,b] - M una curva
de clase C'. Diremos que « : [a,b] — E de clase C! es un levantamiento
legendriano u horizontal de « cuando a’ sea horizontal y mo & = « en [a, b].

Este concepto puede extenderse a curvas que sean regulares a trozos. Mas
explicitamente, si o« : [a, b] - M es de clase C 1 a trozos, es decir, existe una
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particion a = tp < t; < ... < tn = b de forma que a, ,+,) es de clase
C! para todo i € {1,...,n}, entonces un levantamiento legendriano de « es
una curva continua tal que &, ,,) s un levantamiento legendriano de
X, 4, Paratodoie{l,..., n}k

Lema 1.11. Dados « : [a,b] — M de clase C' a trozos y po € E tal que m(po) =
ala), existe un inico levantamiento legendriano o« de o tal que x(a) = py.

Demostracion. Consideremos una particion a = tp < t; < ... < t, de
forma que oy, ¢, es de clase C !y refinemos dicha particién para que
a([ti—1,ti]) C U; para cierta carta isoterma (Uj, @i) de M. Si probamos
la existencia y unicidad de los levantamientos de cada uno de estos trozos,
estd claro que estard probado el enunciado.

Por tanto, podemos suponer sin perder generalidad que la propia « tie-
ne su imagen contenida en una carta isoterma (U, ¢) con lo que « estard
contenida en 7' (U) luego podemos trabajar en la carta sobre @(U) x R
dada en (3). Asi, escribiendo en coordenadas «(t) = (x(t),y(t)) € o(U),
un levantamiento legendriano ha de ser de la forma o(t) = (x(t),y(t),z(t))
para cierta funcién z(t) y ser legendriano es equivalente a que (&’,9¢) = 0,
ecuacioén diferencial que se puede expresarse como

2/ =Ax,y) - (alxy)x" +bxyly’). (12)

Dado que m(py) = ofa), tenemos que py = (x(a),y(a),zp) en esta para-
metrizacién para cierto zop € R. De (12), deducimos que existe una tinica
funcién z(t) de clase C! cumpliendo la ecuacién (12) con la condicién ini-
cial z(a) = z¢, luego el levantamiento existe y es tinico. O

Tenemos todos los ingredientes para dar una interpretacién geométrica de
la curvatura del fibrado.

Proposicién 1.12. Sea v : E — M una submersion de Killing cuyas geodésicas
verticales tienen longitud infinita. Dada una curva cerrada y simple o : [a,b] — R
de clase C' a trozos que bordea un abierto relativamente compacto y orientable
Q C M, tomemos & un levantamiento legendriano de o y llamemos d a la distancia
de a(b) a &(a) sobre la geodésica vertical que contiene a ambos puntos. Entonces,

[

Demostracién. Consideremos un atlas de M formado por parametrizaciones
isotermas. Si la traza de « no estd contenida en una de las cartas del atlas,

] R=¥
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existe una triangulacién del abierto Q con un ndmero finito de tridngulos
con borde regular a trozos, de forma que cada uno de ellos estd contenido
en un abierto del atlas* y o se puede expresar como suma finita de las
fronteras de los tridngulos recorridas con una orientacién de forma que las
partes comunes se recorran dos veces en sentido contrario. No entraremos
en mads detalles sobre esto, pero asi podemos suponer sin perder generalidad
que Q estd contenida en una sola carta isoterma (U, @) y trabajar con las
parametrizaciones definidas en la seccién 1.1.1 que, por ser las geodésicas
verticales de longitud infinita, dan una isometria global entre @(U) x R y
71 (U) segtn la proposicién 1.6.

En tal caso, la ecuacién (6) nos permite expresar T como una divergencia
calculada en la métrica de M inducida en @(Q) C @(U). El teorema de la
divergencia nos dice ahora que

ZT:J div (20, — $0 ):J (R0x — f3y,m)
L)(Q) o) N MY eyt MY

donde 1 es el conormal exterior unitario a 0¢(Q). Si escribimos « = (x,y) y
& = (x,y,z) y suponemos que x estd parametrizada por la longitud de arco
(es decir, (x")% + (y')? = %), entonces 1 = —Yy'0x +x’9y, salvo posiblemente
el signo, que no es relevante pues podemos escribir

b
H 2T J z/
Q a

donde hemos usado la ecuacién (12). En este modelo, la distancia sobre la
vertical viene dada por d = [z(b) — z(a)| y hemos terminado. O

= = = |z(b) —z(a)|,

b
J A-(ax’ +by’)

a

El hecho de que las geodésicas verticales tengan longitud infinita s6lo se
utiliza para que la distancia vertical de dos puntos en la misma fibra esté
bien definida. No obstante, el resultado puede usarse de forma mucho mas
general si la submersién admite una seccién definida en el dominio Q bor-
deado por la curva ya que, en tal caso, podemos pasar al recubridor universal
vertical (esto es, la aplicaciéon ¥ dada en la proposicién 1.6) y luego volver al
correspondiente cociente de la misma por una traslacién vertical.

1.2.2  Submersiones de Killing con cartas globales

Consideremos un abierto de Q C IR? estrellado respecto del origen con una
métrica A% (dx? 4 dy?) conforme a la usual y 7: [E — Q una submersion de

Un argumento similar al de la demostracién de [Josoz2, Theorem 2.3.A.1] sirve para construir
una tal triangulacién.
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Killing con [E simplemente conexo. Una tal submersién siempre admite una
seccién global luego, de la proposicién 1.6 y del lema 1.9, deducimos que
m:E — Q es isomorfa como submersién de Killing a la proyeccién sobre el
primer factor 711 : (Q X R, ds?) — (Q,dx? 4+ dy?), donde

ds? = A%(dx? + dy?) + (dt — A(adx + bdy))?,

para ciertas funciones a,b € C*°(Q). Ademds, el lema 1.9 también nos dice
que la clase de isomorfismo estd univocamente determinada por la curvatu-
ra del fibrado, que cumple

21 = 5 divo(Abdx — Aady),

donde divy es la divergencia respecto de dx? + dy?. Por ser Q estrellado,
cualquier funcién f € C*(Q) puede escribirse en forma de divergencia co-
mo 2f = div (xndx +yndy ), definiendo n € C*(Q) como

1
nx,y) = J s f(xs,ys)ds.
0

Tomando f = TA?, concluimos que esta construccién recorre todas las posi-
bles curvaturas de fibrados sobre QO y obtenemos el siguiente enunciado.

Teorema 1.13. Dado un abierto Q C R? estrellado respecto del origen y A, T €
C*®(Q) con A > 0, existe una submersion de Killing m: E — (Q, A2 (dx? + dy?))
con curvatura del fibrado . Si E simplemente conexo, dicha submersion es isomorfa
am : (QxR,ds?) = (Q,A(dx? +dy?)), m1 (x,y,z) = (x,y), donde

ds? = A(x,y)?(dx? + dy?) + (dt +n(x,y) (ydx — xdy))?

y la funcion n € C*(Q) estd definida por

1
n(x,y) :2J0 s*r(xs,ys)7\(xs,ys)2 ds. (13)

Este es un teorema de existencia y unicidad general pero, particularizan-
dolo a los casos en que la base tiene curvatura constante, modelamos las
submersiones de Killing sobre R2 y H2 (k) (el caso de $2(k) se tratard en la
siguiente seccién). Si T es también constante, tenemos los siguientes casos:

* Sobre IR? con la métrica llana podemos tomar directamente la parame-
trizacién usual con A = 1. Una eleccién interesante es tomar T constan-
te, luego de la féormula (13) se sigue que n(x,y) = T. El teorema 1.13
nos da IR? con su métrica estandar (para T = 0) y el espacio de Heisen-
berg (para t # 0).
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e En H?(x), donde k < 0, podemos utilizar el modelo> del disco de
Poincaré, dado por (ID(2/y/—x), A2(dx2 + dyz)), siendo

Al y) = (1 + §(x2+yz))7] .

En el caso de que T sea constante, recuperamos H? x R para T = 0y,
para T # 0, el teorema nos da n(x,y) = TA(x,y), con lo que la métrica
sobre sobre ID(2/1/—«) x R queda

ds? = A2(dx? + dy?) + (dz+ TA(ydx — xdy))?,

que serd la métrica en Sl (IR) que veremos en la seccién 1.4.3.

Observacion 1.14. Si E no es simplemente conexo, entonces podemos pasar
a su recubridor universal y puede probarse ficilmente que una submersién
7 :E — Q es isomorfa a un cociente de (Q x R,ds?) por una traslacién
vertical, en cuyo caso [E es homeomorfo a Q) x gl.

1.2.3 Submersiones de Killing sobre 82(k)

Lema 1.15. Seamt: E — S2 (k) una submersién de Killing y tomemos T = IS2 (k)T
donde T € C®(S2(k)) es la curvatura del fibrado.

a) Si T =0, entonces el fibrado admite una seccién global y, en consecuencia, IE
es difeomorfo a S* x R 6 $? x S'.

b) Si T # 0, entonces existe n € IN tal que [E es difeomorfo al espacio lente
L(n, 1) y la longitud de las fibras de 7 es igual a |2T|/n.

Demostracion. Sea T' C S2(k) una geodésicay DT,D™ C 82 (k) los dos he-
misferios cerrados en que I' divide a $2 (k). Ademads, un argumento de con-
tinuidad nos dice que podemos elegir I' de forma que [, T= [ T= %T.
Consideremos T C E un levantamiento legendriano de I' y distingamos dos
casos:

a) Si T = 0, la condicién | p+ T = 0 nos dice que T es una curva cerra-
da (basta trabajar en el recubridor universal de 7—' (D7) y aplicar la
proposicién 1.12). Ahora es claro que existen secciones F* : D* — E
tales que Flir(r) =T.La aplicacién F: 82(k) — E tal que F = F* en D*

Una discusién analoga a la que sigue puede hacerse para otros modelos como el del semiplano,
que estudiaremos en la seccién 1.4.3.
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misma
geodésica __.----moreeeoaoll -

Aol

Figura 1: La curva T est4 representada sobre los dos cilindros (D) y w1 (D7)

b)

y tiene su borde sobre la geodésica vertical representada en linea continua.
Al pegar isométricamente a lo largo de ésta, recorriéndola en el sentido de
las flechas, vemos que su longitud ha de ser un divisor de |2T].

estd bien definida y es una seccién continua global. Esto implica que
el fibrado es de tipo producto como se afirma en el enunciado.

Si T # 0, parametricemos I por 7y : [a,b] — S%(k) y el levantamiento
legendriano T por ¥ : [a, b] — E. Fijemos un campo de Killing vertical
para orientar las fibras y trabajemos en los recubridores universales
Q% y O~ de los conjuntos 7' (DF) y ! (D ™). Un anélisis més pro-
fundo de la demostracién de la proposicién 1.12 junto con el hecho
de que conormales exteriores a D" y D™ a lo largo de sus respectivos
bordes son opuestos implica que la diferencia de altura entre y(b) y
Y(a) es igual en valor absoluto a |T|, pero tiene signo opuesto cuando
se considera en Q" y en Q™ (véase la figura 1). Esto nos dice que si
recorremos una distancia [T| verticalmente desde y(a) llegamos a y(b)
y si recorremos una distancia [2T| volvemos a llegar a y(a). Por tan-
to, existe n € IN tal que la longitud de la fibra es igual a [2T|/n. En
particular, 7' (D+) y ! (D) son topolégicamente toros sélidos.

De hecho, la curva T' determina la forma en que han de pegarse estos
toros y da n vueltas a la fibra en la direccién vertical luego podemos
pasar al recubridor de n hojas de E donde da una sola vuelta. Dicha
forma de pegar ambos toros sélidos 77! (D*) produce un espacio di-
feomorfo a $3 y la fibracién que se induce en él es la fibracion de Hopf
(véanse [Sav12] y los ejemplos 1.4). De hecho, el espacio [E puede recu-
perarse como el cociente de S3 por una traslacién vertical y sabemos
que dicho cociente es isomorfo a un espacio lente L(m, 1). O
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A partir de ahora nos centraremos en el caso simplemente conexo, es decir,
S2(x) x R y S3, pues el resto de espacios se obtienen como cociente de éstos
por traslaciones verticales.

Teorema 1.16. Sea 7t : E — S% (k) una submersion de Killing con E simplemente
conexo y sea T = ISZ(K) T, donde T € C®(S2(k)) es la curvatura del fibrado.

a) Si T =0, entonces la fibracion es isomorfa (como submersion de Killing) a la
proyeccién sobre el primer factor 70 : S%(k) x R — S% (k) para cierta métrica
en S (k) x R para la que 9y un campo de Killing unitario y vertical.

b) Si T # 0, entonces es isomorfa (como submersién de Killing) a la proyeccién
de Hopf - S3 — S (k) para cierta métrica en la esfera S3 C C? para la que
E(zw) = Fliz,iw) un campo de Killing unitario y vertical. La longitud de
las fibras es igual a |2T]|.

Ademds, la funcién T € C®(S2(k)) determina la submersién salvo isomorfismo.

Demostracion. El apartado (a) se deduce de la demostraciéon del lema 1.15 y
de la proposicién 1.6. Para el apartado (b), dado p € 82 (), consideremos
los abiertos U; = S2(k) ~ {p} y Uy = S2(k) ~ {—p}, esto es, quitamos dos
puntos, uno en cada uno, que son antipodas. Denotemos por 7 : S3 —
S2(k) a la fibraciéon de Hopf definida en (2). El lema 1.9 de clasificaciéon
local nos asegura que, para cada i € {1,2}, podemos inducir una métrica en
771 (W) que haga a las submersiones 7 : &' (U;) — Uy y 7z ' (U;) —
U; isomorfas como submersiones de Killing. Para ello, basta trabajar en el
recubridor universal 7' (U;) y luego pasar a un cociente por una traslaciéon
vertical de longitud |2T|. La condicién sobre la longitud de la fibra impone
que podamos tomar como campo de Killing vertical unitario & = 7 (iz,iw),
que no es mas que un mdultiplo escalar del campo vertical estindar de la
fibracién de Hopf.

Queda por ver que las métricas inducidas en a1 (Up) y 7= 1(U;) coinci-
den sobre ' (U; NU,) pero esto es consecuencia una vez mds del lema 1.9
(notemos que U N U, admite una carta conforme global) ya que ambos
fibrados tienen la misma curvatura del fibrado. Observemos que, con el
mismo argumento de unicidad local y la clasificacién topolédgica que se ha
realizado, se deduce que la curvatura del fibrado determina la clase de iso-
morfismo de Killing de la submersién de Killing. O

El resto de esta seccién estd dedicado a obtener modelos explicitos de las
métricas que hemos clasificado en el teorema anterior para T = 0. El método
consistird en inducir una métrica de R* en 5%(k) x R.
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Elcaso T =0

Dadas ciertas funciones a, b, c € C*®(IR3), consideremos la proyeccién sobre
las tres primeras coordenadas 7 : (R*,ds?) — R3, donde en R3 estamos
considerando la métrica llana usual y ds? es la métrica Riemanniana sobre
R* dada por

ds? = dx? + dy? +dz? + (dt — adx — bdy — cdz)?. (14)

sta féormula esta inspirada en la ecuacién (5) y, de la misma forma, puede
Esta f la est d 1 5)y, del f d
probarse que 7 define una submersién riemanniana cuyas fibras son las
curvas integrales del campo de Killing unitario 9.

Dada una superficie £ inmersa en R3, podemos considerar la métrica in-
ducida en £ x R 3+ R* de ds? y, claramente, 7t se restringe a una submer-
sién de Killing £ x R — Z. Esto nos da una forma muy general de obtener
submersiones de Killing con espacio total difeomorfo a un producto sobre
cualquier superficie inmersa en R3. Para calcular la curvatura del fibrado
correctamente, necesitamos introducir un convenio para las orientaciones.

Observacion 1.17. Si I es una superficie orientable inmersa en ]R3, entonces
podemos inducir una orientacién en  x IR imponiendo que si una base local
de campos {e1, ey} esta positivamente orientada en X, entonces {Ey, E,, 0¢}
estd positivamente orientada en ~ x IR, donde E; es el levantamiento hori-
zontal de e para i € {1,2}. Dicha condicién define una orientacién en £ x R
y es la que usaremos en el siguiente resultado.

Proposicién 1.18. Sea L una superficie orientable inmersa en R3. La curvatura
del fibrado de la submersién £ x R — I definida anteriormente viene dada por

2t = dive (JT),

donde T = (3¢)" € X(X) es Ia parte tangente a L = ¥ x {0} C R* del campo de
Killing vertical respecto de la métrica ds® y ] : X(Z) — X(Z) un giro de dngulo %
en el fibrado tangente.

Demostracion. Sea X : Q € R? — R3 una parametrizacién local y conforme
de ¥ compatible con la orientacién, esto es, existe A € C*(Q) positiva tal
que {%Xu, %X\,} es una base ortonormal positivamente orientada del tangen-
te a la superficie inmersa. Podemos suponer que X es un embebimiento y
tomar {Eq, E2} € X(X(Q) x R) un levantamiento horizontal de esa base que,
junto con E3 = 0 (restringido a £ x R) forma una referencia ortonormal
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en X(Q) x R positivamente orientada (véase la observacién 1.17). Ahora po-
demos calcular la curvatura del fibrado como 2t = ([Eq, E2], E3) (véase la
ecuacion 6).

La condicién del levantamiento horizontal nos dice que podemos escribir
E; = %Xu +foryEy = %XV + g0y para ciertas funciones f,g € C*(X(Q)).
Por tanto,

[E1, B2l = [% Xu, 2 Xo] 4 [x Xu, 99¢] + [Fe, 2 Xy + V] + [fdy, gO¢]
= %(}\vxu — A Xy) + 1X(gu —1y)0,

donde hemos usado las propiedades del corchete de Lie y que [Xy, X,] =0
y [0¢,0¢] = 0. Ahora bien, como 0 = (Eq,E3) = (%Xu + f0¢, 0¢), deducimos
que (Xy, 0¢) = —Af y, de forma andloga, tenemos que (X,,0¢) = —Ag. Asi,
podemos calcular

2t = ([Ey, B2l E3) = 5 ((Ag)u — (Mf)y) = divs(Y),

siendo Y € X(Z) el pullback por la inmersién del campo gx}\—u —f % Ahora
bien, este dltimo campo se puede escribir como —](f% + g%). Si ahora
tenemos en cuenta que f = —(%,69 yg= —(%,aﬁ, entonces es facil
comprobar que Y = JT y tenemos probada la férmula del enunciado sin
mas que tomar un atlas de parametrizaciones en estas condiciones. O

Observacion 1.19. Si I es una superficie compacta y orientable, entonces
JyT= % [ div(JT) = 0 en virtud del teorema de la divergencia, lo que nos
dice que esta construccién sélo produce submersiones de Killing cuya inte-
gral de la curvatura del fibrado es cero, concordando asi con el teorema 1.16
en el caso de la esfera.

Por otro lado, es un hecho conocido que si Z es compacta, una funcién so-
bre X tiene integral cero si, y sélo si, se puede expresar como la divergencia
de algin campo.

Si tenemos una carta local isoterma X : Q € R? — R3 de I compatible
con la orientacién y con factor conforme A, hemos visto en la demostracion
de la proposicién 1.18 que podemos expresar sobre QO

<XLL/ a‘t>
A2

o B 00 il

2Tt = diV): ( 7\2 X



1.3 GEODESICAS E ISOMETRIAS

Ejemplo 1.20. En el caso de 82(k) ={(x,y,z) e R3: x2 +y? +2? = ];}, la
proyeccién estereografica X : RZ — S2(k) ~{(0,0, ﬁ)} dada por

2u 2v 1 K(u2+v2)1>

X 7 = 7 r T =
(w,v) <K(u2+v2)+1 kK(u2 +v2) + 17/ k(u2 +v2) +1

es una carta isoterma para la que A(u,v) = 2(k(u? +v2)+ 1)1 es el factor
conforme. Usando la férmula anterior para la curvatura del fibrado, pasan-
do a las coordenadas usuales (x,y,z) € R3 y extendiendo diferenciablemen-
te al punto (0,0, LK), se llega a la expresién

21 =k ((yec —zb)x + (za—xc)y + (xb —ya);).
1.3 GEODESICAS E ISOMETRIAS

Para seguir profundizando en la estructura de las submersiones de Killing,
vamos a comenzar calculando sus geodésicas. Conocer las geodésicas ayuda
mucho en la descripcién de las isometrias ya que estas tltimas conservan
el cardcter geodésico de una curva. Obtendremos asi el teorema 1.28 que
clasifica las isometrias que preservan la direccién vertical.

Dada una submersién de Killing 7: E — M y una curva « : [a,b] — M,
podemos considerar el levantamiento legendriano « : [a,b] — [, tnico
si prefijamos el valor de &(a) sobre la fibra de «(a). Dados dos campos
X,Y € X(M) y sus levantamientos horizontales X, Y € X(IE), se cumple que

VxY =VxY+ XYY, (15)

donde V y V denotan las conexiones de Levi-Civita en M y [E, respecti-
vamente, VxY es el levantamiento horizontal de VxY y [X, Y]V es la parte
vertical de [X,Y] (véase [Carg2, pp.185-187]). Aplicando la férmula (15) a
o« y su levantamiento horizontal &’, resulta que Vg &’ es el levantamiento
horizontal de V ,-a’. Esto nos dice que los levantamientos horizontales de
geodésicas son geodésicas pero, para obtener el resto de geodésicas que no
son ni horizontales ni verticales, necesitamos una observacién previa.

Lema 1.21. Toda geodésica en E forma un dngulo constante con el campo de Killing
vertical.

Demostracion. Siy es una geodésica en E y denotamos por & al campo de
Killing vertical, se tiene que
d

TV &) = (Vyv', &) + (Y, VyrE).
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El primer sumando se anula por ser y geodésica y el segundo también se
anula por ser V. /& =y’ A&, O

Dado un nimero p € Ry la curva « : [a, b] — M, podemos considerar la
curva diferenciable

v:la,b] = E, vy(t) = due(x(t)), (16)

donde {¢+} es el grupo uniparamétrico de traslaciones verticales asociado a
&. Aplicando la regla de la cadena, la derivada de y viene dada por

Y'(t) = 1y ) + (dd ) g (o) (@ (1),

lo que implica que v forma un dngulo constante con el campo de Killing
vertical & y serd nuestra candidata a geodésica. Teniendo en cuenta que
[&,&] = 0 ya que o’ se extiende a un campo en un entorno de x que
puede expresarse como levantamiento horizontal y usando la férmula (15),
tenemos que

Vv =2ut&’ N+ Vol

Ahora bien, si suponemos que « estd parametrizada por el arco y conside-
ramos un giro | de dngulo £% en TM (el signo lo elegiremos mas adelante),
existe una funcion kg : [a,b] — R tal que Voo = Kg - Ja!; esta funcién es
conocida como la curvatura geodésica de o« en M (respecto de la orientacion
inducida por J). El levantamiento horizontal de Ja’ es un campo horizontal
y unitario a lo largo de & y ortogonal a &/, esto es, es igual a +&’ A&, donde
el signo depende de la orientacién dada por ] y por el campo de Killing
vertical elegido luego, cambiando la orientacién de ], podemos suponer que
es negativo.

Lema 1.22. Dados u € R, p € My v € T, M, existen ¢ > 0 y una iinica curva
diferenciable o« : | — ¢, e[ — M parametrizada por la longitud de arco de forma que
x(0) = p, &'(0) =vy

kg(t) = 2pt(a(t)). (17)

Si M es completa, entonces o se extiende a toda la recta real.

Demostracion. Tomemos una parametrizacién conforme (L, ¢) en M compa-
tible con la orientacién elegida, siendo U de un entorno de p, con factor
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conforme A, esto es, la métrica inducida en ¢~ '(U) ¢ R? se escribe como
A2 (dx? + dy?). Usando la férmula de Koszul, llegamos a que

Mo Ay N A

Vo, dx = 5-0x — 20y, Va, Oy :%ax+7’ay,
A A A A
vaanZ%aﬁ%ay, Vo, dy = —7-3 +7‘~*ay.

Expresando en coordenadas « = (x,y), tenemos que &’ = x"0x +y'9y luego

A A A
Vo = (x”— %(y’)z +250xY + ):‘(x’ﬁ) Ox
A A A
7y M N2 L MY 2y
+(y +5 )7 +25mx7y )\(X)>y-
Como quiera que Ja’ = —y’0yx +x’dy e imponiendo que « estd parametri-

zada por el arco, esto es, existe una funcién 0 suficientemente regular tal
que x’ =A"1cos0 ey’ =A"'0, podemos calcular

A A
kg =AM ([ —x"y’ +yx + [ Ty — 2« ((x’)2+(y')2>
A A
A A
—q/ X Y
=0"+ )\29— N2 cos 6.

Esto prueba que la ecuacién del enunciado es equivalente al siguiente siste-
ma de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

X' = ) cos 0,

y' = ?\()Z,y)e’ (18)
x (%, Ay (x,

0/ =2ut(x,y) — ;(ixy})’z) 0+ 7\%&32) cos 0.

La teoria general de ecuaciones diferenciales nos asegura que existe una
solucién en un entorno del origen, es tnica (notemos que las condiciones
iniciales «(0), a’(0) son equivalentes a x(0), y(0) y 6(0)) y es diferenciable.
Como los términos que aparecen en el sistema (18) son diferenciables en
todo U, la curva o puede extenderse mientras esté contenida en U. Si M es
completa y tomamos un atlas por parametrizaciones conformes compatibles
con la orientacién, es evidente que & puede extenderse a toda la recta real.

O

El lema 1.22 nos dice la ecuacién que la curva « debe satisfacer para que
v definida mediante (16) sea una geodésica de [E. Notemos que v’ asi cons-
truida cumple ||y’||> = 1+ p? luego, después de reparametrizarla por la
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longitud de arco, el producto (y’,&) es igual a p/+/1+ p2, expresion que
recorre el intervalo abierto ] — 1, 1[ cuando p varia en RR, lo que nos dice que
esta construccién recorre todas las geodésicas de E (salvo la vertical) que
pasan por p.

Proposicion 1.23. Dado p € E, las geodésicas que pasan por p son, salvo repara-
metrizaciones, de uno, y sélo uno, de los siquientes tipos:

a) geodésicas verticales (esto es, las fibras de la submersidn),
b) levantamiento horizontal de geodésicas de M que pasan por 7t(p),

c) de la forma y(t) = ¢ (x(t)), siendo & un levantamiento horizontal de una
curva « en M cumpliendo «(0) = 7t(p) y la ecuacion (17) para p # 0.

Ademds, si M es completa, también lo es E.

Observemos que, en el caso en que la curvatura del fibrado sea constante,
toda geodésica no vertical v de E se proyecta sobre una curva de curvatura
geodésica constante en M y v es horizontal si, y sélo si, dicha proyeccién
es una geodésica en M. Una aplicacién de este resultado puede verse en la
seccion 1.4.2.

Vamos ya a pasar a estudiar las isometrias de una submersién de Killing,
para lo que nos centraremos en el caso simplemente conexo con base M? (k).
No obstante, nos vamos a quedar con un tipo especial® de isometrias, que
definimos a continuacién.

Definicién 1.24. Sea 7 : E — M una submersion de Killing y & un campo de
Killing unitario y vertical en E. Llamaremos isometria de Killing a toda isometria
f del espacio total E que cumpla que f..& = & o bien f.& = —&. En el primer caso,
diremos que f conserva la orientacion de las fibras y, en el segundo, que la invierte.

Notemos que la definicién no depende de la eleccién del campo de Killing
&. Por otro lado, una isometria de Killing conserva la distribucién horizontal
luego lleva geodésicas horizontales en geodésicas horizontales. Surge asi de
forma natural el siguiente concepto.

Desde nuestro enfoque, no podemos pretender clasificar todas las isometrias puesto que algu-
nas se comportan mal respecto de la estructura de submersién de Killing. Si se piensa en la
submersién usual R® — R? con campo de Killing 9, una rotacién respecto del eje y = z = 0
de dngulo distinto de 0 y 7t es un ejemplo de este mal comportamiento.
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Definicién 1.25. Sea 7t : E — M una submersion de Killing y p € [E. Llamaremos
paraguas horizontal centrado en p a la union de todas las geodésicas horizontales
que pasan por p.

Es claro que el paraguas horizontal es una superficie embebida en un en-
torno del punto en que estd centrado y que una isometria de Killing f en IE
transforma el paraguas centrado en p en el paraguas centrado en f(p) para
todo p € E. Otras propiedades son las siguientes.

Lema 1.26. Sea 7t : E — M una submersion de Killing con curvatura del fibrado ©
y f es una isometria de Killing en [E. Entonces,

a) existe una vinica isometria h en M tal que mof =hom;

b) si f conserva la orientacién de [E, entonces Toh = T;

c¢) si f invierte la orientacion de E, entonces toh = —.
En particular, tenemos que

® Si T es constante y distinta de cero, entonces no existen isometrias de Killing
en [E que inviertan la orientacion de E.

* Sik>0y J‘MZ(K) T # 0, entonces no existen isometrias de Killing de E que
inviertan la orientacion de IE.

Demostracion. El apartado (a) se deduce de que f conserva las fibras de
la submersion y de que d(mo f), = dm¢(p,) o dfyp, ya que dm conserva la
parte horizontal de la métrica. Para probar (b), tengamos en cuenta que
(Vx &)p = t(p)Xp A &p para cualesquiera X € X(IE) y p € E. Si f conserva la
orientacion, aplicando dfy, a esta igualdad y usando que f es isometria, tene-
mos que dfp (Vx&)p = (Vi xFx&) ¢(p) = T(P)(feX)f(p) A (f<&)(p). Por otro
lado, lo anterior es igual a T(f(p))(f+X)¢(p) /\ (f<&)¢(p) ¥, de la arbitrariedad
de f.X, deducimos que t(p) = T(f(p)), quedando asi probado (b). Si f in-
vierte la orientacién, entonces en la igualdad anterior el producto vectorial
cambia de signo, con lo que t(p) = —1(f(p)) y tenemos (c). O

Lo sorprendente es que, salvo una traslacion vertical, la isometria h sobre
la base permite reconstruir la isometria de Killing en el espacio total y la
determina cuando se impone la condicién necesaria toh =16 Toh = —1.
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Lema 1.27. Sea B C R? una bola abierta y supongamos que g es una métrica
riemanniana en B tal que (B, g) es totalmente normal’. Si 7 : (B x R, ds?) —
(B, g) es una submersion de Killing para cierta métrica ds?, entonces los paraguas
horizontales son secciones globales del fibrado.

Demostracion. Dado p € B x R, la condicién de totalmente normal nos dice
que existe un abierto G C T (B tal que la aplicacién exponencial exp? K
G — B es un difeomorfismo. Entonces, el paraguas horizontal centrado en
P no es més que expEXR(é), donde G C T}H(B x R) es tal que dm, (G) = G
(estamos denotando por T" a la parte horizontal del espacio tangente). Por
ser B totalmente normal y porque 7o expB xR — expg(p) odm, tenemos que

P
expg *R es inyectiva al restringirla a G luego es una superficie diferenciable

y una seccién del fibrado. O

Estamos ya preparados para dar el teorema de clasificacién.

Teorema 1.28. Sea 7t : E — IM? (k) una submersion de Killing con E simplemente
conexo y curvatura del fibrado T € C®(M2(k)). Supongamos que h : M2 (k) —
M2 (k) es una isometria Y Po,qo € E son tales que h(7t(po)) = m(qo).

i) Si toh = T en M?(k), entonces existe una tinica isometria de Killing f :
E — E que conserva la orientacion de IE tal que mof =homy f(po) = qo.

ii) Si Toh = —1 en M?(k), entonces existe una iinica isometria de Killing
f: E — E que invierte la orientacion de [E tal que mof = homy f(po) = qo.

Demostracion. Comencemos analizando el caso k < 0, donde toda la varie-
dad M? (k) es totalmente normal. En vista del lema 1.27, podemos conside-
rar secciones globales Fy,F; : M?(k) — E dadas por los paraguas centrados
en po y qo, respectivamente (que estdn embebidos). Considerando los mo-
delos conocidos de IMZ (k) para k < 0, podemos tomar una carta conforme
global @1 : M?(k) — B para cierta bola abierta B C R? centrada en el ori-
gen (posiblemente B = R? para k = 0) cumpliendo @1 (mt(po)) = (0,0). Asi,
podemos construir otra carta conforme global @, = @1 o h~1:M2(x) — B,
que cumple que @2(m(qp)) = (0,0). Ahora bien, las secciones Fy y F, nos
permiten definir parametrizaciones globales Ry,R; : B xR — [E (véase la
ecuacion () como Ri(p,t) = d¢(Fi(o; ' (p))), donde {di}ier es el grupo
uniparamétrico de traslaciones verticales. Finalmente, denotaremos por ds%

7 Una variedad riemanniana se dice totalmente normal cuando cualquier par de puntos se unen
mediante una tnica geodésica.
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Figura 2: Un diagrama conmutativo de isometrias de Killing.

y ds? a las métricas en B x R que son pullback por Ry y R, respectivamente,
de la métrica de .

En otras palabras, tenemos el diagrama dado en la figura 2, donde que-
remos definir f que lo haga conmutativo, pero vamos a ver que es mads
sencillo definir f a través de las isometrias R y Rz. Observemos que la
condiciéon f(pg) = qo se traduce en fA(O) = 0 en B x R. Ademads, las con-
diciones Toh = T (rtesp. Toh = —T) y @2 = @0 h~! nos dicen que los
fibrados 77 : (B x R, dsiz) — B tienen la misma curvatura (resp. opuesta)
punto a punto, donde denotamos por 77 a la proyeccién sobre el primer
factor. Si To h = T, entonces definimos f = idpxR ¥, si To h = —T, tomamos
;‘V(p,t) = (p, —t) para todo (p,t) € B x R. Notemos que, en cualquiera de los
dos casos, f conserva la direccion vertical y F*(ds%) y ds? son métricas en
B x IR que hacen de 711 una submersién de Killing, tienen la misma curvatu-
ra del fibrado punto a punto y para las que el paraguas horizontal centrado
en 0 en B x R es B x {0} (por haber tomado F; y F, como paraguas), luego
es inmediato que ds% = ?*(ds%), de donde f es una isometria de Killing.

Notemos que, si Toh = T (resp. To h = —1), entonces f conserva (resp. in-
vierte) la orientacién. La unicidad se deduce de la unicidad de una isometria
conocidas la imagen y la diferencial en un punto (observemos que la parte
vertical de dfy,, estd determinada por la condicién de isometria de Killing,
mientras que la parte horizontal lo estd por la condiciéon mo f =hom.

Analicemos ahora el caso k > 0. Notemos que la isometria h de S?(k) deja
invariantes un par {x, —x} de puntos antipodas. En primer lugar, suponga-
mos que m(pg) ¢ {x,—x}, de donde 7(qp) & {x,—x}. El razonamiento del
pérrafo anterior permite construir isometrias f en (82 (k) ~ {x}) yf_en
71 (8%(k) ~ {—x}) (se razona en el recubridor universal de estos conjuntos
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y se pasa después al cociente) tales que mofy = homy fi(po) = qo. Si
probamos que éstas coinciden sobre U = 1 (S2 (k) ~ {x, —x}) habremos ter-
minado. Como f, (po) = f_(po), bastard ver que (df;)p, = (df ), para
que f; = f_ en U. No obstante, dado v € T, M, si v es horizontal, enton-
ces (dfy)p,(v) = (df_)p,(v) por cumplirse o f1 = hom. El signo sobre
la parte vertical también esta determinado ya que ambas isometrias han de
conservar la orientacién simultdneamente (segin el lema 1.26). Finalmente,

en el caso en que 7(pg) = x (resp. 7(po) = —x), se puede determinar prime-
ro la isometria f_ (resp. f) y luego se ajusta f (resp. f_) sobre los valores
en U ya calculados. O

Veamos otra formulacién de este resultado. La relacién dada por el le-
ma 1.26 nos da un homomorfismo del grupo de isometrias de Killing de E
en el grupo de isometrias de M? (k) que preservan T o la llevan en —T cuyo
nucleo consiste en las isometrfas que dejan invariante cada fibras vertical
(esto es, las traslaciones verticales y, para T = 0, también las simetrias res-
pecto de una seccién horizontal del fibrado). El teorema anterior afirma que
dicho homomorfismo es sobreyectivo.

1.4 EsPACIOS HOMOGENEOS Y SUBMERSIONES DE KILLING

Una variedad riemanniana se dice homogénea si su grupo de isometrias ac-
tda de forma transitiva sobre ella, esto es, dados dos puntos de la variedad,
existe una isometria que lleva uno en el otro. En el caso 3-dimensional, las
variedades homogéneas simplemente conexas estdn completamente clasifi-
cadas: salvo 5% (k) X R, para k > 0, toda 3-variedad homogénea simplemente
conexa es isométrica a un grupo de Lie con una métrica invariante a izquier-
da® (véase [MP11, Theorem 2.4]). El siguiente lema nos da una condicién
necesaria para que una 3-variedad homogénea admita una estructura de
submersion de Killing.

Lema 1.29. Sea v : E — M una submersion de Killing. Si E es homogéneo, enton-
ces la curvatura de Gauss de M y la curvatura del fibrado son constantes.

8 Una métrica invariante a izquierda es aquélla para la que las traslaciones a izquierda dentro
de la estructura de grupo son isometrias.
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Demostracion. Dados p € Ey v € T,E con ||v|| = 1, podemos descomponer
v = u+ 0&p, siendo u horizontal y o € R. De la expresiéon de la curvatura
de Ricci dada por (11), deducimos que

Ric(v) = (Kpm —212) + 0 (WA &p, (VT)p) — (Km —47%)0).

Sean Up ={v € ToE : || =1}y Ay, = {v € U, : Ric(v) = Km — 272},
Notemos que los vectores v € U, cumpliendo o = 0 forman un ecuador
en la esfera y lo mismo ocurre para la condicién (u /A &, (ﬁ’r)w — (Km —
4120 = 0 siempre que (v’t)p # 0 o bien Ky # 412, Todo esto puede
resumirse como

Up, siKpm =412y (V1)p =0,
Ap = { un ecuador, siKm #4712y (V1)p =0, (19)

la unién de dos ecuadores, si (ﬁ”r)p #£0.

Sea f : E — E una isometrfa. Como dos ecuadores en la esfera siempre
se cortan y df}, lleva ecuadores de Uy, en ecuadores de Uy (y,), deducimos
que dfp (Ap) NAgp) # (. En consecuencia, Ky — 272 toma el mismo valor
en los puntos p y f(p). Si E es homogéneo, entonces esto implica que Ky —
272 es constante pero, por otro lado, la curvatura escalar de [E, dada por
2(Kym — 72), también ha de ser constante. De aqui es facil concluir que Kpq
y T son ambos constantes. O

Es intersante observar que la condicién Ky = 412 no implica que E ten-
ga curvatura seccional constante (a menos que T sea constante), sino que
asegura que los planos verticales y horizontales tienen la misma curvatura
seccional (aunque posiblemente ésta no coincida con la de los demds planos).
Ademas, si (VT)p #0y Kpm = 472 en cierto p € M, entonces el conjunto
Ay dado por (19) estd formado por dos ecuadores ortogonales.

Trabajando en el caso de que la base sea simplemente conexa, el lema 1.29
reduce las posibilidades a submersiones sobre la superficie de curvatura
constante IM? (k). Si imponemos también que el espacio total E sea sim-
plemente conexo, los teoremas 1.13 y 1.16 nos aseguran que la submersion
es Unica salvo isomorfismo y denotaremos por comodidad E = E(k, T) en
tal caso. Observemos que el teorema 1.28 nos dice que todos los espacios
[E(k, T) son homogéneos pues la base M?(k) es homogénea y la curvatura
del fibrado T constante. Ademads, todas las isometrias de [E(k, T) conservan
la orientacidn, salvo para T = 0, y el grupo de isometrias de E(k, T) tiene
dimensién al menos 4 ya que el de M? (k) tiene dimensi6n 3. Tenemos las
siguientes posibles geometrias:
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e Si T = 0, entonces la submersién 7 : E(k,t) — M2 (k) es isomorfa
a la proyeccién sobre el primer factor M2 (k) x R — M?2(k), donde
estamos considerando en M? (k) x R la métrica producto.

* S5iT# 0y k =0, entonces la submersién es isomorfa al la proyeccién
m: (R3,ds?) — R?, 7t(x,y,z) = (x,y), donde
ds? =dx? + dy2 + (dz + t(ydx — xdy))z.
La variedad riemanniana (IR3,ds?) se conoce como espacio de Heisen-
berg y lo denotaremos por Nilz (1) = E(0, 1).

* SiT# 0y« <0, entonces la submersién es isomorfa a la proyeccion
m: (ID(2/v/=k),ds?) x R — (ID(2/+v/—«), A?(dx? + dy?)), donde

Moy) = (14502 +2)

ds? = A2(dx? + dy?) + (dz + TA(ydx — xdy))?.

Como veremos mas adelante, estas métricas son isométricas a métricas
invariantes a izquierda en SI,(IR), el recubridor universal del grupo
especial lineal de orden 2 sobre R.

* SiT# 0y k> 0, entonces la submersién es isomorfa a la proyeccién
de Hopf 7: (S3,9) = S?%(x) y la métrica en 83 C C? esta dada por

2
sx V) =% o+ (T xvwv), e
siendo (-,-) el producto escalar usual de C? y Vizw) = (iz,iw). Ob-

servemos que, para T = %ﬁ, la métrica es homotéticaa (-,-) y (S3,9)
es isométrica a la esfera redonda de cierto radio. Estas métricas se co-
nocen como métricas de Berger en S3 y denotaremos por S3 (k,T) a
E(x,T) para k > 0, T # 0.

A continuacién, daremos una descripcién més detallada de cada uno de
los ejemplos, enfatizando en las propiedades que los distinguen y en las que
nos serdn de utilidad en los capitulos siguientes. También veremos cémo,
para T # 0, las métricas pueden verse como métricas invariantes a izquierda
en cierta estructura de grupo de Lie del espacio E(xk, T).

1.4.1  Espacios producto

Los ejemplos mads sencillos de submersiones de Killing cuyo espacio total
es homogéneo lo constituyen los productos riemannianos IM? (k) x R. Note-
mos que, al trabajar con la métrica producto, las geodésicas de M?(k) x R
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son el producto de geodésicas de los factores y toda isometria f de M? (k) x
R se descompone como f = (f; x idR) o (isz(K) x f5), donde f; es una

isometria de MZ (k) y f2 es una isometria de R.

Recogemos a continuacién un breve resumen de las isometrias y de los
grupos uniparamétricos de isometrias sobre el factor M? (k) con k # 0, que
seran muy utiles mds adelante.

e Enel caso k > 0, toda isometria de 2 (k) C R3 es la restriccion de una
isometria de R que fija el origen. Como toda isometria de R que fija
el origen deja una direccién invariante, las isometrias de $%(k) dejan
un par de puntos antipodas invariante. Si una isometria de $%(k) con-
serva la orientacién, entonces deja dos puntos antipodas fijos y es una
rotacién respecto de ellos; si la invierte, entonces es la composicién de
la antipoda (o de una simetria respecto de una geodésica) con una ro-
tacion. Los tnicos grupos uniparamétricos de isometrias de S% (k) son
los de rotaciones respecto algin punto.

* Si k < 0 y consideramos el modelo del disco H?%(k) = D c C, las
isometrias de H? (k) que conservan la orientacién (directas) son trans-
formaciones de Mobius que dejan invariante la frontera ideal 0D y
pueden ser de tres tipos esencialmente distintos: aparte de la identi-
dad, si una tal isometria directa no deja puntos fijos en la frontera
ideal, es una rotacién (eliptica) respecto de un punto; si deja un tnico
punto fijo en 0D, tenemos una traslacién parabdlica o rotaciéon respec-
to de un punto en el infinito y, si deja dos puntos fijos en 9D, tenemos
una traslacién hiperbdlica. Las isometrias inversas se obtienen al com-
poner una de las directas con una reflexién respecto de una geodésica.

En este caso, tenemos tres grupos uniparamétricos de isometrias de
H? (k) distintos, Gnicos salvo conjugacién, que son los grupos de ro-
taciones respecto de un punto, traslaciones parabdlicas y traslaciones
hiperbdlicas (en la figura 3 puede verse un diagrama).

Es de destacar que tanto los subconjuntos de la forma M2 (k) x {to} como
los de la forma I x R, donde ' C IM?(k) es una geodésica, son superficies
totalmente geodésicas en el producto riemanniano IM? (k) x R pues pueden
expresarse como conjuntos de puntos fijos de isometrias. Las llamaremos,
respectivamente, planos horizontales y planos verticales de M? (k) x R. De he-
cho, puede probarse que éstas son las tinicas superficies totalmente geodé-
sicas de E(k,0), y tenemos asi una diferencia fundamental con los espacios
E(x,T) para T # 0 como consecuencia del siguiente resultado de Souam y
Toubiana [STog, Theorem 1].
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Figura 3: Esquema de las 6rbitas de los tres grupos uniparamétricos de isometrias de
H? en el modelo del disco de Poincaré. De izquierda a derecha: rotaciones
respecto de un punto, traslaciones parabélicas (o rotaciones respecto de un
punto en el infinito) y traslaciones hiperbdlicas.

Proposicién 1.30. Si T # 0 y k # 472, entonces E(x,T) no admite superficies
totalmente umbilicales.

En el caso k = 472, el espacio [E(k, T) es isométrico a una 3-variedad de cur-
vatura seccional constante no negativa. Es bien sabido que, para cada plano
tangente en cualquier punto de ésta, existe una tinica superficie totalmente
geodésica que pasa por el punto y es tangente a dicho plano.

1.4.2 El espacio de Heisenberg

El espacio Nilz (1) = [E(0, T) admite una estructura de grupo de Lie

(x1,Y1,21) * (x2,Y2,22) = (X1 +%2,Y1 +Y2,21 + 22 + T(Xx1Y2 —X2Y71)),

cuya algebra de Lie consiste en las matrices triangulares superiores y nilpo-
tentes de orden 3, de donde recibe su nombre. De hecho, podemos conside-
rar la base de campos invariantes a izquierda que resulta al levantar hori-
zontalmente los campos 0y y 0y de R2 mediante la submersién n(x,y,z) =
(x,y) y el campo de Killing unitario vertical 9., dada por

Ey = 0x — 1Yoy, Ex = ay +7TXx0z, E3 =0,

y puede probarse que ésta es ortonormal respecto de la métrica ds? de
Nils (1) dada en las secciones anteriores.

Todas las geodésicas verticales y horizontales en Nil3 son rectas euclideas
como consecuencia de la proposicién 1.23. Este resultado también nos per-
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mite integrar explicitamente las geodésicas que no son verticales: fijados
0ecRyocl0n~{5F}lacurvayy,e:R — R3 dada por

Yo,olt) = (%(@)(COS(ZTCOS(@)t +0) —cos(0)),

- (@)((2Tcos(@)t+0) — (0)),

2 2
(Hemieli— 12 (0) 2rcos(o)t)
es una geodésica en Nil3 (1) cumpliendo v,e(0) = (0,0,0) y con velocidad
inicial yip,e(()) = (—(@)(0), (@) cos(0),cos(¢)). Notemos que HY:p,G(O)” =
1 (ya que la métrica de Nilz en el origen es la euclidea) luego v, ¢ estd
parametrizada por la longitud de arco.

Por otro lado, las isometrias de Nilz son aplicaciones afines. Mds atn,
todas ellas se obtienen como composicion de una traslaciéon a izquierda en
la estructura de grupo de Lie y una isometria de Nil3 que fija al origen.
Describimos a continuacién estas dos familias de isometrias.

i) Dado p = (x0,Yo,20) € R3, la aplicacién fp : R3 — R3 dada por

X 1 0 0 X X0
foly [= 0 1.0 y || vo
z —Tyo TX0 | z Z0

es una isometria tal que f, (0) = p.

ii) Las isometrias de Nil3 que fijan del origen son {hy : 9 € R}U{ocohy :
9 € R}, donde hy es la rotacion de angulo & € R respecto de x =y =0
y o la reflexién respecto del eje y = z = 0 (notemos que todas ellas son
isometrias euclideas).

En particular, podemos considerar, para cada 0 € R, el grupo uniparamétri-
co de isometrias {d),? }ter dado por

d)?(x,y,z) = (x+tcosB,y+tsind,z+ tt(ycosO —xsin0)).

El campo Xg = cos0(Ey + 2tyE3) + 6(E; — 21XE3) es el campo de Killing
asociado a {d),? }. Obtenemos asi una base global de campos de Killing {E; +
2tyks, E; — 2txE3, B3}, aunque esta base no es ortonormal®. Un cuarto cam-
po de Killing interesante es el asociado a las rotaciones, que estd dado por
yE; —xEs + 1(x% +y2)Es.

De hecho, estos campos son invariantes a derecha; notemos que todo campo invariante a dere-
cha en un grupo de Lie con una métrica invariante a izquierda es de Killing.
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1.4.3 El grupo especial lineal

El grupo especial lineal SI, (R) es el conjunto de matrices de orden 2 con co-
eficientes reales y determinante 1, que tiene una estructura natural de grupo
respecto del producto de matrices. El cociente suyo por el subgrupo normal
{I, —I,}, siendo I, la matriz identidad, es isomorfo al grupo de isometrias
de H? que preservan la orientacién y es denotado por PSL;(R). Concre-
tamente, tenemos que, a cada matriz A = (aij)%j:1 € SI;(R), podemos
asignarle la isometria ¢ de H2 (k) en el modelo del semiplano superior,

dada por
anz+a
dalz) = ————~.
aziz+azz
Como quiera que ¢a = $_4, la aplicaciéon A — ¢ es un epimorfismo
de grupos compatible con el cociente. Vamos a seguir el argumento que
puede encontrarse, para k = —1y T = —%, en los trabajos de Daniel [Danoy]
y Younes [You1o], para dar una métrica riemanniana sobre PSL;(RR) que

admite una estructura de submersién de Killing sobre H?2 (k).

Fijemos k < 0y o > 0. Si tomamos el conjunto U(k, o) ={(p,v) € TH? (k) :
|[v]| = o} de vectores de norma o en el fibrado tangente al plano hiperbdlico
H2(k), podemos identificar PSL; (IR) con U(k, ¢), via la aplicacién

A (py) p=balpo) (21)

v = (dpa)p,(vo)

para cierto (po,vo) € U(k, o) prefijado. Tomamos en TH?Z (k) la métrica cuya
norma viene dada sobre un vector V tangente a THZ (k) por

DV
IV = 1Vl + | 5

t H]HZ ()

donde 7 : THZ (k) — H2(k) es la proyeccién natural y % es la derivada
covariante respecto de una curva en TH? (k) con velocidad inicial V respecto
a la conexioén de Levi-Civita en la métrica estandar de HZ(k) con curvatura
constante k. Esta métrica en THZ (k) induce por restriccién una métrica en
U(k, o). Por otro lado, dada una parametrizacién conforme de ¢ : Q C RZ —

H2 (k) con factor conforme A, se obtiene la parametrizacién del recubridor
universal de U(k, o)

OxR — ﬂ(K,G)
(x,y,t) —  (Cxy), $(cos(t)dx + (1)dy)).
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A través de esta identificacién, la métrica sobre Q x R es la dada por
2 _32(qy2 2 A A 2
ds? = A(dx? +dy?) + (dt + o(Rrdy — Rdx)) .

A partir de esta expresion y de los resultados de la seccién 1.1.1, es obvio que
la proyeccion sobre el primer factor, que se corresponde con la proyecciéon
7 : TH2(k) — H2(k), es una submersion de Killing sobre H? (k) y no es
dificil comprobar que la curvatura del fibrado viene dada por 2t = —o«k.

Un caso muy simple surge cuando tomamos la parametrizacién confor-
me ( dada por modelo del semiplano superior, que tiene factor conforme
A(x,y) = 1/(yv/—k). La métrica resultante sobre {(x,y,t) € R3:y > 0} es

2 2 2
ds? = DAV <dt— Zde> .
—Ky Y

1.4.4 Las esferas de Berger

La esfera S* admite una estructura de grupo de Lie inducida por la siguiente
identificacién con SU(2) ={A € M,(C) : AA' = I,,det(A) = 1}

(z, W) — ( z W).
-wW  z

Una base de campos invariantes a izquierda es {E1, E;, V}, donde

(B zw) = (=W,2),  (E2)(zw) = (=iW,iZ2),  V(z4,) = (iz,iw).
Puede demostrarse que la métrica de la esfera de Berger E(k, T) para k > 0
y T # 0 dada por (20) es invariante a izquierda para dicha estructura de
grupo de Lie. Para esta métrica, la base anterior es ortogonal y se cumple
que ||[E1]]? = ||E2]|> = 4/k y |[V||? = 167%/k. Ademds, V es vertical mien-
tras que Eq y E, son horizontales respecto de la fibracién de Hopf (2). En
consecuencia, un campo de Killing vertical y unitario es & = (k/4T)V.

Es facil probar que tanto las geodésicas horizontales como las verticales
son circulos maximos de S (de hecho, son geodésicas para cualquier k > 0
y T # 0). Sefialemos ademas que la longitud de una geodésica vertical es,
segln el teorema 1.16, igual a

ZJ IT| = 87rm,
SZ(K) K
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mientras que la longitud de una geodésica horizontal es 47t/y/k. Una des-
cripcién més detallada de estos espacios puede encontrarse en [Tor1o, Sec-
cién 2.3] asi como un embebimiento isométrico de S::’,(K, T) en los espacios
proyectivo (k — 412 > 0) e hiperbélico (k —41% < 0) complejos.

1.4.5 Simetrias respecto de rectas y planos

A la vista de los modelos presentados en los epigrafes precedentes, es in-
teresante sefialar que, si T # 0, todas las isometrias de E(k, T) preservan la
orientaciéon. En particular, no hay isometrias que pudieran calificarse como
reflexiones respecto de superficies, mientras que si T = 0, tenemos reflexio-
nes respecto de planos verticales y horizontales. No obstante, en todos los
espacios E(k, T) si que hay giros de cualquier dngulo respecto de geodésicas
verticales y simetrias respecto de geodésicas horizontales. Mas rigurosamen-
te, llamaremos simetria respecto de una geodésica horizontal a la isometria
que se describe en el siguiente lema.

Lema 1.31. Dada una geodésica horizontal T' C IE(k, T), existe una inica isometria
de E(k, T) que deja fijos a los puntos de T" e invierte la orientacion de las fibras.

Demostracion. Si tomamos la submersién de Killing « : E(k,T) — M2 (k),
la proyeccién 7(I') € M?(k) es una geodésica segtn la proposicién 1.23.
Si definimos h : M?%(k) — M?2(k) como la reflexién respecto de 7(I"), el
teorema 1.28 nos asegura la existencia y unicidad de una isometrfa f en
E(k,T) preservando la orientacién y tal que o f = hom, con la condicién
inicial f(po) = po para cierto po € I' (no depende del py elegido). Esta claro
que f deja invariante a I' pues lleva geodésicas horizontales en geodésicas
horizontales y su diferencial deja fija la direccién de I en p. O

Como consecuencia, cualquier paraguas horizontal A centrado en un pun-
to p € E(k, T) es invariante por la simetria respecto de cualquier geodésica
horizontal que pasa por p (que estd contenida en A por definicién de para-
guas). De aqui es fécil deducir el siguiente resultado.

Corolario 1.32. Todo paraguas horizontal en E(k, T) es una superficie minimal.

En los espacios producto, los paraguas son trivialmente las secciones hori-
zontales. En el modelo dado por el teorema 1.13 para T constante y k < 0, el
paraguas que pasa por (0,0,0) es el plano z = 0; de hecho, puede probarse
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sin mucha dificultad que en el modelo usual sobre R3 del espacio de Heisen-
berg, todo plano euclideo (no vertical) es el paraguas horizontal centrado en
cierto punto pg y po esta caracterizado por ser el tnico punto en donde el
campo de Killing vertical es ortogonal al plano™. En el caso de las esferas de
Berger la situacién es atin mds interesante pues, como comentaremos en la
observacion 3.4, los paraguas horizontales son las tinicas esferas minimales
y no son secciones globales pues contienen una geodésica vertical.

1.5 SUPERFICIES EN SUBMERSIONES DE KILLING

A lo largo de esta seccién consideraremos una submersién de Killing 7 :
[E — My una superficie riemanniana X inmersién isométrica en E. Para fijar
notacién, dado un campo unitario N normal a Z, definimos la funcion dngulo
asociada a N como v = (N, £). Asimismo, denotaremos por A : X(Z) — X(X)
al endomorfismo de Weingarten que esta dado por AX = —VxN, Ky H las
curvaturas de Gauss y media de X, respectivamente, y T = & —oN € X(X)
la parte tangente a ~ del campo de Killing unitario .

A continuacién damos algunas propiedades que seran ttiles mds adelante.

Lema 1.33.
a) El jacobiano de la proyeccion 7t : X — M cumple |Jac(7t)| = |o|.
b) Vo =—-AT+1TAN.
¢) K =det(A) + 12 + (Kp —472)02 + 20(T AN, V1) (ecuacién de Gauss).
d) Ric(N) = (Kp —272) — (Kpp —412)0% —20(TAN, V7).
e) |A]? = 4H? — 2K 4 212 + 2(Kpm — 472)0% +40(T AN, V7).

Demostracion. Para probar el apartado (a), consideremos A = {p € L :
v(p)? = 1}. Sobre el interior de A la superficie es horizontal y, como 7t es una
submersién riemanniana, trivialmente | Jac(7)| = 1. Para un punto p en el ex-
terior topolégico de A, podemos considerar e; = ﬁ yey = ﬁ AN}, que
forman una base ortonormal de T, Z. Entonces, como e; es horizontal, tene-
mos que la base {d7t, (eq), d7p (€2)} forma una base ortogonal de T ,)M y
d7tp (e2) es unitario mientras que ||d7tp (e1)]| = [v] y de aqui se deduce la for-
mula del jacobiano de 7 en p. Ahora es claro que dicha férmula se extiende
por continuidad a toda la superficie.

Esto da una correspondencia biunivoca interesante entre los puntos y los planos no verticales
en Nﬂ3 .
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Dado X € X(Z), podemos calcular X(v) = (VxN, &) + (N, Vx&). Como
VxN = —-AXy Vx& = XA, tenemos que X(v) = —(AX, &) +T(X, EAN) =
(X, —AT +1T AN) y, de la arbitrariedad de X, deducimos (b).

La ecuacién de Gauss y la férmula para Ric(N) se siguen de forma directa
del lema 1.10, mientras que la férmula del apartado (e) puede obtenerse de
la ecuacién de Gauss junto con el hecho de que IAI2 =4H2 —2det(A). O

Como consecuencia directa, obtenemos una expresion para el operador de
estabilidad de Jacobi de la superficie, definido por L = A+ |A]2 +Ric(N). En
el capitulo 5 justificaremos rigurosamente el significado geométrico de este
operador.

Corolario 1.34. El operador de estabilidad de una superficie inmersa en E de cur-
vatura media constante H viene dado por

L =A—2K+4H? + Ky + (Kp —47%)0% +20(TAN, V7).

1.5.1  Cilindros verticales

Dada una curva « : [a,b] — M, definimos el cilindro vertical sobre y co-
mo Cq = m ' (a). Si parametrizamos « por su longitud de arco, entonces
una base ortonormal del fibrado tangente a C es {«/, &} (estamos exten-
diendo o’ implicitamente al cilindro mediante su levantamiento horizontal).
Tomaremos un campo N unitario y normal a C de forma que {«’, &, N}
es un sistema ortonormal positivamente orientado. En lo que sigue, usare-
mos que el vector N induce un vector normal a @ en M mediante dm, que
también denotaremos por N.

Lema 1.35. La curvatura media respecto de N, la curvatura de Gauss y la curvatura
extrinseca de C « estdn dadas, respectivamente, por

K
H= 79/ K= Or Kext = _Tzr

donde kg es la curvatura geodésica de o en M, respecto de N.

Demostracion. Si denotamos por o la segunda forma fundamental de Cg, es
un calculo sencillo a partir del lema 1.2 comprobar que la matriz de o en la
base {«’, &} del plano tangente a C esta dada por

R B U N
(Vea!,N) (V& N) T 0
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donde (-, -) denota la métrica en [E. De aqui deducimos las expresiones de H
y Kext, que no son otra cosa que un medio de la traza y el determinante de
la matriz anterior, respectivamente. Que la curvatura de Gauss K se anula
idénticamente se deduce de la ecuacién de Gauss dada en el lema 1.33 y de
que det(A) = Kext = —1% y b = 0 en Cq. O

1.5.2  Grafos y multigrafos verticales

Una clase muy importante de superficies en submersiones de Killing la cons-
tituyen los multigrafos verticales, que definimos a continuacién.

Definicién 1.36. Sea 7w : E — M una submersién de Killing y X una superficie
inmersa en IE.

i) Diremos que L es un multigrafo cuando ocurra alguna de las siguientes afir-
maciones equivalentes:

1. X es transversa al campo de Killing vertical,
2. la funcion dngulo de ~ no se anula,

3. la proyeccion 15 es un difeomorfismo local.

ii) Diremos que ¥ es un grafo cuando ¥ sea un multigrafo y corte a cada fibra
vertical a lo sumo una vez. Si * corta a cada fibra vertical una y sélo una vez,
diremos que el grafo es entero.

Las condiciones 1 y 2 de la definicién son trivialmente equivalentes y, para
la ntimero 3, basta fijarse en el lema 1.33. Notemos también que los multigra-
fos son siempre, localmente, grafos. Por tanto, en lo que sigue buscaremos
parametrizar un grafo y calcular su curvatura media a partir de dicha pa-
rametrizacién. Para simplificar los enunciados, supondremos que las fibras
de la submersion tienen longitud infinita; como las parametrizaciones son
locales, esto no supone una pérdida muy grande de generalidad.

Dada una submersién de Killing 7t : E — M y un abierto O C M que
admita una seccién diferenciable Fo : O — [E, todo grafo sobre QO puede
parametrizarse mediante una funcién u: QO — IR, definiendo dicha parame-
trizaciéon como F, : Q — E

Fu(p) = ¥(p, ulp)) = du(p)(Folp)), (23)

donde la aplicacién ¥ esta definida en la proposicién 1.6. Esta notacién es
coherente con la anterior en el sentido de que la seccién inicial Fy coincide
con Fy, parau =0.
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Nuestro principal interés es hallar una férmula para la curvatura media
de la inmersién Fy, definida por (23) en términos de u € C2(Q). Para ello,
consideremos N un normal unitario a Fy, con funcién dngulo v = (N, &) <0
(cambiamos el signo de N si es necesario) y lo llamaremos normal unitario
que apunta hacia abajo. Usando la identidad (véase [LRog, Lemma 2.1])

2H = divpm (7. N), (24)
sera suficiente calcular el vector 7t,N para obtener una férmula para H.

Extendamos la funcién u a @ € C%(7w'(Q)), haciéndola constante a lo
largo de las fibras verticales y consideremos la funcién d € C*(E) que
mide la distancia (con signo) de un punto q € E a Fyo(7t(q)) a lo largo de su
fibra. Mas explicitamente, esté definida por la relacién q = ¢ 4(q)(Fo(7(q))).

Ahora observemos que las hipersuperficies de nivel de la funcion t—d €
C2(m'(Q)) no son otra cosa que Fy, y sus trasladados verticales, y (V(u —
d), &) = &) — &(d) = —1 luego el normal unitario V(T —d)/||[V(u—d)||
apunta hacia abajo. Para cualquier p € Q, tomemos un entorno U C Q) de p
donde exista una referencia ortonormal {ey, e;} C X(U) y consideremos E;
el levantamiento horizontal de e; para i € {1,2}. Podemos escribir entonces
el campo normal N localmente como

VI

NP YigeiwEi — Y Ei(d)E —¢
donde hemos usado que {Eq, E, £} es una referencia ortonormal en 7t~ (U)

y que Ei(t) = ei(u). Teniendo en cuenta la ecuacién (24) y las relaciones
m.Ey = ey y 7§ =0, obtenemos finalmente la siguiente férmula.

, (25)

Lema 1.37. En la situacién anterior,

H— % divay (“) , (26)

V1 +[|Gul]2

donde Gu = Vu+ Z para toda u € C2(Q) y Z € X(Q) no depende de u.

Demostracion. Basta darse cuenta de que las funciones E;(d) son constantes
a lo largo de las fibras y, por tanto, inducen funciones en M. Ahora podemos
definir Z = —Zi221 Ei(d)e; = —m.(Vd), que no depende de u ni de la
referencia ortonormal {e, e, }. O

Ejemplo 1.38. Dado un abierto Q C R? y funciones A, € C®(Q) con A
positiva, tomemos la submersién 7 : (Q x R, ds?) — (Q,A?(dx? +dy?)),



1.5 SUPERFICIES EN SUBMERSIONES DE KILLING 59

donde ds? es la métrica dada en el teorema 1.13. Si consideramos la sec-
cién global Fp : Q — Q xR, Fo(x,y) = (x,4,0), el grafo de una funcién
u e C?(Q) esta parametrizado por Fy(x,y) = (x,y,u(x,y)). Como la dis-
tancia vertical estd dada por la tercera coordenada, se calcula facilmente
Z = —m(Vz) = 35ydx — 35xdy. Aplicando la férmula dada en el lema 1.37
y haciendo el cambio conforme a la métrica llana, obtenemos

x=A"T(ux +ny),

1 Ax AB
2= [(w),f (w)] S L el
W=/1+oZ+p2.

Por ejemplo, tomando Q = R?, A = 1 y i = T constante, deducimos la
ecuacién de la curvatura media de un grafo en el espacio de Heisenberg

(1+ Bz)uxx _Z“Buxy +(1+ “z)uyy

2H =
(1 + a2 + p2)3/2

7

siendo o = ux +TY y B = uy —TX.

Es importante observar que Gu = 7, (V (T — d)) no depende de Fy sino sé-
lo de la superficie dada por F,,. Puede consultarse el articulo de Leandro y
Rosenberg [LRog] para una aproximacion distinta a esta férmula. El siguien-
te resultado de factorizacién, que tiene su origen en el articulo de Collin y
Krust [CK91] y fue extendido al caso de submersiones de Killing en [LRog],
serd usado en la demostracion de la proposicion 3.8 pero conviene sefialarlo
ahora. En lo que sigue, denotaremos W(u) = /1 + || Gu/|2.

Lema 1.39. Para cualesquiera u,v € C' (M), se cumple que

< Gu Gv

1
W) W(v),Vu—Vv> = g Wi WM =R > 6

2

La igualdad se alcanza en p € M si, y sélo si, Vu(p) = Vv(p).

1.5.3 Un teorema nodal para grafos verticales

Sigamos trabajando en una submersién de Killing 7t : [E — M cuyas fibras
tienen longitud infinita y tomemos un abierto O C M que admita una sec-
cién diferenciable Fy : Q — E. Dada una funcién u € C2(Q), la curvatura
media H(u) : Q — R del grafo vertical F,, cumple la ecuacién (26), que es de
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tipo divergencia. Dado pg € Q, si trabajamos en un entorno U de pp donde
exista una referencia ortonormal {E+, E}, podemos expresar

((Alp, Vu(p)), H(p))) +blp, Vu(p))
2W(u)(p)3

H(u)(p) = (pel), (27)
donde H(p) representa la matriz del hessiano de u en p respecto de la base
{E1(p), E2(p)}, ({-,-)) es el producto usual de matrices, b(p, Vu(p)) es un
término que sélo depende de p y de las primeras derivadas de u'y

A [ TH(GWE)?  —(GuE1)(Gu Ey)
—(Gu, E1)(Gu, E3) 1 +<Gu,E1)2

es simétrica y definida positiva (con valores propios 1 y W(u)?). Esto nos
lleva a que H : C2(Q) — C%Q) es un operador cuasilineal eliptico. En
vista de [GTo1, Theorem 10.1], si los grafos de dos funciones u,v € C2(Q)
tienen la misma curvatura media (esto es, H(u) = H(v) en Q), su diferencia
w =u—V estd en el nicleo de un operador lineal eliptico L en Q.

Estamos interesados en estudiar la intersecciéon de los grafos Fy, y F,, para
sendas funciones u,v € C*(Q). En este caso, siguiendo la técnica de Meeks
y Yau en [MY82b, Lemma 2], un resultado de Bers [Ber55] nos permite en-
tender el comportamiento local del conjunto nodal {w = 0} = {u = v} en
un entorno de un punto singular (es decir, un punto donde Vw se anula).
Concretamente, podemos considerar el pullback de L y w con respecto a
coordenadas conformes para obtener otro operador lineal eliptico Ly y otra
funcién wy en un entorno del origen de R? cumpliendo

Lowo = ((Ao(x), VEwo (x))) + (bo(x), Vo) = 0.

Notemos que todas las derivadas de la diferencia u—v no se anulan simulté-
neamente en ningtn punto debido a los resultados de continuacién analitica
de Aronszajn [Arosy]. Por consiguiente, el resultado de Bers garantiza que
el conjunto nodal de wy es localmente difeomorfo (véase también [Kuo69])
al conjunto nodal de un polinomio homogéneo P : R> — R que cumple la
ecuacién de coeficientes constantes ((Ag(0), V2P)) = 0. Como A (0) es de-
finida positiva, se sigue que el conjunto nodal consiste en un nimero finito
de curvas que se cortan transversalmente en el origen.

Observacion 1.40. En el trabajo de Cheng [Che76, Theorem 2.5], se puede
encontrar una aplicacion similar de este resultado de Bers para un opera-
dor de la forma A + ¢. En este caso se obtienen sistemas equiangulares de

Més concretamente, ((A, B)) = Traza(A - B!) es la suma de los productos de las correspon-
dientes componentes de A y B.
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curvas ya que la ecuacién que el polinomio homogéneo debe satisfacer es la
ecuacién de Laplace, esto es, se trata de polinomios arménicos. No obstante,
en nuestra situacién es posible que las curvas no se corten de forma equian-
gular puesto que la matriz Ay(0) que aparece en el razonamiento anterior
puede no ser un multiplo de la matriz identidad (nétese que esto es lo espe-
rado pues estamos considerando las curvas proyectadas sobre QO C M y no
sobre el propio grafo).

Teorema 1.41. Si u,v € C®(Q) cumplen H(u) = H(v) en Q, entonces el conjun-
to{q € Q :u(q) =v(q)} consiste en una familia de curvas requlares que se cortan
transversalmente en los puntos donde w =v y Vu = Vv. Ademds, en estos puntos
singulares, que son aislados, sélo un niimero finito de curvas concurren.

Observacion 1.42. Del resultado de Bers también se deduce que siuy v en
las condiciones del teorema 1.41 tienen todas sus derivadas parciales iguales
hasta orden k, entonces el ntimero de curvas que se cortan transversalmente
esigualak+1.
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SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA
CONSTANTE






ESTIMACIONES PARA GRAFOS DE CURVATURA MEDIA
CONSTANTE EN M x R

En este capitulo y en los dos siguientes abordaremos el estudio de superfi-
cies de curvatura media constante tanto en productos riemannianos M x R
como en espacios E(k, T). Comenzaremos trabajando con grafos de curvatu-
ra media constante en M x R que se apoyen sobre una seccién horizontal
formando un angulo constante con ésta tltima y obtendremos relaciones
entre la altura maxima que alcanzan y la curvatura geodésica de la fron-
tera sobre dicha secciéon. Ademds, pondremos especial atencién sobre los
H-bigrafos, esto es, superficies de curvatura media constante H, embebidas y
formadas por dos grafos simétricos respecto de una seccién horizontal (que,
salvo una traslacién vertical, puede suponerse que es M x {0}). Este es el ca-
so de las superficies de curvatura media constante compactas y embebidas
en M x R (en virtud del principio de reflexién de Alexandrov), que forman
un dngulo 5 con el plano de reflexién y que jugardn un papel fundamental
en este capitulo y en el siguiente.

2.1 SUPERFICIES INVARIANTES EN H? x R v §2 x R

Comenzaremos estudiando y clasificando las superficies de curvatura media
constante en IM? (k) x R que son invariantes por un grupo uniparamétrico
de isometrias que actiia de forma trivial sobre las geodésicas verticales o,
en otras palabras, cuyos elementos preservan la funcién altura. Como cada
isometria de MZ(k) x R es el producto de una isometria de cada uno de
los factores, estos grupos de isometrias pueden identificarse con los grupos
uniparamétricos de isometrias de M?Z (k). Por otro lado, haremos especial
énfasis en aquellas superficies que sean H-bigrafos bajo las restricciones na-
turales H > 0y 4H? 4 k > 0. Salvo una homotecia de la métrica, podemos
suponer que k € {—1,0, 1} sin perder generalidad.

En H? x R existen tres tipos esencialmente distintos de isometrias; a sa-
ber, rotaciones respecto de un punto de H?, traslaciones parabélicas, que
pueden entenderse como rotaciones respecto de un punto en el infinito, y
traslaciones hiperbolicas a lo largo de una geodésica. La familia de superfi-
cies rotacionalmente invariantes, es decir, invariantes por el primer tipo de
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isometrias, fue estudiada por Hsiang and Hsiang [HHS89] y las invariantes
por las otras dos familias también fueron estudiadas por Sa Earp [SaEo§],
pero fue Onnis [Onno8] quien finalmente dio una clasificacion completa de
todas las superficies invariantes en IH? x R, incluyendo aquéllas invariantes
por movimientos helicoidales”.

El caso de S? difiere sustancialmente del anterior puesto que los tGnicos
grupos uniparamétricos de isometrias de $% son rotaciones respecto de cier-
to punto y, salvo conjugacién, se puede suponer que este punto es el polo
norte; dichas superficies rotacionalmente invariantes fueron clasificadas por
Pedrosa [Pedoy]. Finalmente, los tinicos grupos uniparamétricos de isome-
trias de R? son las rotaciones respecto de un punto y las traslaciones; las
primeras dan lugar en R3 = R? x R a superficies de tipo Delaunay [Dels1]
(entre las que destacan como H-bigrafos compactos las esferas de radio %)
mientras que las tltimas producen cilindros de radio ﬁ

Maés adelante necesitaremos parametrizaciones y férmulas que derivare-
mos a continuacién. Comenzaremos estudiando rotaciones tanto en TH? x R
como en $2 x R y después pasaremos a traslaciones parabélicas e hiper-
bélicas en H? x R. Observemos que, tomando € € {—1,1}, la condicién
4H? + ¢ > 0 no da ninguna informacién para € = 1, mientras que ésta
implica que |H| > % para e = —1.

2.1.1  Superficies de rotacion en H?> x Ry S* x R

Para empezar, consideremos el modelo del plano hiperbélico
H? xR = {(x,y,2z,t) € R* : x? +y2 —Z22=—1,2>0}

provisto de la métrica dx? 4 dy? — dz? + dt?. Del estudio de Hsiang y
Hsiang [HH89] se deduce que, para cualquier H > %, los tinicos H-bigrafos
rotacionalmente invariantes son las esferas de rotacién de curvatura media
H. Si suponemos que el eje de rotacién es {(0,0,1)} x R, la aplicacién defini-
da por X(r,u) = (rcosu, ru, coshr, h(r)), con

_ 4H 1—(4H2 —1)23
CVaHZ 4H?2 '

donde u € Ry 0 < r < 2arcsenh —1 parametriza la mitad superior
VaH2-1’

h(r)

de dicha esfera (ver figura 4).

Un movimiento helicoidal es la composicién de una isometria de M2 (e) con una traslacién
vertical.
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N

0 1 2 3 4 -3 =2 - 0 ' 3

Figura 4: A la izquierda, el perfil de esferas rotacionales de curvatura media constan-
te (el eje horizontal representa la distancia intrinseca en H? y el eje vertical
es la recta real. A la derecha, cilindros de curvatura media constante in-
variantes bajo traslaciones hiperbdlicas, donde vemos su interseccién con
el horocilindro y = 1 en el modelo del semiespacio. En ambos casos, los
valores de H representados son 0.54, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 y 1.

Por otro lado, consideremos el modelo estandar de S% x R como la hiper-
superficie de R*, dada por

82 x R={(xy,z1t) € R* :x2+yz+z2 =1}

con la métrica riemanniana inducida por el producto escalar usual de R?.
Como todo grupo uniparametrico de isometrias de S? consiste en rotaciones
respecto de cierto punto, supondremos que dicho punto es el polo norte, es
decir, supondremos que el eje de rotacion es {(0,0,1,t) : t € R}. Por lo tanto,
el espacio de érbitas puede identificarse con el plano vertical {(x,y,z,t) €
82 xR:x=0}=8' xRy una curva generatriz de la superficie es

v(t) = (0, (r(t)), cos(r(t)), h(t)),

para ciertas funciones r y h definidas en cierto intervalo de la recta real.
Pedrosa [Pedo4] demostré que la superficie generada por v tiene curvatura
media constante H € IR si, y sélo si, se satisface un cierto sistema de ecuacio-
nes diferenciales y que, sobre los intervalos en que v es invertible y puede
tomarse como pardmetro de vy, dicho sistema se convierte en el siguiente:

h'/(r) = cot(o(T)),

_ 2H+-cot(r) cos(o (1))
- (

8
o/ (1) {r)co , (28)
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/ . 8% 6 H?

Figura 5: Representacion esquemadtica de los perfiles de unduloides (izquierda) y
nodoides (derecha) en $? x R y H? x R. Son invariantes por un grupo
discreto de traslaciones verticales aunque los unduloides son embebidos
mientras que los nodoides no.

donde o es una funcién auxiliar. La segunda ecuacién puede resolverse fa-
cilmente ya que sélo depende de r y o y obtenemos que
o(r) = arccos(2H(cg + cos ) cscr)

para algiin ¢y € R, donde supondremos que r € [a(cp), b(co)] C [—m, 7] es
el intervalo maximal de definicién de o. Sustituyendo esta expresién en la
primera ecuacion de (28), llegamos a que

.
nr) :J' 2H(co + coss)cscs

ds. 2
alco) /1 —4HZ(cy + coss)Z csc? s (29)

Es fécil ver que los tinicos valores de ¢y que producen H-bigrafos son 0 y
—1, pues para los demds obtenemos superficies de tipo unduloide o nodoide
(con ejes verticales, véase la figura 5), tal y como se deduce de [PRgg].

* Para cp = —1, obtenemos esferas de revolucién. Mas explicitamente,
h(r) = L arccosh ﬂ cos ~
1+4H2 2H 2

para r € [2arctg ﬁ,Zarctg ﬁ]. Notemos que la altura méxima de
dicha esfera se alcanza en el punto en que r = 0. Ademas, la esfera se
extiende a un bigrafo sobre un dominio cuya frontera tiene curvatura
geodésica constante en $2. Cuando se calcula dicha curvatura respecto
del conormal exterior al dominio, ésta es igual a —H + ﬁ.
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1S
HE o —d

i0s R N

; ) m \
: 0 1 1

Figura 6: A la izquierda, los perfiles de esferas rotacionales de curvatura media cons-
tante y, a la derecha, los de los toros rotacionales de curvatura media cons-
tante, en 52 x R. En ambos casos, los valores representados de H son 0.05,
0.12, 0.331372, 0.6, 1 y 2. El eje horizontal mide la distancia intrinseca en
S2 mientras que el eje vertical representa la recta real. La altura maxima se
alcanza para H ~ 0.331372, que esta dibujado en linea discontinua.

e Para ¢y = 0, obtenemos toros de revolucién. En este caso,

h(r) = o arccosh 1—'—74]—121’
~ V1+4H2 2H

s 1 = 1 Lo
donde r € [7 —arctg 5y, 7 +arctg ﬁ]. La altura méaxima se alcanza
en los puntos donde r = T y la frontera del dominio sobre la que el
toro es bigrafo vuelve a tener curvatura geodésica constante en S? e
igual a ﬁ, con respecto al conormal exterior al dominio.

Estas dos familias uniparamétricas de soluciones estan representadas en la
figura 6. Es interesante observar que la altura maxima de un toro de curva-
tura media constante es exactamente la mitad que la de la correspondiente
esfera de revolucion de la misma curvatura media.

2.1.2  Superficies de traslacién hiperbdlica en H? x R

A lo largo de este apartado, trabajaremos en el modelo del semiplano supe-
rior

IHZX]R:{(X,y,t)EJRZ’:y>O} (30)
provisto de la métrica (dx? + dy?)/y? + dt2. Salvo conjugacién por una iso-
metria del espacio, el grupo uniparamétrico de traslaciones hiperbdlicas que
deja invariante a nuestra superficie puede suponerse que es {®}}scR, donde

O H? xR - H? xR, O (x,y,z) = (xe’,ye,z).

Antes de nada, notemos que, como la érbita de cualquier punto es la recta
horizontal que une el punto con el eje x = y = 0, podemos tomar el ho-
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rocilindro de ecuacién y = 1 como espacio de 6rbitas para este grupo de
transformaciones.

Tomemos, por tanto, una curva y(t) = (x(t), 1, h(t)) para ciertas funciones

x y h de clase C? sobre cierto intervalo de la recta real. En consecuencia,
una superficie invariante por {®}scr puede ser parametrizada como

X(u, t) = (x(t)e™, e, h(t)). (31)

Es un calculo directo (aunque tedioso) comprobar que la curvatura media
de esta parametrizacion estd dada por

_ —xh/((1 +x2)(h)2 +2(x)2) + (1 +x2)(h'x” —x'h")

H 2((1+x2)(W)2 + (x/)2)3/2

(32)

Para simplificar la ecuacién, parametricemos la curva y para eliminar la ex-
presion del denominador. Con un argumento similar al de la demostracion
de que cualquier curva puede parametrizarse por el arco, puede probarse
que existe una reparametrizacién en t tal que (h’ )2+ (x")2/(1+x%) = 1. Pa-
ra este nuevo pardmetro, que seguiremos llamando t, existird una funciéon
o de clase C! tal que h/ = cosa y x’ = VT+xZa. Ahora bien, podemos
obtener expresiones para x” y h” sin més que derivar estas igualdades y, si
las sustituimos en (32), llegamos a que

V1+x2a’ —xcosa
2V1 +x2 )

Ahora la demostracién del siguiente resultado es inmediata.

H=

Lema 2.1. La superficie parametrizada definida por (31) tiene curvatura media cons-
tante H € R si, y sélo si, la terna (x, h, &) satisface las ecuaciones diferenciales

h'/ = cos «,
X' =V1+x%a, (33)
Cxl — ZH X COS & .
+ V1+x2
Ademds, la expresion E = —2Hx — v/ 1+ x2 cos « es constante sobre las soluciones

y la llamaremos funcion energia asociada a la solucion.

Ya que la discusién de casos es larga, nos restringiremos al caso H > 1/2.
Usando la expresion de la energfa E sobre la segunda ecuacién en (33), se
llega sin dificultad a que

(x")2 = (1 —E2) —4HEx + (1 — 4H?)x2.
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Ahora bien, como H > %, el miembro de la derecha tiene dos raices reales
como polinomio en x y, si lo factorizamos, la ecuacién puede expresarse,
salvo un signo, como

x/ B +1
VHZ B2 — 1) — (4H2 —1)x—2HE)?  VAHZ T

de donde es facil deducir que existe ¢y € R tal que

\/272_
2HE 4H- +E 1 (it a1 +Co)-

=gz e

(34)
Aplicando una traslacién y una reflexion en el pardmetro t si es necesario,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que cy = 0 y que el signo +
es positivo. Teniendo en cuenta la relacion h' = cos o« = (E +2H)/V1+x?,
podemos integrar h y llegamos a que

t [(8H2 —1)E+2HVAHZ T EZ 1 (S\/4H2 - 1)] ds

h(t) = h(0) +JO

\/(1 —4H2)% ¢ (\/4H2 FEZ—1(sVAHZ 1) +2HE)2

(35)
Ya podemos caracterizar las superficies que estdbamos buscando. Para una

descripcién gréfica, véase la figura 4.

Proposicion 2.2. Sea (x, h, &) una solucién de (33) con energia E € R para H > %
Entonces, la superficie invariante generada por esta terna puede extenderse a un H-
bigrafo si, y sélo si, E = 0, en cuyo caso la curva puede ser reparametrizada, salvo
una isometria de H? x R, mediante

x(r) = ———r
4H2 —1

h(r) = 2H arct cosT , TER
4HZ -1 g\/4H2—1+2r

Demostracion. Supongamos que h(0) = 0 aplicando una traslacién vertical si
es necesario y escribamos h(t) = hy(t) +h,(t) en la ecuacién (35), separan-
do los dos sumandos del numerador del integrando. El primero de dichos
sumandos no se anula salvo que sea E = 0 (en cuyo caso hy es mondétona)
y el segundo es una funcién impar y periédica de s que se anula exacta-
mente en los puntos de la forma s = kn/v4H? —1 para k € Z. Por otro
lado, si el intervalo de parametrizacién contiene a t = 0, de la ecuacién (34)
y del hecho de que los puntos en los que el plano tangente es vertical son
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aquéllos en que x" = 0, deducimos que el intervalo de parametrizacion es
lt| < m/(2v4H? —1). Por tanto, la superficie es un grafo y, como la integral
de h}, sobre [—7t/(2v4H?% —1),71/(2v/4H? — 1)] se anula, obtenemos que

i) (i) - () ()
2v/4H2 1 2v/4H2 1 2v/4H2 1 2v/4H2 1

El miembro de la derecha se anula si, y sélo si, hy es idénticamente nula (ya
que es una funcién monétona) y h; se anula si, y sélo si, E = 0 lo que prue-
ba la afirmacién del enunciado. Finalmente, la parametrizacién buscada se
sigue de un calculo directo usando (34) y (35) para E = 0 y de la sustitucién
T = tv4H? — 1. Notemos que no hay problema en considerar r € R ya que
la parametrizacién genera el bigrafo completo. O

En la parametrizacién dada en el enunciado de la proposicién 2.2, ob-
servemos que la altura méaxima se alcanza para r = 0 y que la superficie
es un bigrafo sobre un dominio cuya frontera consiste en dos curvas de
H? = H? x {0} que tienen curvatura geodésica constante y dicha curvatura
es igual a % cuando se calcula con respecto al conormal exterior al domi-
nio. Ademds, igual que ocurria en el caso de 52 x R, la altura méxima es
exactamente la mitad de la de la correspondiente esfera de revolucién.

2.1.3 Superficies de traslacién parabélica en TH? x R

En este caso también consideraremos el modelo del semiplano superior de
H? dado en (30), donde, salvo conjugacién por isometrias de H? x R, el
grupo uniparamétrico de traslaciones parabdlicas es {®F }scR, con

OP:H*xR—H?* xR,  ®P(x,y,z) = (x+5,y,2).

Por tanto, la 6rbita de cualquier punto de H? x R es una recta euclidea
horizontal, paralela al borde y = 0 y el espacio de 6rbitas puede tomarse
como el plano euclideo x = 0. De aqui que la curva generatriz de nuestra
candidata a superficie invariante pueda tomarse como y(t) = (0,y(t), h(t))
para ciertas funciones h e y, y dicha superficie invariante por {®F}scR se
parametrice como

X(u,t) = (w,y(t), h(t)).

Se puede comprobar que la curvatura media de X estd dada por
yz (—h”y’ Jrh/y// +y(h/)3’)

H=_— . 6
2 (y2(h)2 + (y/)2)>/? 5
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No se pierde generalidad suponiendo que la curva y estd parametrizada por
su longitud de arco, esto es, 1 = [|[y/||? = (y’)2/y? + (h')?, luego podemos
considerar una funcién auxiliar «, determinada por y’ = yax y h’ = cos,
de forma que al sustituir estas igualdades en (36), la expresiéon de H se
simplifica quedando el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Yy =ya
h/ = cos « (37)
o = —2H —cos «.

Observemos que, si suponemos una condicién inicial x(0) = oy € [0,27],

la tercera ecuacién tiene una solucién tinica. Si nos centramos en el caso
1 P L . .
H > 3, que es el mas interesante para nuestro prop6sito, podemos integrar

& como M 41
+
o(t) = 2arctg (m (%M(t— Co))) (38)

para cierta constante cp € R que depende de (. Es importante hacer hin-
capié en que esta férmula define  : R — R como un difeomorfismo es-
trictamente creciente cuando se consideran todas las ramas de la funcién
arctg y se pasa de una a otra por continuidad, luego la unicidad de solucién
garantiza que (38) refleja todas las soluciones de la tercera ecuacién de (37).
Trasladando convenientemente el parametro t, supondremos que co = 0.
Sustituyendo el valor anterior de « en las dos primeras ecuaciones de (38),
podemos integrar h e y como

y(t) =y (cos (tm) +2H) ,
h(t) = «(t) + 2Ht + ¢c>,

(39)

para ciertas constantes c; > 0y ¢ € R, que pueden suponerse que son
c1 = 1 (después de una traslacién hiperboélica de la superficie) y c; = 0
(después de una traslacion vertical). Esto nos permite abordar el siguiente
resultado de no-existencia.

Proposicién 2.3. No existen H-bigrafos embebidos en H? x R para H > % que

sean invariantes bajo un grupo uniparamétrico de traslaciones parabdlicas.

Demostracion. Notemos que un tal grafo tiene que estar dado por una terna
(U, h, ) que satisfaga el sistema (37) luego también (38) y (39). Los valores
de t € R para los que y’(t) = 0 son ty = kn/V4H?Z +1 para k € Z (co-
rresponden a los puntos de la superficie con plano tangente vertical). De las
ecuaciones (38) y (39), se deduce que, para todo k € Z, h(ty) # h(tx41), lo
que imposibilita que la superficie se extienda a un bigrafo. O
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2.2 ESTIMACIONES DE CURVATURA EN LA FRONTERA

A lo largo de esta seccién, M representard una superficie riemanniana arbi-
traria y consideraremos un grafo £ C M x R de curvatura media constante
H > 0 sobre un dominio O C M. Generalizando las ideas dadas en [AEG08],
para cualquier ¢ € R tal que ¢ +4H? > 0y cualquier m € R, consideraremos
la funcién gm : [-1,1] — R determinada por

, 4mH

gm(t) = A2+ el —12) g(0) =0, (40)

que es estrictamente creciente y nos permite definir la funciéon P, = h+
gm(v) € C*(Z), donde h y v son las funciones altura y dngulo de %, res-
pectivamente. La técnica que usaremos se basa en el principio del maéxi-
mo (tanto en el interior como en la frontera) para ciertos operadores elipti-
cos que se aplican sobre la funcién V. Por tanto, necesitaremos expresio-
nes para Ay, donde el laplaciano se calcula sobre Z, y para la derivada
%p—nm = (Vim, 1), siendo 1 algtin campo conormal exterior a  a lo largo de
su frontera (no necesariamente unitario).

Recogemos a continuacién algunas férmulas ttiles a este efecto. En lo que
sigue, denotaremos por K a la curvatura de Gauss de L y por A a su endo-
morfismo de Weingarten, tomaremos T = & —vN (donde & = 0¢ es el campo
de Killing vertical y N es la aplicaciéon de Gauss de ) y consideraremos K1
la curvatura de Gauss de M, funcién que podemos extender a M x R (y, por
tanto, a X) haciéndola constante a lo largo de las rectas verticales. El campo
normal N lo elegiremos siempre apuntando hacia abajo, esto es, de forma
que la funcién dngulo sea negativa.

Lema 2.4. En la situacién anterior, se satisfacen las siguientes igualdades:

i) Vh=T,
ii) Ah =2Hov,
iii) Vo = —AT,

iv) Av = (2K —4H2 —Kpm (1 +02)) v,

Demostracion. Las igualdades para el gradiente y el laplaciano de h se de-
ducen de que h es la restriccion a X de la funcién altura en M x R (véase
[Roso2, Lemma 3.1]). Por otro lado, la identidad para Vv se deduce del le-
ma 1.33 Y Av puede calcularse a partir del corolario 1.34 utilizando que v es
una funcién de Jacobi y, por tanto, Lu = 0. O
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Como consecuencia, obtenemos de forma inmediata que

Vibm = Vh+ g1 (0)Vo =T — g/, (0)AT, (41)
APm = Ah + g/, (0)Av + g1 (0)[| Vo2
= 2Hv + g/, (v) <2K —4H? —Kpm (1 + nz)) o+ g/ (0)|Vo|?.  (42)

Por otro lado, tomaremos el campo 1 = —T, que es un conormal exterior
a X a lo largo de su frontera, para calcular aa—nm en 0X (observemos que
no importa qué conormal exterior se elija ya que la tnica informacién que
nos proporcionara el principio del maximo en la frontera es el signo de la
derivada respecto de dicho conormal). Por lo tanto,

oh 5
_— = vh, = T, —T —_ T 7
oy — (VRem = (T,=T) =—|T|
ov T =
o (Vo,m) = (AT ,-T) =(V1T,N).
Sin embargo, parametrizando 9% por una curva y con |y’|| = 1, una base

ortonormal de TX a lo largo de 30X es {T/||T||, v’} y esta claro que
1 _ _
2H = <T||ZVTT + VAYI'YI,N> ,

féormula que nos permite escribir g—g = 2H||T||? + || T||®kg. Aqui, kg denota
la curvatura geodésica de 0Q) = 0X calculada sobre la superficie base M con
respecto a —||T|| 71 (N —vT), que es el vector conormal unitario exterior a
0Q sobre M. Finalmente, podemos escribir

Mm Oh , v

B = g O O)g =TI (14 g @)+ TIg)) . (43

2.2.1 Estimaciones generales para la curvatura geodésica y la altura

Vamos a concentrarnos primero en el caso mas general en que no asumire-
mos ninguna hipétesis sobre la altura del grafo ~. No olvidemos que bus-
camos una estimacién de la curvatura geodésica de la frontera, para lo que
utilizaremos el principio del maximo aplicado al operador laplaciano en el
caso m = 1. En el siguiente apartado quedara claro el significado geométrico
de la variable m.

Para transformar la expresién de A, dada en (42) para m = 1, necesita-
mos una férmula adecuada que elimine el término ||Vv||?, y esta férmula
proviene de introducir el médulo de la diferencial de Abresch-Rosenberg

75



76

GRAFOS DE CURVATURA MEDIA CONSTANTE EN M x R

(véase [ARo4]) en M?(c) x R. Si tomamos una carta conforme (U,z) en Z,
consideraremos la expresién

Q = (2Hp — ch?)dz?,

que es una diferencial cuadrética globalmente definida y holomorfa en el
caso de que M tenga curvatura constante ¢, donde pdz? = (—V,_N,d,)dz?
es la diferencial de Hopfy h, = %—}Z‘ (véase también el trabajo de Fernandez
y Mira [FMog]). Esta diferencial nos permite definir la siguiente funcién que
es independiente del pardmetro conforme z:
4 4
q = 151QP = 55 (4H2pP? + eIzl — 2cH(ph3 + ph2)
— 4H2(H? —det(A)) + & (1 —v?)?

—c([|Vo[l* — (2H? —det(A))(1—v%)),  (44)

donde A es el factor conforme de la métrica inducida en . En otras palabras,
q estd bien definida y es diferenciable en toda la superficie Z.

Teniendo ahora en cuenta la ecuaciones (42) y (44), llegamos a que

Ay = —8Hqw _ 4Ho (1-0?) (Km —c)
T (4H2 + c(1 —02))? 4HZ 1 ¢(1—02)

(45)

El quid de esta férmula es que si Ky > ¢, el laplaciano anterior tiene signo.
Como c habia sido definido como cualquier constante tal que 4H? +¢ > 0, la
condicién Kpq > c serd la condicién natural para obtener cotas éptimas de
la curvatura geodésica de la frontera del dominio de un H-bigrafo compacto
con una condicién de capilaridad en la frontera, y esta condicién se satisfara
trivialmente si definimos ¢ = inf{Kpm(p) : p € Q} e imponemos que ¢ +
4H? > 0. Antes de enunciar el teorema, es intersante remarcar lo siguiente.

Observacion 2.5. Recordemos que si X es una superficie de curvatura me-
dia constante en M?(c) x R tal que q = 0, entonces X es parte de una super-
ficie invariante por un grupo uniparamétrico de isometrias de M?(c) x R
que preservan la funcién altura (véase [ERog, Lemma 6.1]). Ademas, si re-
emplazamos IM?(c) por otra superficie completa de curvatura constante c,
podemos considerar el recubridor universal riemanniano (que es M?2(c)) yla
superficie levantada 5 en M2 (c) x R tiene diferencial de Abresch-Rosenberg
nula si la original la tenfa. Esto nos dice que, como el argumento es pura-
mente local, no hay problemas con la topologia o la completitud de M.
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Teorema 2.6. Sea £ C M x R un grafo de curvatura media constante H > 0 sobre
un dominio compacto y regular O C M y con valores cero en 0Q). Supongamos
que ¢ = inf{Kpm (p) : p € Q} > —4H2 Y que v = vy a lo largo de 9Q) para cierto
—1 < vy < 0. Entonces,

—4H2 + ¢(1 —03)

Kg = ’
4H,/1— 03

donde g es la curvatura geodésica de 0Q) en M respecto al conormal exterior a Q.
Ademds, si la igualdad se alcanza en algiin p € 9Q), entonces Q tiene curvatura
constante y la diferencial de Abresch-Rosenberg de X se anula idénticamente.

(46)

Demostracion. Consideremos la funcién 1 = h+ g1(v), definida por (40)
param = 1. Comov < 0y Km = c en Z, la ecuacién (45) asegura que
AP = 0 en X. Por otro lado, dado que Q es compacto y 11 es constante en
0Q, el principio del maximo en la frontera garantiza que aa—q# > 0 alolargo
de 9Q. Usando ahora la identidad (43), esta desigualdad es equivalente
a (46). La igualdad se alcanza en algtn punto de 9Q) si, y sélo si, P es
constante luego, de (45), deducimos que esto equivalente a que q = 0y

Km =cen Q. [

En el caso M = M?(c), puede comprobarse facilmente que la igualdad
se alcanza si, y solo si, £ es un casquete de una esfera rotacional de curva-
tura media constante H. Dejamos otras observaciones pertinentes antes de
obtener consecuencias de este resultado.

Observacién 2.7. En el teorema 2.6, la hipétesis de compacidad tinicamente
es necesaria para garantizar la existencia del maximo. En el supuesto de que
la superficie no sea compacta pero el maximo de la funcién 1 se alcance,
el resultado seguiré siendo cierto. Este serd el caso de superficies periédicas
tales que el trozo fundamental que engendra la superficie es compacto y, de
hecho, usaremos este razonamiento en el capitulo siguiente.

Observacion 2.8. La técnica usada por Aledo, Espinar y Gélvez en [AEGo08],
basada en ideas previas de Serrin [Ser69] para el caso de R3, consiste en
aplicar el principio del méximo en el interior a la funcién 17, de donde se
obtiene que su maximo se alcanza en la frontera, donde toma el valor cons-
tante g1 (vp), luego h < h+g1(v) = P < g1(vo). Si llamamos «(c, H, vp)
a este valor de g1(vp), que depende de c, el supremo de la curvatura de la
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superficie base M, y de H, ésta es la cota superior 6ptima de la altura de un
grafo compacto. Mds explicitamente, el valor de «(c, H, vp) estd dado por

4H v—cC vy —cC .
—_— tg | —— tg | 22— 0
V—4cH2Z—¢2 (arc 8 (\/C+4H2> arctg (\/C+4H2>) stes<b
1410y sic=0,

4H Ve voy/C :
\/Tﬁ (arcth <\/c+47HZ> + arcth <\/CO+47HZ)> S1C > O

La igualdad se alcanza en la misma situacién que en el teorema 2.6.

Observacion 2.9. Es curiosa la forma en que se relacionan las geometrias de
~ y My el punto clave de esta relacién es que la superficie se apoya sobre
un plano horizontal ya que cualquier conormal exterior a 0Q) en M es una
combinacién lineal de N y &.

Observacion 2.10. En la situacion del enunciado del teorema 2.6, si hubié-
ramos supuesto que —1 < v < vy en 90 para cierto vy < 0 (en lugar de
b = vp) y existiera p € 9Q tal que v(p) = vy donde la igualdad en (46) se
alcance, entonces se concluye también que Knpy =cenQyq=0en X.

En el caso en que £ C M x R sea una superficie compacta y embebida de
curvatura media constante H > 0, podemos aplicar el principio de reflexién
de Alexandrov respecto de planos horizontales y concluir que Z es un bigra-
fo simétrico respecto de algtin plano horizontal M x {to} el cual, después de
una conveniente traslacién vertical, puede suponerse que es M x {0}. En este
contexto, es obvio que L corta ortogonalmente a dicho plano horizontal.

Corolario 2.11. Sea H > 0y £ C M x R un H-bigrafo compacto y embebido sobre
un dominio QO C M, simétrico respecto de M x {0}. Si ¢ = inf{Knq (p) : p € Q} >
—4H?2, entonces 0Q) es una curva cuya curvatura geodésica Kg en M respecto del
cornormal exterior a Q satisface
c
>—-H+—.

Kg + IH
Ademds, si la iqualdad se alcanza en algiin punto de 9Q), entonces Q) tiene curva-
tura constante y L tiene diferencial de Abresch-Rosenberg nula.

Si ahora ajustamos el valor de H para el que la cota inferior de k4 dada
en el corolario 2.11 sea exactamente cero (lo cual sélo tiene sentido en el
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caso ¢ > 0), la estimacién da lugar a una caracterizaciéon de las esferas de
rotacién en $%(c) x R.

Corolario 2.12. Sea M una superficie orientable con Kng > ¢ > 0. Entonces,
cualquier superficie compacta y embebida en M x R de curvatura media 0 < H <
%ﬁ es un H-bigrafo sobre un dominio conexo Q) y 9Q) es una union finita de
curvas de curvatura geodésica no negativa (con respecto a un conormal exterior).
Ademds, o bien

® su curvatura geodésica es estrictamente positiva, o bien

* M = S%(c), Q es un hemisferio abierto y L es una esfera de rotacién para
H= %ﬁ (en este caso kg se anula identicamente).

Notemos que, como Q es un dominio conexo con frontera regular y M
es topolégicamente una 2-esfera bajo las hipétesis del corolario, las compo-
nentes conexas de M\ Q son discos topoldgicos. En el caso M = S?(c),
cada uno de estos discos es geodésicamente convexo (es decir, cualquier
geodésica minimizante uniendo un par de puntos de su frontera es interior
a dicho disco) ya que esta acotado por una curva cuya curvatura geodésica
no cambia de signo. En particular, dicho disco tiene que estar contenido en
un hemisferio de $2(c).

2.2.2  Estimaciones de curvatura con restricciones en la altura

En este apartado, mejoraremos las estimaciones de la curvatura geodésica
obtenidas en la seccién anterior asumiendo condiciones adicionales sobre
la altura méxima que la superficie alcanza en M x IR. Para conseguir esto,
generalizaremos una técnica que tiene su origen en el articulo de Payne
y Philippin [PP79], y que también ha sido usada por Ros y Rosenberg en
[RR10] para el caso de R3.

Sea L € M x R un grafo de curvatura media constante H > 0 sobre un
dominio ) € M que toma valores cero en 9(Q). Para cualquier m > 0 tene-
mos definida la funcién diferenciable g, : [—1,1] — R dada por (40). Esta
funcién nos permite definir

~ 2Hv(2m — 1)T ~ 2Hogy, (v)

=i T mi e 47)

que es un campo diferenciable en £\ V, donde V ={p € X : v(p) = —1}es
el subconjunto de I cuyos puntos tienen plano tangente horizontal. Ahora
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podemos considerar el operador eliptico de segundo orden L sobre C* (X ~\
V) dado por Lf = Af+ X(f) y aplicarlo a la funcién Ppm = h+ gm(v) €
C*®(X). Usando el lema 2.4 y la identidad A? = 2HA —det(A) -id en TZ,
obtenemos que

4H(m—1)(m—$)o  4Hmo(1 —02)(Kp —c)
m C AHZ 4 c(1-0?)

Lpm =— (48)

Si suponemos que ¢ = inf(Kpm(p) : p € X} > —4H2, el segundo sumando
en el miembro de la derecha es positivo y, ademds, param > 1 o m < %,
el primer sumando también es positivo, luego Vm, cumple que L, > 0
en X \ V. En consecuencia, podemos aplicar el principio del méximo al
operador L en X \V, que nos garantiza que \;, no puede alcanzar un
maximo interior a X . V a menos que sea constante. Analicemos, antes de
nada, cuando ., es constante, bajo ciertas condiciones mas generales.

Lema 2.13. Sea Z C M x R un grafo de curvatura media constante H > 0 sobre un
dominio Q C M (no necesariamente compacto) y supongamos que ¢ = inf{Kn (p) :
peQ}> —4H2. Si P es constante en T para algiin m < %, entonces

a) mz%yKM:cenQ,

b) L es (localmente) invariante por un grupo uniparamétrico de isometrias que
conservan la funcion altura.

Mds concretamente, si ¢ > 0y M = S2(c), entonces L es parte de un toro de
rotacin y, sic < Oy M = H?2(c), entonces L es parte de un cilindro invariante
por traslaciones hiperbélicas (ver seccién 2.1 para una descripcion mds explicita de
estos ejemplos).

Demostracion. Si\m es constante, entonces L, = 0 luego de la ecuacién
(48) obtenemos que (m —1)(m — %) = 0, lo que tnicamente es posible si
m = %, y que Kpm es constante en X N\ 'V, luego es constante en todo X ya

que Kpy es continua y V tiene interior vacio.

De ahora en adelante, supondremos que 1\ ,, es constante. Por un lado,
de la condicién Vi ,, = 0 obtenemos que AT = T/gg/z(n) luego T ha de
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ser una direccién principal con curvatura principal asociada 1/g /2(v). De
aqui deducimos las siguientes expresiones:

1 1
det(A)= — [ 2H— ——— |,
etlA) 91/2(0)< 91/2(0J>

1—v?
Vol[* = (AT,AT) = ———.
V0l = (AT, AT) = o (49)
Si consideramos la funcién diferenciable f:] —1,1[ — R determinada por
1
f'(t) = f(0) =0,

O =) @HZ +c(1—12))
y tenemos en cuenta las igualdades en (49) y el lema 2.4, se comprueba que
A(f(v)) = £"(0)| Vol|* +'(0) Av
f//(n)
7!

= ————(1—10?) +f'(v)(2det(A) — 4H? —c(1 —v?))o =0,
972 (0

donde hemos usado que Ky es constante. Como f(v) es una funcién armo-
nica y no constante sobre X \ V, podemos tomar, al menos localmente, un
pardmetro conforme z = x + iy sobre £ \ V con x = f(v). Ahora se pueden
repetir los argumentos dados por Espinar y Rosenberg en [ERog, Lemma
6.1] para concluir que X es invariante por un grupo uniparamétrico de iso-
metrias de M?(c) x R.

Como todos los datos fundamentales de X sélo dependen de x (véase la
citada demostracién de Espinar y Rosenberg), puede entenderse este gru-
po como traslaciones en la direccién del pardmetro y. En consecuencia, si
mostramos que hy, la derivada de la funcién altura en la direccién de y, se
anula, el grupo de isometrias conservard la funcién altura. Ahora bien, como
el pardmetro es conforme, se tiene que hy = (Vh,dy) = —(JT, ), pero 0y
tiene la misma direccién que Vv = —AT ya que x = f(v) y AT = T/g{/z(n)
(esto tltimo se deduce de que Vi, = 0), luego hy = 0.

Por dltimo, por comprobacién directa sobre todas las superficies invarian-
tes por un grupo uniparamétrico de isometrias que preservan la funcién
altura (véase la seccién 2.1), es facil darse cuenta de que los tinicos ejemplos
para los que ¥/, = 0 son los que se han mencionado en el enunciado. [J

Ahora tenemos todos los ingredientes necesarios para demostrar la mejora
de la estimacién de la curvatura geodésica. Observemos que la variable m,
que se moverd en el intervalo ]0, %], ahora puede interpretarse como la frac-
cién de la altura maxima «(c, H, bp) que se permite al grafo alcanzar (véase
la observaci6n 2.8).
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Teorema 2.14. Sea © C M x R un grafo de curvatura media constante H > 0
sobre un dominio compacto y reqular Q con valor cero en 0Q) y supongamos que
¢ = inflKpm(p) : p € Q) > —4H? Y que v = vg a lo largo de 0Q) para cierto
—1<vg <O

Siexiste 0 < m < % tal que |h| < m- «(c, H,vp), entonces tenemos la siguien-
te cota inferior para la curvatura geodésica de 0Q) en M (calculada respecto del
conormal exterior a Q)):

s (4 —8m)H? +c(1—v3)
9= :
4mH\/1—D%

Ademds, si la igualdad se alcanza en algiin punto de 0Q), entonces m = %, Knm es
constante, y L es localmente invariante por un grupo uniparamétrico de isometrias
de M x R que preservan la funcion altura.

Demostracion. Consideremos la funcién Py = h+ gm(v) € C*(Z), que veri-
fica [\ > 0 en vista de (48). Como X es compacta, existe un punto py € X
donde 1V, alcanza su maximo. Distinguimos tres casos:

* Sipp es un punto interior a X \ V, entonces 1, es constante en X, lo
que implica que el maximo se alcanza en la frontera.

® Sipp € 0L, entonces el maximo se alcanza en toda la frontera 0X dado
que (Vm)|ax es constante. Por lo tanto, el principio del méximo en la

frontera para el operador L nos asegura que aa—n‘“ > 0 alolargo de 0X.
Es facil comprobar usando (43) que esta condicién es equivalente a la
desigualdad del enunciado.

e Si pp € V, entonces v(pp) = —1. En tal caso, tenemos que h < m-
x(c,H,00) = —gm(—1) luego bm < Ym(po) = h(po) +gm(—1) =
h(po) —m - «(c,H,v0) + gm(bo) < gm(bo) y, como Py es igual a
gm (vp) sobre 9L, hemos visto que el mdximo se alcanza también en la
frontera lo que reduce este caso al anterior.

Si la igualdad se alcanza, basta aplicar el lema 2.13 para concluir las condi-
ciones del enunciado. O

De la misma forma que hicimos en el epigrafe anterior, ahora aplicamos
el teorema al caso compacto y embebido (obsérvense las similitudes con el
corolario 2.11).

Corolario 2.15. Sea ¥ C M x R un H-bigrafo compacto y simétrico respecto de
M x {0} sobre un dominio O C M y supongamos que ¢ = inf[Kpm (p) : p € Q} >
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—4H2. Si existe 0 < m < % tal que |h] < m - «(c,H,0), entonces se verifica
la siguiente cota inferior para la curvatura geodésica de 9CQ) en M (respecto del
conormal exterior a Q):
. (4—8m)H2 +¢
97 4mH '

Ahora ajustamos la constante 0 < m < % para garantizar la convexidad
de la frontera, tal y como hicimos en el corolario 2.12. No obstante, ahora
tenemos la flexibilidad para mover m.

Corolario 2.16. Sea Z C M x R un grafo de curvatura media constante H > 0
sobre un dominio compacto y regular Q que toma el valor cero en 9Q). Supongamos
que ¢ = inf(Kpm(p) : p € Q} > —4H2 y v = v a lo largo de dQ para cierto
—1 < v < 0. En cualquiera de las siguientes situaciones:

i)c20yh< %oc(c,H,bo) en X, o bien

4H2+C“ 700)2

ii) c<Oyh< 32 o(c,H,0p) en X,

la frontera 0Q) es convexa en M respecto del conormal exterior a Q.

2.2.3 Estimaciones de la curvatura geodésica en el caso no compacto

Es natural preguntarse si la hip6tesis de compacidad sobre el dominio que
ha aparecido a lo largo de toda esta seccion puede eliminarse. Para conse-
guirlo, nos restringiremos al caso en que el espacio ambiente es M?(c) x Ry
vy = 0, es decir, cuando X se extiende a un H-bigrafo embebido. Aqui puede
aplicarse una adaptacién de las técnicas desarrolladas por Ros y Rosenberg
en [RR10].

Teorema 2.17. Sea & C M?(c) x R un H-bigrafo propiamente embebido sobre
un dominio Q C M?(c) con 4H% +¢ > 0, y simétrico respecto de M2 (c) x {0}.
Supongamos que existe 0 < m < % tal que Th] < m - «(c,H,0) en L. Entonces,
tenemos la siguiente cota inferior para la curvatura geodésica de 0Q) en M (respecto
del conormal exterior a Q)):

(4—8m)H? +¢
Kg >
4mH

Ademds, si se alcanza la igualdad para algiin p € 9Q), entonces

i) X es un toro rotacionalmente invariante (véase la seccién 2.1.1) si ¢ > 0,
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ii) L es un cilindro invariante por traslaciones horizontales si ¢ =0, y

iii) X es un cilindro invariante por traslaciones hiperbdlicas (véase la seccién 2.2)
sic<O.

Demostracion. Consideremos la funcién P, € C*°(X) como hemos venido
haciendo. Si P, alcanzara su maximo o bien supy P < 0, podriamos razo-
nar de la misma forma que hicimos en el caso compacto y la demostracién
habria terminado. En caso de que esto no sea asi, consideremos una suce-
sion {pn} € Lo = {p € X : h(p) > 0} de forma que {P(pn)} converja a
sup P, y distingamos dos casos.

* Silim{h(pn)} = 0, entonces Y (pn) = h(pn) + gm(b(pn)) < h(pn) =
0, de donde sups P < 0y hemos terminado.

* Si {h(pn)} no converge a cero, podemos suponer sin perder genera-
lidad que {h(pn)} -+ a > 0y h(pn) > § para todo n € IN. Dado
0 < e < §,como L es estable y la distancia de p,, a 9Z¢ estd unifor-
memente separada de cero (por la condicién h(pn) > %), la superficie
e ={p € Z: h(p) > €} tiene segunda forma fundamental acotada
(esto se deduce de la estabilidad de los grafos y de las estimaciones
de curvatura de Schoen [Sch83]). Las isometrias de M?(c) x R nos
permiten trasladar £, horizontalmente de forma que pn se proyec-
te sobre un punto prefijado qo € M?(c) y mediante argumentos de
convergencia estindares podemos asegurar la existencia de un grafo
limite X (e) de curvatura media H, limite de la subsucesién de su-
perficies trasladadas. La correspondiente funcién en L (€), dada por
Pm,o0 = Noo + gm(bs) € C® (L (€)), alcanza su maximo en el punto
interior pg = (qo,a) € Z(€) (notemos que hay convergencia en la
topologia C™ sobre compactos para todo m € IN). Ahora bien, como
Pm, 00 €5 subarmoénica en X (€), se sigue que es constante por el prin-
cipio del maximo y el lema 2.13 implica que L (€) puede extenderse
a la mitad superior de uno de los H-bigrafos listados en el enunciado,
salvo una traslacién vertical. Denotaremos dicho bigrafo por oo (Ob-
servemos que Too puede suponerse independiente de € mediante un
argumento diagonal puesto que, cuando € decrece, el tamario de las
superficies involucradas en el limite crece). Como Too €5 un ejemplo
conocido, sabemos que supy P se alcanza en toda la superficie y, en
particular, existird p contenido en el plano horizontal de simetria de
Yoo cumpliendo v, (p) = 0.

Si probamos que h(p) < 0 habremos terminado ya que supy Vm =
h(p) < 0. Razonando por contradiccién, si h(p) > 0, podrfamos tomar



2.3 ESTIMACIONES DE DISTANCIA AL BORDE

0<ex %hoo (p) ya que tenemos cierta libertad al elegir ¢ y, como
la superficie limite extendida oo NO depende de €, serfamos capaces
de encontrar una subsucesién de superficies trasladadas de ¢ que
convergiera al grafo extendido Z.. Por tanto, L., contendria puntos
de altura tan préxima a € como se deseara, contradiciendo el hecho de
que ningdn punto de 2, tiene altura mayor que p y € < The(p). O

Observacién 2.18. Si las alturas maximas de una sucesiéon de H-bigrafos
{Zn} tienden a cero, entonces el teorema 2.17 asegura que las curvaturas
geodésicas de las fronteras divergen uniformemente, en el sentido de que
la cota inferior dada en el enunciado sélo depende de la altura a través del
pardmetro m. Por lo tanto, dado cualquier abierto U C Q, la sucesién de
dominios QO C M sobre los que cada X, es bigrafo tiene que intersecar a U
a partir de un término en adelante. Esto se deduce de que, en caso contrario,
podriamos tomar la mayor bola métrica contenida en U y la curvatura geo-
désica de esta bola serfa una cota superior en algin punto de la curvatura
geodésica de los bordes de los dominios, contradiciendo que sus curvaturas
geodésicas divergen uniformemente.

2.3 ESTIMACIONES DE DISTANCIA AL BORDE

Para cerrar este capitulo, vamos a dar otra aplicacion de las estimaciones de
la seccién anterior. Supongamos que £ C M x IR es un grafo de curvatura
media constante H > 0 sobre un dominio compacto QO C M que se extiende
continuamente a 90 con valores cero. Bajo la restriccién natural Ky > ¢ >
—4H? en X para cierta constante ¢ > 0, en la seccién 2.2 demostramos que
P71 = h+ gq(v) es subarmonica en X, donde g7 estd definida mediante (40)
luego, si suponemos que v < vg a lo largo de 0%, entonces h + g (b) <
g1(vp), como consecuencia de que g; es estrictamente creciente y de que
h se anula en 9XZ. Como g es también una funcién impar, deducimos que
g(—v) > h—g(vp). Ahora podemos invertir la funcién g y elevar al cuadrado
ambos miembros en la desigualdad anterior para obtener que

aH

%tamh2 (VCZ+4HZC(h— g(no))> sic<O,

v? > ((h,00) == ¢ H2(h— g(vp))2 sic=0, (50)
cran2? (‘/m(hg(no))) sic> 0.

—c 4H
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Supongamos que v : [a,b] — X es una curva regular parametrizada por su
longitud de arco, y sea 1 un campo diferenciable a lo largo de vy, ortogonal
ay’ y a N. Entonces, {N,y’,n} forma un sistema ortonormal de M x R y
podemos escribir en coordenadas

E=(N,EE+ (Y, &)Y + (M, En.

Como quiera que (N,&) = vy (y/,&) = h'(y), deducimos que 1 = v? +
h(y)? + (m, T)? y, teniendo en cuenta que (1, T)2 > 0, finalmente obtenemos
la desigualdad |h/| < V1 —v2. Usando la estimacion dada por la ecuacién
(50), llegamos a que

¢ ¢ h' e d
L > dt > ——n _____dt= —£5
ong(y) JO Vi—o? JO 1—C(h,bg) Jh(a) 1—C(s,00) (51)

Si ahora hacemos variar y en la familia de curvas que unen p con la frontera
0% (donde la altura se anula), obtenemos la siguiente cota inferior de la
distancia al borde:

Teorema 2.19. Sea © C M x R un grafo de curvatura media constante H > 0
sobre un dominio compacto QO C M con valores cero en 9Q) y supongamos que
c = infKpm(p) : p € I} > —4H2. Si v < vg en dQ para cierto —1 < v < 0,

entonces
h(p) ds

dist(p, 0X) > J , (p e ).

0 1—((s,00)
Ademds, si existe p € L para el que la igualdad se alcanza, entonces Q tiene curva-
tura constante y L es un trozo de un casquete polar de una esfera de revolucidn.

En otras palabras, el teorema 2.19 es un resultado de comparacién que
afirma que, cuando Ky > ¢, las esferas rotacionales en los correspondientes
espacios homogéneos IM?(c) x R minimizan la distancia de un punto a la
frontera en términos de la altura de dicho punto.



CONSTRUCCIONES DE PLATEAU CONJUGADAS

En este capitulo vamos a introducir y aplicar detalladamente una técnica
que permite construir de forma simple y elegante superficies completas de
curvatura media constante y simetrias prefijadas en los espacios homogé-
neos [E(«k, ). La técnica, conocida como construccién de Plateau conjugada, tie-
ne su origen en un articulo de Lawson [Law70], donde se prueba que existen
inmersiones minimales de cualquier superficie compacta, distinta del plano
proyectivo?, en S (de hecho, si la superficie es orientable puede conseguir-
se un embebimiento) y se construyen superficies doblemente periédicas de
curvatura media constante en R3. A grandes rasgos, una construccién de
Plateau conjungada consiste en resolver el problema de Plateau sobre un
conveniente poligono geodésico, aplicar una correspondencia con superfi-
cies de curvatura media constante en otro espacio y luego completar dicha
superficie mediante isometrias del ambiente.

En el caso de los espacios E(k, T) con grupo de isometrias de dimensién 4,
la falta de isotropia (con respecto al caso de curvatura seccional constante
que trataba Lawson) hace que s6lo seamos capaces de controlar la corres-
pondencia cuando la frontera de la solucién del problema de Plateau esta
formada por geodésicas verticales u horizontales. En las siguiente seccio-
nes se trataran dos construcciones; a saber, superficies de curvatura media
constante H € R de tipo unduloide con eje horizontal en M?(e) x R para
4H? 4+ € > 0, € € {-1,1}, y superficies de curvatura media % en H?2 x R
con las simetrias de una teselacién por poligonos regulares de H?. Lista-
mos a continuacién los dos problemas técnicos principales que surgen en la
construccion:

¢ Entender la correspondencia entre superficies y como afecta a geodési-
cas verticales y horizontales contenidas en dichas superficies, asi como
a simetrias respecto de las mismas. Asimismo, garantizar que no apa-
recen singularidades al extender una superficie de curvatura media
constante mediante tales simetrias. En la seccién 3.1 llevaremos a cabo
dicho estudio y lo ilustraremos con algunos ejemplos en la seccién 3.2.

1 Hay obstrucciones para la existencia de una inmersién minimal de IRP2 en $3 (véase [Lawyo,
Corollary 1.6]).
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¢ Estudiar la existencia y unicidad de soluciones del problema de Pla-
teau sobre ciertos contornos especiales en E(k, T). Con un minimo es-
fuerzo adicional, haremos este estudio en una submersién de Killing
(véase el teorema 3.11).

3.1 LA CORRESPONDIENCIA DE DANIEL

La correspondencia de Lawson es una herramienta clasica que establece una
correspondencia localmente isométrica entre superficies de curvatura me-
dia constante en espacios de curvatura seccional constante (véase [Law?o,
Section 14]). En este capitulo utilizaremos la generalizaciéon de Daniel (véa-
se [Danoy, Theorem 5.2]) de la correspondencia de Lawson al contexto de
los espacios E(k, T), introducidos en la seccién 1.4.

Mas explicitamente, dados E = E(k, 1) y E* = E(x*, "), tales que k —
412 = k* —4(1*)? y 0,H,H* € R verificando H +it = ¢! (H* +it*), se
cumple el siguiente enunciado:

Dada una inmersion isométrica ¢ : L — E de una superficie rieman-
niana simplemente conexa L con curvatura media constante H, existe
una inmersion isométrica ¢* : L — E* de curvatura media constante
H* tal que:

a) v* =m,

b) T* = Rotg(T),

c¢) A* =Rotgo(A —H-id) + H* -id,
donde Rotg es la rotacion de dngulo®@en TL, v = (N, &), T=E—0oNy
A son la funcién dngulo, la parte tangente del campo de Killing vertical

y el operador de Weingarten de &, respectivamente. Los simbolos v*, T*
y A* representan los correspondientes elementos de ¢*.

La inmersién &*, que es vinica salvo una isometria de IE*, suele llamarse
inmersién hermana de ¢.

Como se ha sefialado anteriormente, estamos interesados en aplicar esta
correspondencia entre superficies minimales en algtin espacio [E(k, T) y una
superficie de curvatura media constante H en M?2(e) x R = E(¢,0), lue-
go el pardmetro 0 ha de ser igual® a 5. Este valor de 8 impone condiciones
geométricas intersantes sobre la correspondencia (véase el lema 3.2 més ade-
lante). Ademas, los pardmetros k y T estdn univocamente determinados por

2 No se pierde generalidad en suponer que 6 es positivo ya que un cambio de signo en 8 conduce
a un cambio en el signo de T, que se corresponde con un cambio de orientacién en [E(«, T).



3.1 LA CORRESPONDIENCIA DE DANIEL

E(k, ) inicial ~ Superficies en H? x R Superficies en $? x R

k>0 | E(4H%+¢ H) cMc H > 1/2 cMc H > 0
k=0 E(0,1/2) cMcH=1/2 -

k<0 | E(4HZ—1,H) cMc0<H<1/2 -

Figura 7: Tabla de configuraciones para obtener superficies de curvatura media cons-
tante en H? x R y $2 x R a partir de una superficie minimal para 6 = z.

k = 4H? + ¢ y T = H. Finalmente, si denotamos ] = Rot,, /2, obtenemos las
relaciones

*=wv, T =]JT, A*=JA+H-id, (52)

entre las superficies hermanas. En la figura 7, podemos encontrar un es-
quema de las diferentes superficies que se pueden obtener tomando una
superficie minimal en el ambiente [E(k, T) inicial.

En la tabla hemos omitido, para H = t = 0, las familias de superficies
minimales asociadas en IR3, $2 x R, H? x R (notemos que 0 puede ser cual-
quiera en este caso) y la correspondencia entre superficies minimales en S3
y de curvatura media constante en R3. Por otro lado, destaquemos que en
este esquema aparece de forma natural la condicién 4H? + € > 0, que en
la seccion anterior habiamos utilizado tan a menudo, y ahora se explicita
que hay un cambio esencial en la geometria de las superficies de curvatura
media constante H en IM?(€) x R segtn el signo de 4H? + .

3.1.1  Correspondencia entre curvas

En lo que sigue, nos encargaremos de estudiar como afecta la correspon-
dencia a curvas contenidas en superficies hermanas. Para ello, dada una
superficie orientable ¥ inmersa en una 3-variedad arbitraria con aplicacién
de Gauss N y segunda forma fundamental o, y dada una curvay : [a,b] — £
regular y parametrizada por el arco, consideraremos las cantidades

Kg = <§y”Y// I'Y/>/
Kn = <Y/,AY/> = <O—(YIIVI)IN>I (53)
Tn = (J¥, AY') = (o(y", J¥"), N).

89



90

CONSTRUCCIONES DE PLATEAU CONJUGADAS

La primera de ellas es la conocida como curvatura geodésica de y (respecto
de Jy’) en I y a las otras dos las llamaremos curvatura normal y torsién
normal de vy, respectivamente. Observemos que al suponer que la superficie
es orientable est4 definida la aplicacién J : TX — TZ cumpliendo J? = —id y
{y’,Jy’, N} forma una base ortonormal de TM a lo largo de y. Asi, podemos
expresar los campos v = V,v/, (Jy")) = Vy/Jy' y N = V,/N en esta
base en términos de kg, kn y Tn. Es facil comprobar, usando (53), que se
obtienen las ecuaciones de Darboux:

yl, = KQIY/ + KTIN/
v = —xgv’ + N, (54)
N = —kny' —1nJy’

Supongamos ahora que I es simplemente conexa y que ¢ : = — [E(k, 1)
una inmersién isométrica de curvatura media constante H. Siy es una curva
en I con datos asociados kg, Kn y Tn, y tomamos la inmersién hermana
¢* 1 L — [E(k*,T*) de curvatura media H*, la curva y tendrd unos nuevos
datos, k, k5, y Ty, respecto de ¢*. Veamos cdmo relacionar ambas ternas.

Lema 3.1. En las condiciones anteriores, se satisfacen las siguientes identidades:
a) kg = Kg (la curvatura geodésica es intrinseca a ¥).
b) k¥ =kncos6—1n6+H*—Hcos6.
c) T§, =Tn cosB+ kn0 — HO.

Demostracion. Es un calculo directo usando las ecuaciones de la correspon-
dencia (52) y las definiciones dadas en (53). O

Volviendo al caso de la correspondencia entre superficies minimales en
E(4H2 + ¢, H) y superficies de curvatura constante H en M2 (e) x R, donde
se cumple que 6 = 7, las ecuaciones anteriores se leen como

* * k
Kg = Kg, Kn =H—1n, Tn = Kn.-

Ademads, cuando la curva y es una geodésica de IE(4H2 + €, H), un caso que
aparecerd en repetidas ocasiones en lo sucesivo, entonces kg =0y kn =0,
lo que se traduce en que ky = 0y 75, = 0. Como veremos a continuacion,
cuando v es vertical u horizontal, esto conlleva que ¢*(y) caiga dentro de
una superficie totalmente geodésica de M?(e) x R.



3.1 LA CORRESPONDIENCIA DE DANIEL

Lema 3.2. Dados e e {—1,1}yH>0,sea ¢ : Z E(4H2 + €, H) una inmersién
isométrica minimal de una superficie riemanniana simplemente conexa L y conside-
remos ¢* : 3 M?(e) x R su inmersion hermana de curvatura media H. Dada
una curva regular « : [a, b] — %,

a) si &(«) es una geodésica horizontal de E(4H? + ¢, H), entonces b* () estd
contenida en un plano vertical;

b) si () es una geodésica vertical de E(4H2 + ¢, H), entonces d* () estd
contenida en un plano horizontal.

En ambos casos, d* corta ortogonalmente a dichos planos a lo largo de ¢ (ot).

Este resultado puede encontrarse, para el caso H = 0, en el trabajo de
Daniel [Danog]. No obstante, la primera parte del lema fue probada, para H
arbitrario, por Torralbo (véase [Tori2, Lemma 3]), aunque incluimos aqui la
demostracién completa.

Demostracion. Siguiendo la notacién previa al lema, tomaremos y = poax 'y
ve = ¢*oa=(B,h) Cc M2(e) x R y supondremos que « estd parametriza-
da por el arco, luego también lo estardn v y v.. Ademds, consideraremos
M?(e) x R como hipersuperficie de R® x R para e = 1 6 como hipersuper-
ficie espacial de ]R? x R para e = —1. En ambos casos, el normal unitario a
esta hipersuperficie a lo largo de y esta dado por (§3,0).

Para probar el apartado (a), afirmamos que ]y es constante visto como
una curva en R* o en IR?. En efecto, se tiene que

(Jve) vi) = —x5 =0,
(vl Iv*> %dim*,m%o
<(h/* ’ > < Y*r > = <JY>{</A*Y;> = T:L =0,

Por tanto, la parte tangente de (Jy,)’ a M?(e) x R se anula, esto es, (Jy.)’
es proporcional a (f3,0). Por otro lado, como y es una curva horizontal
en E(4H? + ¢,H), sabemos que (y/,&) = (y’,T) = 0 luego v’ es propor-
cional a JT y, como tiene médulo uno y [|JT||> = 1—v?, se tendra que
v' = £JT/V1—02. Por tanto, T* = y,V1—02 y (0,1) = T* +oN* =
V1 —02y, + oN*. Esta tltima relacion implica que (Jy., (0,1)) =0, luego

<U‘Y>L)// (B/O)> = <IFY:<1 (B,r0)> =h' <I’Y>{<r (011)> =0,
donde hemos usado que 0 = (Jy,,v.) = (Jvi, (B’,0)) + (JyL, h'(0,1)).
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De esto se deduce la afirmacién y, més atun, hemos visto que Jy, = (w,0)
para cierto vector w € TM?(e) C R3. A partir de aqui, tenemos que

(¥+, (W, 0))" = (L, (w,0)) = (yL,JvL) =0,

lo que implica que (y«, (w,0)) es constante, pero (v, (w,0)) = (B, w) =0ya
que B es normal a IM?(e) y w es tangente. Juntando toda esta informacién,
hemos probado que y* estd contenida en el plano vertical

P={(p,t) e M?*(e) xR: (p,w) =0}

y la inmersién ¢ es ortogonal a P dado que el plano tangente a X sobre un
punto de y estd generado por {y,, Jy. = (w,0)}.

Para probar (b), notemos que siy es una geodésica vertical, entonces v = 0
a lo largo de ella, luego £* = T* 4+ vN* = T* a lo largo de v.. Por tanto,

(v ) = (VLT = (v, IT) =0

La ultima igualdad se sigue de que vy’ es vertical mientras que JT es hori-
zontal (T es vertical a lo largo de v porque v = 0). Finalmente, tenemos que
0= (v, &) =(B’,h'),(0,1) =h’, luego h es constante a lo largo de .,
esto es, v, estd contenida en un plano horizontal y, como v = 0 a lo largo de
Y+, la inmersién corta a dicho plano ortogonalmente. O

3.1.2  Extension de superficies y correspondencia entre simetrias

Supongamos que X es una superficie minimal inmersa en E(k, T) y que v,
una geodésica vertical u horizontal de E(«k,T), estd contenida en 0X. En-
tonces, es posible extender X mds alld de la frontera delimitada por vy, por
reflexion respecto de esta geodésica (recordemos que, en cualquier espacio
E(x, 1), la reflexién respecto de geodésicas verticales u horizontales es una
isometrfa, véase el lema 1.31). Una justificaciéon de esta propiedad puede
encontrarse en [DHKWg2, Theorem 4].

Analizando los datos (v, T, A) de una superficie simétrica respecto de una
geodésica vertical u horizontal y usando el lema 3.2, no es dificil probar
el siguiente resultado, que establece el comportamiento de estas simetrias
respecto de la correspondencia de Daniel.

Lema 3.3. Sea & : £ — E(4H?2 + ¢, H) una inmersion isométrica y minimal de una
superficie riemanniana simplemente conexa y consideremos ¢* : L — M?(e) x R
su inmersion hermana, entonces:



3.2 SUPERFICIES HERMANAS DE LOS HELICOIDES ESFERICOS

a) Si §(X) es invariante por una reflexion respecto de una geodésica horizontal
(resp. vertical) contenida en (L), entonces &* (L) es invariante por una
reflexion respecto de un plano vertical (vesp. horizontal) P.

b) La geodésica que juega el papel de eje de reflexion se corresponde con la curva
de la superficie hermana contenida en P respecto de la que se refleja.

En lo sucesivo aparecerdn frecuentemente puntos p en la frontera de la
superficie £ donde se intersequen dos geodésicas contenidas en dicha fron-
tera. Entonces, serd posible reflejar respecto de ambas y, en cada reflexion,
aparecerd una nueva geodésica que pasara por p. Si el dngulo que forman
la geodésicas es I para cierto k € IN, se formara una superficie después de
reflejar 2k veces, que serd regular en todo punto segun los resultados cita-
dos anteriormente salvo, eventualmente, en p. No obstante, que Z es una
superficie diferenciable en p es consecuencia de un teorema general de eli-
minacién de singularidades aisladas siempre que la superficie reflejada sea
localmente embebida en un entorno punteado de p (véase [CS85, Proposi-
tion 1], hip6tesis que en esta situacion se satisface claramente.

3.2 SUPERFICIES HERMANAS DE LOS HELICOIDES ESFERICOS

En la seccién anterior hemos estudiado con detenimiento las propiedades
de la correspondencia de Daniel entre superficies en espacios E(k, T). Ahora
la ilustraremos aplicindola a los helicoides esféricos en las esferas de Berger.
Los helicoides esféricos forman una familia uniparamétrica de inmersiones
minimales en la esfera S3, introducida por Lawson en [Law7o0], que estd
dada por

®.:R? — 83 cC?
(x,y) — (cos(x)eicy, (x)eiy) .
Los elementos de esta familia, donde ¢ varia en la recta real, son inmersio-
nes minimales en S} (k,T), para cualesquiera k > 0 y T € R. De hecho, estdn
caracterizadas por Torralbo en [Tor12, Proposition 1] como las tinicas super-

ficies inmersas en S* que son minimales para cualquier métrica de Berger.
Veamos algunas propiedades remarcables de esta familia.

Observacion 3.4.

1. No hay pérdida de generalidad en restringir el pardmetro c al in-
tervalo [-1,1] ya que las inmersiones ®. y ®;,. son iguales salvo

93



94

CONSTRUCCIONES DE PLATEAU CONJUGADAS

una isometria ambiente y una reparametrizacién. Mas explicitamente,
(So®q,.)(F —x,cy) = Dc(x,y), donde S(z,w) = (w, z) es una isome-
tria en cualquier métrica de Berger.

2. Oy([0,27t[ x[0,27r[) es, salvo isometrias, la tinica esfera minimal en
S3 (k,7); ©1([0,2n[ x[0,27[)) es un toro de Clifford, y estos son los
tnicos ejemplos embebidos en la familia. Recordemos que un toro de
Clifford es el levantamiento por la proyecciéon de Hopf de una geodé-

sica de S2(1//K).

3. Més interesante para nuestros propdsitos es que, para cada c € R,
la inmersién @, es invariante por el grupo uniparamétrico de isome-

trias3
ict 0
t— (e 0 e“) .

Ademas, la inmersién @ es una superficie reglada ya que, para cual-
quier 6 € R, la curva t — ®(t, 0) es una geodésica horizontal.

Como estamos interesados en obtener las superficies hermanas de los heli-
coides esféricos en M2 (¢e) x IR, nos restringiremos al caso k = 4HZ +e>0 y
T=H>0.Dado c €] —1,1], vamos a considerar un poligono A, que serd
la pieza fundamental bordeada por geodésicas verticales y horizontales y
que generara todo el helicoide @, (el caso c = —1 es de naturaleza distinta
y serd discutido en la observacion 3.13). Explicitamente, A es el poligono
formado por las siguientes cuatro curvas (ver figura 8):

ho(t) = (cos(t), (1)) = @c(t,0),

-+
m
—
o
N

[E—
~

imc

R (8) = (cos(t)e X5, (1)e 15T ) = ¢ (1, 3 ),

,+
m

o

NN

volt) = (€1°%,0) = D, (0,1), te [0 7],
vi(t) = (0,e') = D (3,1), te [0 ae]-

A partir de la observacién 3.4, es facil ver que hy y hy son geodésicas ho-

rizontales, mientras que vy, vi son geodésicas verticales. Ademds, pode-

mos recuperar toda la superficie ®.(R?) mediante reflexién de la pieza
7T

D, ([0, %] x [0, m]) respecto de las geodésicas que forman A.. Nos in-

En la linea del teorema 1.28, éstas isometrias son composicién de levantamientos de rotaciones
respecto de un punto en $2 (k) y traslaciones verticales, por lo que podemos referirnos a ellas
como movimientos helicoidales.



3.2 SUPERFICIES HERMANAS DE LOS HELICOIDES ESFERICOS

teresa, no obstante, observar que esta pieza esta foliada por las curvas hg
para 0 € [0, 1] definidas por

ke
he (t) = CDC (t, M) .

Consideremos la inmersién hermana @} : [0, %} x [0, m] — ]Mz(e) x R
(notemos que el dominio es simplemente conexo) y denotemos por hg y v,
para @ € [0,1] y j € {0,1} a las curvas que se corresponden con hg y Vvj,
respectivamente. En vista del lema 3.2, las curvas hj estdn contenidas en
planos verticales de simetria Pg, mientras que v estd contenida en un plano
horizontal M2 (e) x {t;}, paraj € {0, 1}.

Para profundizar en el comportamiento de estas curvas, podemos calcular
explicitamente sus curvaturas como curvas en los planos verticales u hori-
zontales en que estdn contenidas. Para hacerlo, observemos en primer lugar
que las superficies hermanas intersectan estos planos ortogonalmente, luego
las curvaturas de estas curvas estan dadas por
M?(e)x{t;} _

o —<A*(v;‘)/,(v3k)’>:H7<Avj',]vj’>,

)

k

P / / / / (55)
kh% = <A*(hg) ,(hg) > =H-— <Ah9,]he>,

donde A* es el operador de Weingarten de la inmersién hermana ®F. La
segunda igualdad se sigue de la ecuacién (52).

Finalmente, como A se puede calcular de forma explicita a partir de la
expresiéon de la inmersién @, es un célculo largo pero sencillo mostrar que
las curvas v;“ tienen curvatura constante en M2 (€) x {t;} para j € {0,1}. Por
otro lado, todas las curvas hy tienen la misma curvatura ya que la inmersién
@, es invariante por un grupo uniparamétrico de movimientos helicoidales
(ver observacioén 3.4) que acttia de forma transitiva sobre las curvas hg. Asi
deducimos que la superficie @ (IR?) ha de ser rotacionalmente invariante.

Proposicién 3.5. Dados ¢ € | —1,1], e € {—1,1} y H > 0 con 4HZ + e > 0,
consideremos el helicoide esférico @ en Sy (4H? + ¢, H). Entonces, su superficie
hermana en M2 (e) x R es rotacionalmente invariante. Concretamente,

i) la superficie hermana de ® es un cilindro vertical?,
ii) la superficie hermana de @ para 0 < ¢ < 1 es un unduloide,

ii1) la superficie hermana de ®¢ es una esfera de curvatura media constante, y

4 En este caso, el producto de una curva de curvatura constante 2H en M2 (€) y la recta real.
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h
U1 :: hé
%) h :
d Correspondencia
de Daniel ;
ho

v

Figura 8: A la izquierda, el poligono A¢ (c # —1) en una esfera de Berger y, a la
derecha, su correspondiente en M?(e) x R para ¢ > 0 (en linea continua)
y ¢ < 0 (en linea discontinua).

iv) la superficie hermana de @ para —1 < ¢ < 0 es un nodoide.

De esta forma, puede comprobarse que las superficies hermanas de los he-
licoides esféricos barren todos los casos de superficies de rotacién de curva-
tura media H en M?(e) x R (véase [PRg9, Lemma 1.3], para una descripcién
mads detallada de estas superficies). En la figura 8 se puede ver un esquema
de la correspondencia.

Demostracion. Por un lado, la superficie hermana de @ ha de ser una esfera
ya que la esfera es simplemente conexa y puede aplicarse directamente la
correspondencia a toda la superficie. Por otro lado, la hermana de ®4 ha de
tener funcion angulo nula ya que @ la tiene y la funcién dngulo se conserva
por la correspondencia, luego @7 ha ser un cilindro vertical sobre una curva
de curvatura 2H (véase el lema 1.35).

Quedan por probar los casos (ii) y (iv), donde sabemos que las superficies
hermanas son de rotacién. Es un célculo largo comprobar a partir de la
ecuacion (55) que las curvas generatrices de los unduloides y los nodoides
(que se conocen explicitamente, véase [PR9g]) tienen la misma curvatura
geodésica que las correspondientes hy dentro de los planos verticales Pg.
Una razén para deducir que para —1 < ¢ < 0 las superficies hermanas son
nodoides es que éstos son los tinicos ejemplos rotacionales en los que existen
curvas a lo largo de las que la funcién dngulo se anula idénticamente. I



3.3 RESOLUCION DEL PROBLEMA DE PLATEAU

Observacion 3.6. En el caso de la esfera redonda, es decir, para k = 472,
las superficies hermanas de los helicoides esféricos, via la correspondencia
de Lawson, son las superficies rotacionales de Delaunay en R3. Esto fue
probado por Grosse-Brauckmann en [GBg3, Theorem 2.1].

Finalmente, mencionemos que el argumento previo puede generalizarse
para probar que cualquier superficie minimal reglada por geodésicas hori-
zontales en [E(4H? + ¢, H) se transforma por la correspondencia de Daniel
en una superficie con curvatura media H en M?(e) x R invariante por un
grupo uniparamétrico de isometrias G que dejan fijo el factor R. En el caso
de los helicoides esféricos para ¢ € ] —1,1], G ha sido un grupo de rotacio-
nes, aunque en la observacion 3.13 veremos que, para ¢ = —1, G serd un
grupo traslaciones hiperbdlicas.

3.3 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES DEL PROBLEMA DE PLA-
TEAU SOBRE CONTORNOS DE NITSCHE

Estamos interesados en construir ciertas superficies minimales con frontera
prefijada en E(k, ), para lo que resolveremos el problema de Plateau en
dicha frontera. Sin mucho esfuerzo adicional, estudiaremos la existencia y
unicidad del problema de Plateau para ciertas fronteras especiales en una
submersion de Killing 7 : E — M, de la que siempre supondremos que tiene
fibras de longitud infinita. En primer lugar, definiremos rigurosamente el
tipo de frontera que consideraremos: los contornos de Nitsche.

Definicién 3.7. Un contorno de Nitsche es un par (Q,T), donde QO C M es un
dominio relativamente compacto y simplemente conexo y I es una curva cerrada di-
ferenciable a trozos en IE que admite una parametrizacion vy : [a, b] — T cumpliendo
las siguientes condiciones:

a) existe una particion a =t; < s <ty <...<tr <sy < tpyp7 =D tal
que, para cualquier j € {1,...,7}, Y;,s;) €s una curva regular cuyo vector
tangente no es vertical en ningiin punto, y vy, [s5,tj41] €5 UN segmento vertical
parametrizado inyectivamente;

j+1

b) moy parametriza 0Q) y esta parametrizacion es inyectiva excepto en los in-
tervalos [sj, tj1], paraj € {1,..., 7}, donde es constante.

A los puntos 7(t;) en la definicién los llamaremos esquinas de 9Q. Ob-
servemos que 9Q) es regular excepto quizd en sus esquinas, donde se han
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Figura 9: A la izquierda, representacién esquematica de un par de Nitsche (Q,T). A
la derecha, el dominio U de la demostracién de la proposicion 3.8.

colocado los segmentos verticales (véase la figura 9). Como Q es simplemen-
te conexo tenemos asegurada la existencia de una seccién diferenciable del
fibrado Fo : QO — M, que fijaremos a partir de ahora. Segun la ecuacién
(23), esto nos permite definir el grafo F,, : QO — E de cualquier funcién
ue ClQ).

El siguiente paso consiste en probar un principio del méximo para los
grafos Fy, y F, de funciones u y v definidas sobre un mismo dominio Q ¢ M
que tienen la misma curvatura media y tienen por frontera sendos contornos
de Nitsche (Q,T) y (Q,T’). Concretamente, veremos que si en la parte no
vertical de los contornos I' y I'" un grafo estd por encima del otro, entonces
la relacién estar por encima de se hereda al interior. Este resultado ya ha
sido estudiado en otros ambientes (véanse, por ejemplo, [NRo2, CR10]) y
extendido directamente a submersiones de Killing por Pinheiro en [Pin10]
para el caso minimal.

Proposicion 3.8. Sean (Q,T') y (Q,T’) dos contornos de Nitsche en E con el
mismo dominio asociado Q y el mismo conjunto de esquinas C C 0Q). Supongamos
que u,v € C*®(Q) satisfacen:

a) H(u) = H(v) en Q (véase el lema 1.37),

b) wy v se extienden continuamente a 0Q \. C dando lugar a sendas superfices
con bordes Ty T/, respectivamente.

Siu<ven 0Q ~ C, entonces u < ven Q.
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3.3 RESOLUCION DEL PROBLEMA DE PLATEAU

Demostracion. Razonando por reduccién al absurdo, consideremos w = u —
v y supongamos que U = {p € Q : w(p) > 0} no es vacio. Sumando una
constante positiva suficientemente pequefia a la funcién v de forma que la
condicién U # ) se conserve, podemos suponer sin perder generalidad que
Vw no se anula a lo largo de 09U y que u < v en 9Q \ C. El teorema 1.41 nos
dice que 0U puede descomponerse en una familia {C «} de curvas regulares
que se cortan transversalmente en ciertos puntos pero, como Vw no se anula
en 0U, dichos puntos de interseccién no aparecen. Ademas, las condiciones
u<vendQ~\CyVw#0en dU nos dicen que los puntos de acumulaciéon
de Uy C« estdn en el propio Uy C« 0 en el conjunto de esquinas C C 9Q). Mds
aun, O \ 0U no puede tener componentes conexas relativamente compactas
en el interior de Q) debido al principio del maximo®.

Sea U una componente conexa de U y, dado ¢ > 0, denotaremos por ﬁa
el conjunto de puntos de U que distan al menos ¢ de cualquier esquina de
Q. Por tanto, para ¢ > 0 suficientemente pequefio, la discusion del parrafo
anterior nos permite escribir aﬁg = A UBg, donde A, consiste en una can-
tidad finita de curvas contenidas en 9l y B¢ contiene arcos de la frontera de
bolas geodésicas centradas en los puntos de C (también un ntmero finito).
En la figura 9 puede verse una representacién esquematica de U, donde la
frontera A estd dibujada en linea continua y B, en discontinua.

Como las funciones u y v satisfacen H(u) = H(v) en Q, de la ecuacién

(26) deducimos que div V\S;(t) =div VS(“’)) en Q). Aplicando el teorema de la

divergencia, obtenemos que

Gu Gv Gu Gv
on div(— >_J <_, > 6
o W T we) T e, \Wiw T Wi o0
donde 7 es el conormal unitario exterior a U, a lo largo de su frontera. Por
otro lado, el lema 1.39 nos permite descomponer (en A;)

W) WH)’ 2

donde Ny, y N, son los normales unitarios a las inmersiones F,, y F,, respec-
tivamente, que supondremos que apuntan hacia abajo. La tdltima desigual-
dad estricta se sigue de que Vw # 0 sobre A.. Sin embargo, como w = 0
en Ag yw > 0en Ug, el campo Vw es un miultiplo negativo demn en A¢. En
consecuencia, si consideramos las funciones

Gu Gv Gu Gv
“m:kKMm_MWO’ﬁm:h<Mw_MWO’

Esta descripcion detallada no asegura que haya un ntimero finito de curvas C pero, si las hu-
biera, tendrfan acumularse cerca de las esquinas de 0 Q). Mds adelante, quitaremos un entorno
de cada esquina de Q lo que nos dird que queda un ntmero finito de curvas C«.

<Gu_GV VW> = W) s WOING =Ny 50, (57)
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y usamos la desigualdad (57), tenemos que x(¢) es negativa y estrictamente
decreciente en un cierto intervalo ¢ € 10, e[, mientras que lim,_,o 3(e) =0
(este limite puede calcularse facilmente sin mds que tener en cuenta que el
integrando de 3(e) estd acotado por la desigualdad de Cauchy-Scwarz y la
longitud B, tiende a cero cuando ¢ — 0). Todo esto conlleva que «(e) +
B(e) < 0 para cierto € pero, en vista de (56), «(e) 4+ f(e) = O para cualquier
¢ y hemos obtenido la contradiccién buscada. O

Como consecuencia directa, obtenemos el siguiente resultado de unicidad
para el caso de curvatura media constante.

Corolario 3.9. Dados H € R y un contorno de Nitsche (Q,T") en una submersion
de Killing m: E — M, existe a lo sumo un grafo de curvatura media H sobre QO
con frontera T

Es ahora el momento de analizar la existencia de grafos minimales con
borde un contorno de Nitsche, para lo que usaremos un teorema general
de existencia de solucién del problema de Plateau dado por Meeks y Yau
en [MY82a] y el siguiente lema.

Lema 3.10. Sea m : [E — M una submersion de Killing y QO C M un abierto cuya
frontera es una curva cerrada diferenciable a trozos cumpliendo que

a) cada componente reqular de 0Q) es una curva con curvatura geodésica no
negativa con respecto al conormal interior a Q, y

b) el dngulo interior en cada vértice de 0Q) es menor o igual que Tt.

Entonces, w1 (Q) C E es una 3-variedad con frontera mean-convexa en el sentido
de [MY82a].

Demostracion. La demostracién se deduce del lema 1.35: dada una compo-
nente regular o de 9Q) con curvatura geodésica kg4 respecto del conormal
interior a Q, el cilindro vertical 7' («) tiene curvatura media %Kg con res-
pecto al normal unitario que apunta al interior de 77— (Q). Para la condicién
sobre los dngulos, es facil darse cuenta de que si &7 y &, son componentes
de 0Q que forman un cierto dngulo menor o igual que 7 en su intersec-
cién, entonces los cilindros verticales 7w ' («;) y 1 (az) forman el mismo
angulo interior y, por tanto, no es superior a 7. O

Diremos que un contorno de Nitsche (Q,T") es admisible si Q satisface las
hipétesis del lema 3.10. Observemos que, como () es simplemente conexo y
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Figura 10: Dos deformaciones (en linea discontinua) de un mismo contorno de Nits-
che (en linea continua). La de la izquerda se queda por encima del con-
torno original mientras que la de la derecha se queda por debajo.

las fibras tienen longitud infinita, se deduce que I' es una curva nulhométo-
paenn'(Q).

Aplicaremos los resultados citados para probar la existencia y unicidad
de soluciones del problema de Plateau sobre contornos admisibles. Un re-
sultado similar en el grupo de Heisenberg Nil; ha sido probado por Alfas,
Dajczer y Rosenberg en [ADRo7], aunque usando técnicas diferentes.

Teorema 3.11. Sea 7w : E — M una submersion de Killing y supongamos que
(Q,T) es un contorno de Nitsche admisible. Entonces, existe una iinica superficie
minimal £ contenida en w1 (Q) con frontera T, y el interior de dicha superficie es
un grafo sobre Q.

Demostracion. La existencia de una tal superficie estd garantizada por los
resultados en [MY82a]. Por tanto, es suficiente probar que cualquier super-
ficie minimal £ C 7t~'(Q) con frontera I es un grafo, y entonces aplicar el
corolario 3.9.

En caso de que el grafo de Nitsche no contenga segmentos verticales (esto
es, la proyecciéon de I' sobre 0Q) sea biyectiva), esta afirmacién es inmedia-
ta por una aplicacién clésica del principio del méximo sobre convenientes
traslaciones verticales de Z. Si éste no fuera el caso, podriamos aplicar una
pequeiia deformacién a las partes verticales de I' de forma que la proyeccién
de 9Q) sea biyectiva y la nueva frontera I'" quede por encima de T.

La tnica solucién L’ al problema de Plateau en 7 1(Q) con frontera I'’
debe quedar por encima de X por el principio del méximo. Ahora bien, po-
demos considerar una sucesiéon decreciente {I'; } de tales deformaciones (es
decir, I, estd por encima de I, 11 para cualquier n € IN) que converja al con-
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torno de Nitsche original I'. Las correspondientes soluciones X, tienden a
una solucién £, para la frontera I' (notemos que los grafos verticales son es-
tables luego sus geometrias estdn uniformemente acotadas (véase [RSTog]),
luego existen argumentos que garantizan la convergencia®). Como todas las
superficies L, estdn por encima de I, también lo estard X, . Ademds, X
es un grafo por ser limite monétono de grafos, y su funcién dngulo v es
menor o igual que cero. Por tanto, aplicando el principio del maximo para
funciones de Jacobi (véase [MPRo0S8, Assertion 2.2]), tenemos que v idénti-
camente cero o bien v, no se anula en ningtn punto interior. La primera
posibilidad no es factible (ya que llevarfa a que X es completamente verti-
cal pero su borde no lo es), luego £ ha de ser un multigrafo en su interior.
Teniendo en cuenta que el borde de X es un contorno de Nitsche, obtene-
mos que X es un grafo en su interior.

Repitiendo los mismos argumentos, es posible deformar la curva I' de
forma que ahora la nueva curva I'" quede debajo de I y se puede construir
un grafo X_ con frontera I' que quede por debajo de £, como limite de una
sucesion de tales deformaciones. Finalmente, el corolario 3.9 nos dice que
L, =2 ,luego I =L, y, en particular, el interior de Z es un grafo. O

El teorema 3.11 nos proporciona la tinica solucién del problema de Plateau
en 7w ' (Q) con frontera I'. Esta superficie debe ser un minimizante del drea
(tal y como afirma el resultado de Meeks y Yau) y, ademas, su topologia es
la de un disco. Otra consecuencia de la unicidad es la siguiente:

Corolario 3.12. Bajo las hipétesis del teorema 3.11, la superficie X es invariante
por todas las isometrias de [E que conserven el contorno de Nitsche (Q,T).

3.4 UNDULOIDES CON EJE HORIZONTAL EN S2 x R v H? x R

En esta seccién, aplicaremos los conocimientos recopilados hasta ahora para
construir una familia uniparamétrica de superficies minimales X, en las
esferas de Berger S3(4H? + ¢, H) resolviendo el problema de Plateau en
un contorno I’y adecuado, donde supondremos siempre que € € {—1,1} y
4H? + € > 0. Una vez hayamos conseguido esto, estudiaremos las superficies
hermanas X} en M2 (e) x R.

6 Ademds, en este caso, al ser la sucesion de grafos decreciente y acotada inferiormente por X,
la superficie limite (puntual) siempre existe.



3.4 UNDULOIDES CON EJE HORIZONTAL EN SZxRyHZxR

hg ﬂ(hz

h

ho

Figura 11: A la izquierda, el poligono T, en la esfera de Berger y, a la derecha, su
proyeccién de Hopf () C S?(4H? + €). El pardmetro A representa el
dngulo indicado en el dibujo.

3.4.1  Construccion de la pieza minimal

Consideremos un pardmetro real A € [0, 5] y definamos de forma explicita
el poligono geodésico I, que tiene cuatro componentes parametrizadas por

ho(t) = \iﬁ(eit,e—“), te[0,3],

hy(t) = (cost, t), te [, %],

h,(t) = (icost,it), te [-F, %] , (58)
v(t) = (elt cos %,eitﬁ> , te[0,5]

Observemos que hp, h1 y hy son geodésicas horizontales que se proyectan
mediante la fibracién de Hopf sobre dos geodésicas de S?(4H? + €) (de
hecho, ht y h, se proyectan sobre la misma geodésica), mientras que v es
una geodésica vertical. Ninguna de las cuatro geodésicas estd parametrizada
por su longitud de arco.

La dependencia de A radica en qué punto elegimos para dividir el circulo
maximo en la proyeccién y colocar sobre él el segmento vertical v (en la
figura 11 queda mads clara esta afirmacién). Notemos ademds que dos curvas
consecutivas del poligono I, siempre forman un dngulo de 7.

Por otro lado, es claro que Iy es un contorno de Nitsche admisible junto
con el cuadrante de esfera Q) que delimita 71(’,) en la proyeccién (véanse la
definicién 3.7 y el lema 3.10). Como () es simplemente conexo pero las fibras
de la proyeccién son compactas, trabajaremos en W, el recubridor universal
riemanniano del toro sélido 7w (Q). Si tomamos la aplicacién recubridora
m W = Q) la aplicacién mom; : W — Q es una submersion de
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Killing?. El teorema 3.11 nos asegura la existencia (y unicidad) de una su-
perficie ) C 7 1(Q) con borde Ty. Ademés, L, tiene la topologia de un
disco y su interior es un grafo sobre Q.

Observacién 3.13. Analicemos rapidamente el grupo G, de isometrias que
nos permite extender la superficie £ para 0 <A < 5. Estd generado por

(z,Ww) — (zcosA+WwWA, zZA —wcosA)  (reflexidn resp. de v),
(z,w) = (W, Z) (reflexién resp. de hy),
(z,w) — (Z,W) (reflexion resp. de hy),
(z,w) = (—zZ,—W) (reflexion resp. de hy).

SiA=006A= 7, el grupo G, es finito luego Z) produce una superficie
compacta por reflexién respecto de su frontera (esta idea fue desarrollada
por Lawson en [Law7o] para la esfera redonda y después generalizada por
Torralbo en [Tori2] para el caso de las métricas de Berger). Si A = 0, se
deduce de la unicidad del problema de Plateau que obtenemos un trozo
del helicoide esférico ®_; (véase la seccién 3.2). Si A = T, se puede probar
facilmente que la superficie compacta engendrada es orientable y tiene gé-
nero cero®, luego no puede ser otra que la esfera minimal en S3 (4H2 + ¢, H),
tnica salvo isometrias del ambiente.

Los siguientes lemas analizan la funcién angulo v, de la superficie Z,, un
andlisis que sera crucial en el estudio de la superficie hermana.
Lema 3.14. Dado A € [0,7t/2],
i) vx(p) = 0 para cierto p € T si, y sélo si, p € v([0, T]).
ii) vy no toma el valor —1 en el interior de L.
Demostracion. Si vj(p) = 0 para algin p € I’y que no sea un punto de la

geodésica vertical, entonces p tiene que estar en una curva horizontal h;
para algtin i € {0,1,2} ya que Z, es un grafo en su interior. Ademads, p no

7 De hecho se puede trabajar en un entorno simplemente conexo de Q para que todo el razona-
miento sea interior y no llegue al borde de la submersién, luego no hay pérdida de generalidad
en trabajar bajo estas hipotesis.

8 En efecto, basta usar el teorema de Gauss-Bonnet para ver que la curvatura total de X, es %;

ahora bien, hacen falta ocho piezas, simétricas de X, para cerrar la superficie. Se obtiene asi

una superficie compacta y orientable de curvatura total 47t y, por tanto, con la topologia de

una esfera.
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puede ser uno de los extremos donde h; y h; se cortan ya que en ellos la
funcién angulo toma el valor —1. Por tanto, en el punto p podemos colocar
el toro de Clifford 7' (mt(hy)), que es tangente a X en p y se queda a un
lado de X, contradiciendo el principio del méximo en la frontera.

Probemos ahora (ii) por reduccién al absurdo, suponiendo que existe un
punto interior p € I, tal que vy (p) = —1. Consideremos el paraguas A cen-
trado en p (véase la definicién 1.25), que es tangente a Z en p. Entonces, la
interseccién AN I, forma un sistema de curvas regulares que se intersectan
trasversalmente en los puntos en que ambas superficies son tangentes (véa-
se el teorema 1.41 y la observacién 1.42). Como el orden de tangencia en p
es al menos uno, habrd al menos dos de estas curvas de interseccién que
se encuentren en p, pero estas curvas no pueden encerrar una regién com-
pacta de X por el principio del maximo luego necesariamente terminan en
I\ = 0Z) (notemos que A es completa). Si probamos que A corta a 0X)
en dos puntos a lo sumo, tendremos la contradiccién buscada. En efecto, es
obvio que A no interseca dos veces la parte vertical de T’ y, si A intersecara
dos veces la parte horizontal, como A esta reglada por geodésicas horizon-
tales partiendo de p, encontrariamos un poligono geodésico horizontal que
se proyecta inyectivamente por la fibracién de Hopf. Esto contradice que la
curvatura del fibrado es no nula (véase la proposicién 1.12). O

Nos centraremos ahora en la dependencia de X, respecto de A. En primer
lugar, observemos que hp no depende de A y que hy y h; estdn contenidos
en geodésicas horizontales que difieren en una traslacién vertical. Por tanto,
trabajando en el recubridor universal W de 7~ '(Q) y dados 0 < Ay <
A2 < G, el principio del maximo aplicado a X, y Z), nos asegura que
no se intersecan salvo en su frontera comtn. En otras palabras, la familia
{Zx : 0 < A < G} esta verticalmente ordenada con respecto al pardmetro A.

Afirmamos que la familia {Z) : 0 < A < T} define una foliacién del abier-
to U C W acotado por la esfera L, ,,, el helicoide esférico £y y un trozo
del toro de Clifford =" (7t(hy) Umt(hy)). Para probar esta afirmacién, basta
comprobar que U = U;\Z % Z, (ya que sabemos que esta unién es disjunta),
asi que probaremos que no existe ningtin py € U que no esté contenido en
algin X,. Si esta situacién ocurriera, como la familia estd ordenada verti-
calmente, podriamos definir Ag tal que X, estuviera a un lado de py para
A > Ap y al otro para A < Ap. No obstante, como las superficies involucra-
das son estables, podemos tomar limites con A ,” Ag y con A N\, Ag. Las
superficies limite son minimales y tienen por frontera a 'y, luego la unici-
dad del problema de Plateau nos dice que pg € I,,, luego tenemos una
contradiccién.
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Por otro lado, fijados Ao € 10, 5[y un punto p en la parte horizontal de I,
existe un entorno? de A tal que si A estd en ese entorno, entonces p estd en
la parte horizontal de I, luego tiene sentido estudiar la funcién A — v, (p)
para A en un intervalo apropiado. En el siguiente enunciado, para poder
tratar ', de forma unificada para A € [0, %], consideraremos las curvas h; y
h;, definidas, por las expresiones dadas en (58), para todo t € R.

Lema 3.15. En la situacién anterior,

i) sip € ho(l0,50)Uhy(10, F1), la funcién A — vy (p) es continua y estricta-
mente creciente;

it) sip € ha(l =%, %0, la funcion A — vx(p) es continua y estrictamente
decreciente.

iii) Si 0 < A < 5, entonces —1 < vx(p) < 0 para cualquier p € ho(10, F[) U
hi (10, 7D uha (=%, 50.

Demostracion. Los apartados (i) y (ii) se deducen de que la familia {X) : 0 <
A < G} estd verticalmente ordenada y folia el abierto U, tal y como hemos
demostrado anteriormente. El apartado (iii) se deduce de los anteriores y
de que el comportamiento de la funcién dngulo en los casos extremos g y
L /2 es bien conocido. Para ser mds preciso,

* sip € ha(l = 7%, 7[), comparamos con L, ,,: dado que vy es estricta-

mente decreciente por el apartado (ii), bA(p) > v, /2(p) > —1;

e sip € ho(J0, 5[) Uhy(]0, F[), comparamos con Ly: como b) es estricta-
mente creciente por el apartado (i), v (p) > vo(p) > —1. O

3.4.2 Propiedades de la superficie conjugada

En esta seccién, consideraremos las superficies hermanas de X, que tienen
curvatura media constante H en 2 x R (con H > 0) y H2 xR (con H > 1/2).
Como hemos dicho anteriormente, las denotaremos por X3, y por h§j, hi, h}
y v* a las correspondientes curvas de la frontera de 3.

Observacion 3.16. La discusion hecha en la seccién 3.1.2 nos dice que I,
puede extenderse mads alld de su frontera a una superficie simplemente co-

9 Dado p € ho(10,5[) Uhy(]10,F[), si p € T\, para cierto Ao, entonces existe ¢ > 0 tal que
p € T para todo A € [0,A¢ + e[; dado p € ha(] — %, %), si p € Ty, para cierto Ao,
entonces existe ¢ > 0 tal que p € T’y paratodo A € ]Ag — ¢, T].
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nexa de forma que I, esté en el interior de la nueva superficie. Entonces,
la correspondencia de Daniel puede aplicarse a la superficie extendida y asi
obtenemos una isometria entre £ y X por restriccion de ésta. Esta propie-
dad asegura que las longitudes de las componentes de la frontera asi como
los dngulos que forman se preservan por la correspondencia.

Por otro lado, del lema 3.2 se sigue que las curvas h}k, j € {0,1,2}, estdin
contenidas en planos verticales P; que la superficie corta ortogonalmente.
En consecuencia, el &ngulo que forman P; y P; es el mismo que forman las
curvas hi y hy que, a su vez, es el que forman h; y h;. En otras palabras, Po
es ortogonal a P1 y Py es ortogonal a P;.

La curva v* estd contenida en un plano horizontal que, a partir de ahora,
supondremos que es M2 (e) x {0} (basta aplicar una traslacién vertical). De
la observacion anterior deducimos que la pieza £ puede extenderse por
reflexion respecto de los planos verticales P; y del plano horizontal M?(e) x
{0} a una superficie completa de curvatura media H en MZ(e) x R. Antes de
proseguir con el caso general, entendamos qué ocurre paraA =0y A = 7.

* Hemos visto que la superficie £/, es un trozo de esfera minimal en
S% (4H2 + ¢, H). Como las esferas son simplemente conexas, podemos
aplicar la correspondencia de Daniel a toda la esfera, de donde 27 ,

ha de ser parte de una esfera de rotacién en MZ(e) x R. Més aun,
como £, /, es un octavo de la esfera minimal, puede verse facilmente
que su hermana es un octante de la esfera de curvatura media H.

* La superficie Zy cumple que vy = —1 sobre hy. Por lo tanto, hj tiene
altura constante y estd contenida en un plano horizontal luego debe
ser una geodésica horizontal de M2 (e) x R. Ademads, %, puede ser
foliada por geodésicas horizontales'®, ortogonales a la curva v. Por lo
tanto, L esta foliada por curvas y¢ cumpliendo:

— Yt conecta el punto h{j(t) a un punto de v*;

— Yt estd contenida en un plano vertical ortogonal a hy y a v¥; y

- las curvas proyectadas 7o vy satisfacen |[(moy¢)’|| = —vg o V.
Como vg o y¢ es independiente de t, todas ellas tienen la misma
longitud.

Por tanto, la curva v*, que esta contenida en un plano horizontal, debe
ser un paralelo respecto de la geodésica 7o hj en M?(e). En particular,
v* tiene curvatura geodésica constante en IM?(e). De la parametriza-
cién de Xy dada en la seccidon 3.2 (véase también el lema 3.14), se

10 Concretamente por las geodésicas t +— (e'® cost, e *9t), 0 € [0,7t/2].
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. fo . e
deduce que dicha curvatura geodésica es igual a kg = 577 y que la al-
tura méxima de esta superficie es la mitad de la de la correspondiente
esfera de revolucion.

Podemos extender la superficie £7 y aplicar el teorema 2.17 para con-
cluir que L es parte de un toro de rotacion si € = 1 o parte de un
cilindro horizontal invariante por traslaciones hiperbélicas si e = —1.

Observacién 3.17. En la demostracién anterior hemos usado un hecho que
merece la pena sefialar. En general, una geodésica horizontal h en una su-
perficie minimal se corresponde con una curva h* en una superficie de cur-
vatura media constante H en M2 (e) x R. Podemos escribir en componentes
h* = (f,7), que estd contenida en un plano vertical que la superficie cor-
ta ortogonalmente. Es facil comprobar que, si h estd parametrizada por la
longitud de arco, entonces [r/(t)]> = 1—v(h*(t))? y ||B’(t)]| = —v(h*(t)),
donde v es la funcién dngulo de la superficie.

Antes de enunciar y probar el resultado general, recordemos que la altura
maéaxima de un H-bigrafo compacto en M?Z(e) x R estd dada por o(e, H,0)
(véase la observacion 2.8). En la situacién actual, denotaremos por comodi-
dad «(e, H) = a(e, H,0) y, por tanto,

4H

- S ie=—
TP arctg (m> sie 1,
ofe, H) = (59)

4H : ,
\/ﬁ arcth (\/m> sie=1.

Notemos que las estimaciones sobre altura y curvatura geodésica de la fron-
tera dadas por el teorema 2.6 también son vélidas en el caso periédico que
estamos tratando (véase la observacion 2.7).

Para enunciar el siguiente resultado, en el que se resume la construccién
previa, llamaremos H-bimultigrafo a una superficie de curvatura media cons-
tante H formada por dos H-multigrafos, simétricos respecto de una seccién
horizontal a la que cortan ortogonalmente.

Teorema 3.18. Dados € € {—1,1} y H > 0 tales que 4H? + € > 0, existe una
familia uniparamétrica de H-bimultigrafos completos en M?(e) x R, invariantes
por un grupo discreto de isometrias de M? () x R que preservan la funcién altura.
Mds precisamente,

i) si € =1, es un grupo discreto de rotaciones y,
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ii) si € =—1, es un grupo discreto de traslaciones hiperbélicas.

Ademds, la altura mdxima de los ejemplos de la familia varia moncétonamente en el
intervalo [%oc(e, H), «(e, H)].

Observacién 3.19. La familia, obtenida por reflexiéon de las piezas 23, esta
parametrizada por A € [0, %]. Es interesante definir ¢ : [0, %] — R, siendo
£(A) la longitud de la curva 7o hj (dependiendo del pardmetro A). Notemos
que, para € = 1, el mencionado grupo discreto de isometrias estd generado
por una rotacién de angulo 2{(A), mientras que para € = —1, estd generado

por una traslacién hiperbélica de longitud 2¢(A) (ver figura 12).

Demostracion. El razonamiento previo nos asegura que podemos extender la
pieza I} a una superficie completa en M?(e) x R de curvatura media H y
es obvio que la superficie extendida es invariante por el grupo de isometrias
dado en la observacioén 3.19, amén de otras reflexiones respecto de los planos
que contienen a las curvas hj.

Fijado 0 < A < 7, seré suficiente comprobar que la altura méaxima se
alcanza en h{(%): observemos que la altura méaxima ha de alcanzarse en
un punto en que v) = —1 y los lemas 3.14 y 3.15 nos dicen que las tnicas
posibilidades son h{(0) y hi(5). Ahora bien, las alturas de hj(0) y hj(5)
estdn dadas, respectivamente, por

/4
w0 == [ V1-m (i) d,

A/2
2 A/2 5
2N = 2= | JRARCYCIIR
—TT

expresiones que se deducen de la observacién 3.17 y del hecho de que hj
y h% no estdn parametrizadas por el arco pero [|(h%)’[|? = |[(h3)/||* = 2,
donde recordemos que k = 4H? + € > 0. Estas cantidades varian de forma
continua respecto de A y, ademads, su diferencia es la diferencia de altura de

los extremos de hy, es decir,

2 /2 5
A)— A= —= T—ox(hj(t))"dt >0,
o W) =t/ 200 = = | A(ng(0)
luego ambos puntos no estdn a la misma altura. Supongamos que A1 < A3
y consideremos la isometria ® en S2(4H? + «,H) que deja invariantes las
geodésicas que contienen a hy y h; y lleva a la geodésica v para A = A4
en la geodésica v para A = A;. Esta isometria es un levantamiento de las
traslaciones en S%(4H? + €) a lo largo del circulo méximo que contiene a
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mohy y moh,. La superficie Z;\] acttla como una barrera en la solucién
del problema de Plateau para %, ,, luego podemos comparar las funciones
dngulo de X} 'y I, a lo largo de su frontera comun. Equivalentemente,
las funciones dngulo de X, y Z,, se pueden comparar via ® (notemos
que @ conserva la funcién angulo). En vista del principio del maximo en la
frontera, obtenemos que —1 < b, < by, o @ < 0y, por tanto,

J1-03, < /1= (03, 0 0)2
A1

en hy(] — %, 54). De aqui deducimos que

A 2 M2, 4
= — — h*(t t
H'TE/Z( 1) \/Eu—T[/Zl t’?q( ]( ))
2 M/2 5
< — 1—v,, (D(h¥(t))) " dt
\/E J—mt/4 \/ )\2( ! )
2 [ V1 (1) *d A
— *(t t= .

Un argumento similar demuestra que po(A;) > po(Az). Finalmente, en

los casos extremos tenemos que po(5) = 0y po(0) = %oc(e,H), luego

1o (A) barre todo el intervalo [0, %oc(e, H)]. De la misma forma, ., /> (A) barre

[%oc(e, H), (e, H)], luego la altura méxima se alcanza en h{(%). O

Estas propiedades nos permiten dar una representacion bastante fidedigna
del poligono 'y, como puede verse en la figura 12 y analizar su dependencia
de A. Es importante observar que no hemos dado informacién alguna sobre
la curva v* salvo el hecho de que estd contenida en un plano horizontal,
luego la representaciéon puede no ser exacta en lo que a ella se refiere.

Las superficies obtenidas en IH? x IR son superficies propiamente inmersas
y, més atn, Alexandrov-embebidas. En el caso de S? x R pueden llegar a
ser compactas y ese es el objeto del siguiente resultado. Concretamente, la
superficie engendrada por la pieza I3 serd compacta cuando £(A) sea un
mdltiplo racional de 7 (véase la observacion 3.19).

Corolario 3.20. Dado H > 0, consideremos «(1,H) definido en (59). Entonces, la
familia de H-bimultigrafos en S? x R da lugar a muchos ejemplos compactos cuyas
alturas mdximas son densas en [% o(1,H), (1, H)].

Demostracién. La funcién £ : [0,5] — R definida en la observacién 3.19
es continua y estrictamente decreciente respecto de A, segtin la monotonia
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esfera

cilindro

Figura 12: A la izquierda, una representacién del poligono I'y, donde las curvas pun-
teadas representan geodésicas en M?(e) x R, y, a la derecha, un esquema
de los perfiles de las proyecciones de I3 sobre el plano vertical que con-
tiene a h§j para distintos valores de A.

probada en el lema 3.15. Como la superficie completada de £} es compacta
si, y s6lo si, £(A) es un multiplo racional de 7, el corolario estd probado. O

De hecho, un analisis mds profundo de los argumentos de la demostracién
del corolario muestra que, para H > 1/2, es posible elegir el pardmetro A de
forma que la superficie compacta resultante cierre a la primera vuelta. Mas
explicitamente, fijado H > %, existen valores de A tales que {(A) = ¥ para
algtn entero k > 2.

Observacién 3.21. En principio, no sabemos si las superficies construidas
son o no embebidas, lo que equivale a probar que el poligono I'y se pro-
yecte de forma biyectiva por 7, por una aplicacién clésica del principio del
maximo. Conjeturamos la pieza 2} es embebida para todo valor de A y que
la superficie extendida es un bigrafo propiamente embebido en el caso de
H? x R. En el caso de $? x IR, conjeturamos que, siempre que H > 1/2, po-
demos elegir 0 < A < T para obtener una superficie compacta y embebida.

3.5 SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA 1/2 EN H? x R CON LAS SI-
METRIAS DE UNA TESELACION REGULAR

Esta tltima seccién estd dedicada a aplicar un proceso similar al de la sec-
cién anterior para construir superficies de curvatura media constante 1/2 en
H? x R que tengan las simetrias de una teselacién de H? = H? x {0} por
poligonos regulares. Vamos a introducir cierta notacién que nos permitird
estudiar mas comodamente el problema.
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Dado m € N, entenderemos por m-dgono regular a cualquier regién com-
pacta de H? delimitada por una curva poligonal formada por m segmentos
geodésicos de iguales longitudes formando dngulos iguales en cada vértice.
Por extensién, llamaremos también m-dgono a su frontera que, obviamente,
determina al poligono. A continuacién, caracterizamos la existencia de unas
teselaciones muy simétricas por m-agonos regulares.

Lema 3.22. Dados m, k € N, existe una teselacién de H? por m-dgonos requlares
de forma que en cada vértice coinciden k de ellos si, y sélo si,

1 +1 - 1
m k2
Ademds, dicha teselacion es inica salvo isometrias de H? y diremos que es una

(m, k)-teselacion.

El lema se demuestra facilmente usando geometria hiperbdlica. Para dar
una idea del significado de la desigualdad del enunciado, supongamos que
tenemos una (m, k)-teselacién de M2 (¢) para € € {—1,0,1} y apliquemos el
teorema de Gauss-Bonnet a uno de los m-dgonos, llamémoslo P, que tiene
m vértices con dngulos interiores iguales a ZT” y cuyos lados son geodésicas.
Como la curvatura del interior del poligono es constante €, tenemos que

e-Area(P) = 2nx(P) —m (nm—2%) =2mm (L + 1+ — 1).

Aqui se ha usado que x(P), la caracteristica de Euler del poligono, es igual
a 1. En el caso € = —1, llegamos a la desigualdad del lema; no obstante, si
€ =0 (el caso de R?) 6 € =1 (el caso de $2), tenemos otras condiciones que
son las naturales para obtener teselaciones de R? y S?, respectivamente.

Volviendo a nuestra construccién, observemos que cada poligono en una
(m, k)-teselaciéon puede ser descompuesto en 2m tridngulos cuyos dngulos
son ¥, 5y I Por lo tanto, construiremos una pieza de curvatura media
1/2 en el producto de uno de dichos tridngulos y la recta real que corte
ortogonalmente a los planos verticales que pasan por los lados del tridngulo
y al plano horizontal H? x {0} (véase la figura 13). Bastar4 elegir un poligono

geodésico apropiado en Nilz = E(0, %) y usar la construccién conjugada.
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Figura 13: A la izquierda, una (m, k)-teselacion de H? param =5y k = 4; a la
izquerda, la pieza fundamental de curvatura media 1/2 que encaja en el
tridngulo sombreado.

Concretamente, dados £ > 0y 0 < « < %, consideremos el poligono

geodésico en R® dado por

ho(t) = (¢, tlcot x, %t@z cota), te[0,1],
hi(t) = (t,0,0), te[0,1],
hy(t) = (t¢, tl cot , %62 cota), tel0,1],

v(t) = (0,0, 1 6% cot ), telo1].

Este poligono no es otra cosa que el levantamiento horizontal a Nil3 de un
tridangulo rectdngulo euclideo en R? cuyos dngulos son F, x y 5 — «, donde
el segmento vertical v se ha colocado en el vértice con dngulo 5 — o y {
es la longitud del cateto sobre el que se proyecta hy, es decir, el opuesto
al angulo o. La frontera del poligono estd contenida en la frontera de un
sOlido mean-convexo, a saber, el delimitado por los tres planos verticales de

Nil3 que contienen los lados del tridngulo, que son minimales.

Siguiendo las ideas desarrolladas en la seccién 3.3, como el poligono de-
finido anteriormente es un contorno de Nitsche junto con el dominio dado
por el tridngulo, el problema de Plateau tiene una tnica solucién, que es un
cuadrildtero minimal con borde este contorno y cuyo interior es un grafo
sobre el mencionado tridngulo rectdngulo de R?. El angulo formado por hg
y hy esigual a @ mientras que los tres dngulos restantes del cuadrilatero son
rectos. Si aplicamos la correspondencia de Daniel, este cuadrilatero en Nil3
da lugar a una superficie de curvatura media 1/2 en H? x R para la que las
correspondientes curvas h;“ ,conj €{0,1,2}, caen en planos verticales V; de
tal suerte que Vy y V> se cortan en un dngulo « y Vj y V7 son ortogonales.

No obstante, nos gustaria que los planos Vj, Vi y V, se ajustaran al trian-
gulo que proviene de la (m, k)-teselacién de H?2 (el tridngulo sombreado en
la figura 13) para lo que elegimos « = %. El tltimo paso consistird en pro-
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bar que la longitud de la curva proyectada 7o hjj en H? es arbitrariamente
grande cuando variamos el pardmetro { > 0. Notemos que dicha longitud
no es mas que la integral de la funcién dngulo de £* a lo largo de hj y la
funcién dngulo se conserva por la correspondencia. La demostracién es un
claro ejemplo del uso de superficies barrera para estudiar propiedades que
de otra forma no se saben controlar.

Lema 3.23. En la construccion anterior, la longitud del segmento moh} en H?2
diverge cuando { — oo (para o €10, 7/2] fijo).

Demostracion. Consideremos el grafo entero minimal P C Nil3 de ecuacién
z= %(ZK —xJy y el paraguas Q C Nil3 centrado en la interseccién de hg y
h,. Es inmediato comprobar que P contiene a las geodésicas hy y hy y es
horizontal a lo largo de hp, mientras que Q contiene a las geodésicas hy y
h;. Una aplicacién directa del principio del méximo respecto a trasladados
verticales de P y Q nos asegura que L queda por encima de P y por debajo
de Q. Como la funcién angulo de £ cumple que vy > —1 en el interior
de hp, el hecho de que £ quede en una regién acotada por P y Q, junto
con el hecho de que vp = —1 en hy, nos permite obtener la comparacion
—1 < vy <vg <0alolargo de hy. Para ver que la longitud del enunciado
diverge cuando { — oo, bastard comprobar que la integral de la funcién
angulo de un paraguas a lo largo de una geodésica horizontal diverge.

Podemos suponer sin perder generalidad que se trata del paraguasz=0e
integramos a lo largo de la curva o(t) = (t,0,0). Como « estd parametrizada

por la longitud de arco y v(x(t)) = —(1+ %tz)*”z, tenemos que
T
J 0= —J' L = —2arcsenh(%) TIEO . O
x([0,7])

0 /1+ 12

Como la longitud de 7o hjj en H? es una funcién continua de ¢, deducimos
que puede tomar cualquier valor positivo. Esto nos asegura que, ajustando
el parametro {, podemos conseguir que el poligono se cifia al tridngulo de
la teselacion. Hemos probado asi el siguiente resultado.

Teorema 3.24. Dados m,k € IN en las condiciones del lema 3.22 y una (m,k)-
teselacion de TH2 x {0}, existe un 1 /2-bimultigrafo en H? x R de altura acotada e
invariante por cualquier isometria de H? x R que conserve la teselacion.
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Observacion 3.25. Como en el caso del teorema 3.18, no sabemos si las su-
perficies construidas son embebidas pero conjeturamos que son 1/2-bigrafos
propiamente embebidos.

Para terminar, aplicaremos este resultado para dar ejemplos de superficies
de curvatura media 1/2 en algunos cocientes del plano hiperbélico. Consi-
deremos un 2m-dgono regular (con m > 2) en el plano hiperbélico y supon-
gamos que, al hacer ciertas identificaciones sobre sus lados obtenemos una
superficie compacta de forma que existe un entero positivo k > 3 de forma
que los vértices del poligono original estdn identificados en subconjuntos
de k elementos. A una identificacion de este tipo la llamaremos identificacién
reqular. Una tal identificacion puede hacerse en una (2m, k)-teselacion del
plano hiperbélico (en el sentido del lema 3.22, observemos que ﬁ + % < %).

Esto demuestra que, sobre el cociente por una identificacién regular, pode-
mos inducir una métrica de curvatura constante —1, cuyo recubridor univer-
sal riemanniano es, obviamente, el plano hiperbdlico (véase [Thugy, Section
1.3] para una descripcién mds detallada de esta construccién). La férmula
de Gauss-Bonnet implica que las superficies resultantes tienen caracteristi-
ca de Euler negativa. Ilustremos esta situacién con algunos ejemplos que
muestran que asi barremos todas las topologfas con esta propiedad™":

* Dado g > 2, definamos un patrén de pegado sobre un 4g-dgono como
aj by a]’1b1’]azb2az’1b£1 ---agbgag]b?.

Todos los vértices se identifican entre si lo que lleva a una (4g,4g)-
teselacion. La superficie obtenida es orientable y tiene género g, que
tiene caracteristica de Euler x = 2 — 2g.

e Para g > 3, consideremos ahora el patrén sobre un 2g-dgono dado por
ajajazaz---agagqg.

Otra vez estan todos los vértices identificados entre si, luego el patrén
da lugar a una (2g,2g)-teselaciéon. El cociente es una superficie no
orientable de género g, que tiene caracteristica de Euler x =2 —g.

Observacién 3.26. Las condiciones sobre g no son més que las restricciones
geométricas para que una superficie de género g tenga caracteristica de Eu-
ler negativa. Por otro lado, notemos que barremos todas las topologfas en

11 Las topologias de superficies compactas que no se realizan de esta forma son las de caracte-
ristica de Euler x no-negativa, a saber: la esfera (x = 2), el plano proyectivo (x = 1), el toro
(x = 0) y la botella de Klein (x = 0).
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estas condiciones, aunque no es cierto que esta construccién recorra todas
las superficies riemannianas compactas con curvatura de Gauss —1. Méas ex-
plicitamente, se podrian hacer otras identificaciones no tan regulares sobre
una (m, k)-teselacién o incluso identificaciones poligonos no regulares y que
darian lugar a superficies no isométricas a las arriba propuestas.

Supongamos ahora que tenemos una (2m, k)-teselacién y una identifica-
cién regular sobre ella. Aplicando el teorema de Gauss-Bonnet a un poli-
gono regular de 2m lados P, ) en H? con angulos interiores iguales a

2%, obtenemos que

2
J K]szzﬂ<1+;“—m>.
Pmx)

Deducimos que si una superficie compacta M se obtiene de P, i) median-
te una identificacién de algunos de sus lados, entonces tiene caracteristica
— 2
de Euler x(M) =14 2 —m.
*

Consideremos ahora la superficie 21, | dada en estas condiciones por el
teorema 3.24. Como toda simetria de la teselacién es también una simetria
de la superficie, su frontera puede ser identificada de la misma forma que la
frontera de P, ) cuando se construye M y esto da lugar a una superficie
de curvatura media 1/2 en el espacio cociente M x R. Ahora bien, vamos a
calcular la caracteristica de Euler de la superficie cociente iTZm,k) en M x R.
Como quiera que ésta consiste en 8m piezas, cada una de las cuales proviene
de la pieza X construida en Nilz, que satisface fz Ky = nt/k — 1/2 (notemos
que X es un cuadrildtero de dngulos n/2, /2, /2 y m/k), obtenemos que

2m
Keo  =dn(22 —m),
L_* =amK) n( k m)

(2mk)

de donde X(i?Zm,k)) =2 (27“1 —m).

Finalmente, observemos que el patrén de identificacién en M induce otro
patrén en Z?Zm,k) , que puede ser interpretado como otro poligono cuyos

lados se han identificado a pares y es facil darse cuenta de que i?Zm,k)
es orientable si, y s6lo si, M es orientable. Para superficies orientables, el
género y la caracteristica de Euler satisfacen la relacién x = 2(1—g), como se
ha apuntado anteriormente, mientras que en el caso no orientable la relacién
es X = 2—¢. Con esta informacién, la demostracién del siguiente resultado
es un célculo directo.



3.5 SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA 1/2 EN H? x R

Corolario 3.27. Sea M una supetficie riemanniana compacta con caracteristica de
Euler negativa y curvatura constante —1, que puede ser realizada mediante una
identificacién regular. Entonces, la construccion anterior induce un 1/2-bimulti-
grafo £* compacto en M x R cumpliendo que

i) £* es orientable si, y s6lo si, M es orientable y,

ii) si M tiene género g, entonces L* tiene género 2g.
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Como se ha puesto de manifiesto en los capitulos precedentes, en la teo-
ria de superficies de curvatura media constante en espacios homogéneos,
aquéllas que son multigrafos constituyen una clase importante de ejemplos.
Recordemos que un multigrafo es una superficie transversa al campo de
Killing vertical, esto es, su funcién dngulo tiene signo. En particular, todo
multigrafo es estable segiin un resultado de Fischer-Colbrie (véase el Le-
ma 5.2). No obstante, surge de forma frecuente la necesidad de saber si un
multigrafo es embebido o, mas atn, si es un grafo. El objetivo de este capitu-
lo es estudiar esta cuestion bajo la hipétesis adicional de que el multigrafo
sea completo. Concretamente, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sea ¥ un multigrafo vertical completo de curvatura media constante
H en E(k, T). Entonces, estamos en alguna de las siguentes dos situaciones:

a) E(k,7t) =52 xR y X es una seccién horizontal, o bien
b) 4H? +k < 0y I es un grafo vertical.

Ademds, si 4H? 4 k = 0, entonces L es un grafo vertical entero.

Hauswirth, Rosenberg y Spruck demostraron un teorema de tipo semies-
pacio® para superficies propiamente embebidas de curvatura media % en
H? x R y obtuvieron como consecuencia que un multigrafo completo de
curvatura media 7 en H? x R debe ser un grafo entero (véase [HRS1o0,
Theorem 1.2]). Mds tarde y mediante otro teorema de tipo semiespacio
para superficies minimales propiamente inmersas en Nilz, Daniel y Haus-
wirth [DHog, Theorem 3.1] demostraron el correspondiente resultado en
este espacio. Finalmente, usando este teorema de Daniel y Hauswirth, el teo-
rema de clasificacién de Ferndndez y Mira en [FMog] y la correspondencia
de Daniel [Dano7], se pueden extender estos resultados al caso de multigra-
fos completos en E(k,T) con curvatura media H cumpliendo 4H?2 +k =0,

En general, un teorema de tipo semiespacio es un resultado de clasificacién de superficies que
estén contenidas en una de las componentes del complementario de cierta superficie completa
que separe la variedad ambiente.
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concluyendo el resultado enunciado en la tltima frase del teorema 4.1 (véa-
se [DHMog, Corollary 4.6.3] para una referencia completa).

La condicién 4H? 4k = 0 en el teorema 4.1 no es necesaria para obte-
ner grafos enteros de curvatura media H en E(k, T). Por ejemplo, aparte de
las secciones horizontales en H? x R, dada una funcién continua sobre la
frontera ideal d,,JH? de TH? con valores reales, Nelli y Rosenberg [NRo2] ob-
tuvieron grafos minimales enteros en IH? x IR con valores asint6ticos dados
por esa funcién.

Por otro lado, existen muchos ejemplos de grafos completos de curvatu-
ra media H en [E(k,T) que no son enteros para 4H? 4 k < 0. Por destacar
algunos, Sa Earp [SaEo8] y Abresch dieron un ejemplo explicito de grafo
minimal completo en H? x R definido en una de las componentes del com-
plementario de una geodésica de H? con valor +oo sobre la geodésica y cero
sobre la parte correspondiente de dJH?. Collin y Rosenberg [CR10] cons-
truyeron grafos minimales sobre dominios simplemente conexos bordeados
por ciertas geodésicas completas (donde el grafo toma valores infinitos) y
arcos de 3,,JH? (donde se prescribe el limite). Melo [Mel11] dio ejemplos
similares a los de Collin y Rosenberg en §12(R), y Folha y Melo [FoM1o0]
dieron ejemplos de grafos completos en H2 x R con curvatura media cons-
tante 0 < H < % sobre un dominio bordeado por un ntimero par de curvas
de curvatura geodésica 2H y —2H alternadamente.

41 EL caso4H?2 4+« >0

Sea X un multigrafo completo de curvatura media constante H en E(k, T) y
supongamos que 4H? + k > 0. Como acabamos de comentar, el caso 4H? +
k = O estd resuelto por otros métodos y, por tanto, consideraremos sélo el
caso 4H? 4 k > 0y veremos que X es una seccion horizontal en $?(k) x R.

El siguiente lema caracteriza la estabilidad de los cilindros verticales y, co-
mo no supone un esfuerzo adicional, lo enunciaremos para submersiones
de Killing arbitrarias (véase la seccién 1.5.1). En el capitulo 5 pueden con-
sultarse algunas nociones bdsicas de estabilidad para superficies inmersas
en cualquier 3-variedad. Aqui simplemente usaremos la expresién del ope-
rador de estabilidad dada en el corolario 1.34.

Lema 4.2. Sea m : E — M una submersion de Killing. Dada una curva o en M
con curvatura geodésica constante kg, consideremos el cilindro Co = ().

a) Si Ky + Ké < 0alo largo de «, entonces C es estable.



4.1 EL caso A4H2 + k> 0

2

b) Si existe a > 0 tal que Ky + kg

estable.

> a a lo largo de o, entonces Cy no es

Demostracion. En vista del corolario 1.34 y del lema 1.35, el operador de
estabilidad de Cy es L = A+ g con ¢ = k% + K.

Si g < 0, entonces podemos comparar L con el operador laplaciano y se
cumple que, para el problema de Dirichlet con valores cero en la frontera,
L tiene primer valor propio A1(Q) > A%(Q) para cualquier dominio rela-
tivamente compacto Q C Cq, siendo A2 (Q) el correspondiente valor pro-
pio para el problema de Dirichlet respecto del laplaciano. Como la métrica
inducida en C4 es llana (véase el lema 1.35), tenemos que info A1(Q) >
info ?\]A(Q) =0, de donde C es estable.

Si g > aalolargo de o, comparando ahora con el operador A + a tenemos
que A\ (Q) < )\?(Q) — a para cualquier dominio relativamente compacto
Q C Cy. Como inf 7\1A(O_) =0, concluimos A1 (Q) < 0 para algin Q C Cy
relativamente compacto, de donde C« no es estable. O

Observacion 4.3. El corolario anterior nos dice que todos los cilindros ver-
ticales de curvatura media constante en [E son inestables cuando Ky > a
para cierto a > 0y, si Kpq = 0, los tinicos cilindros de curvatura media
constante que son estables son los construidos sobre geodésicas, que son
minimales.

Proposicién 4.4. Si 4H? + k > 0, entonces no existen multigrafos completos de
curvatura media constante H en E(«, T) salvo las planos horizontales en 82(k) xR,
que son grafos enteros.

Demostracion. Supongamos que L es un multigrafo en tales condiciones y
denotemos por N a un normal unitario a X para el que la funcién angulo
v es negativa. Si existe una constante ¢ < 0 tal que v < c en Z, entonces la
proyeccién vertical 7t se restringe a £ como un diffeomorfismo local y pro-
pio, luego es una proyecciéon recubridora sobre la superficie simplemente
conexa IM? (k). Esto demuestra que I es un grafo vertical entero, es decir,
es una seccién global del fibrado. En particular, [E(k, T) no es una esfera de
Berger (la fibracién de Hopf no admite secciones globales, aunque también
puede deducirse de [MPRo8, Corollary 9.6]) y podemos considerar una esfe-
ra Sy C E(k, 1) de curvatura media constante H (que existe por la condicién
4H? + k > 0, véase la observacién 4.5 mas abajo). Ademads, las fibras verti-
cales tienen longitud infinita, luego podemos trasladar verticalmente (hacia
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arriba o hacia abajo) la superficie Sy hasta que no corte a . Si comenzamos
a moverla verticalmente hasta que toque en un primer instante a Z, enton-
ces o bien al trasladarla desde abajo o bien al hacerlo desde arriba, podemos
suponer que en el punto de contacto los vectores normales a ambas superfi-
cies coinciden. El principio del méximo para superficies de curvatura media
constante nos dice que X es una trasladada vertical de Sy, lo cual sé6lo es po-
sible para H =0 en 82(k) x R, donde las esferas minimales son las secciones
horizontales.

Supongamos entonces que existe una sucesiéon de puntos {pn}n en I tal
que lim{v(pn )} = 0. En este caso, llegaremos a una contradiccién y el enun-
ciado estard probado. En efecto, para cada n € IN, consideremos una isome-
tria ¢, de E(k, T) que lleve el punto pn a un punto prefijado po y la super-
ficie Zn = ¢n(X). Entonces, {X} es una sucesion de superficies completas,
estables y de la misma curvatura media constante H que tiene a py como
punto de acumulacién. Como las superficies X, tienen segundas formas
fundamentales uniformemente acotadas (lo que se deduce de las estima-
ciones de curvatura para superficies estables de curvatura media constante,
véase Schoen [Sch83]), los argumentos estdndar de convergencia de super-
ficies de curvatura media constante aseguran que, después de pasar a una
parcial que denotaremos igualmente por {X, }n, existen entornos U, de pg
en X, convergiendo uniformemente en la topologia C™ sobre compactos,
para todo m € IN, a una superficie £, no necesariamente completa, de
curvatura media constante H que contiene a py. Ademads, como la conver-
gencia es suficientemente regular, la funcién angulo v, de Lo, cumple que
boo < 0¥ 0s(po) = 0. Aplicando el principio del médximo para funciones
de Jacobi (véase, por ejemplo, [MPR08, Assertion 2.2]) a by, concluimos que
Voo es idénticamente cero en X, luego L, estd contenida en un cilindro
vertical C para cierta curva completa o« C M? (k) con curvatura geodésica
constante 2H.

Como las superficies X, son completas y sin frontera y tienen segundas
formas fundamentales uniformente acotadas, un argumento de prolonga-
cién analitica asegura que la superficie limite maximal que contiene a ., es
el cilindro completo C«. En particular, C ha de ser estable lo cual contra-
dice el lema 4.2 ya que Kpm + Ké = k+4H?, que es una constante positiva,
y hemos terminado la demostracién. O

Observacién 4.5. En la demostracién anterior, hemos usado la existencia
de esferas Sy de curvatura media constante H en E(k, T) para 4H? +k > 0.
En los espacios producto M? (k) x R, dichas esferas son superficies de revo-
lucién (véase Hsiang y Hsiang [HHS89], Pedrosa y Ritoré [PRg9], y Abresch
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y Rosenberg [ARo4]). Ahora bien, a partir de éstas, la correspondencia de
Daniel nos da la existencia en todos los espacios [E(k, T) para 4H? +k > 0
(véase [DHMog, Theorem 2.5.3] para un argumento completo). Ademads, Sy
es embebida en todos los espacios salvo en las esferas de Berger para ciertos
valores de la curvatura media (véase Torralbo [Tor1oa]). El argumento del
principio del maximo en la demostracién anterior hubiera fallado en este
caso debido a que, en general, pueden no existir esferas que no intersequen
al grafo entero.

42 ELcaso4H? +k <0

En lo que sigue, supondremos que X es un multigrafo completo de curva-
tura media constante H en E(k,T) con 4HZ + k < 0. Nuestro objetivo serd
probar que X es, de hecho, un grafo.

Observemos que la condicién 4H? + k < 0 implica que k < 0, luego E(k, 1)
admite una estructura de submersién de Killing sobre H? (). Sin perder ge-
neralidad (podemos aplicar una conveniente homotecia), supondremos en
lo sucesivo que k = —1, lo que simplificard un poco la notacién. Concreta-
mente, en vista de la seccién 1.2.2, consideraremos el modelo sobre ID(2) x R
con la métrica

ds? = A2(dx? + dy?) + (dz + TA(ydx — xdy))?,

siendo el factor conforme A(x,y) = (1— %(xz + y2)>71.

Por tanto, identificando H? con (ID(2),A?(dx? + dy?)), la submersién de
Killing no es més que la proyeccién 7t : E(—1, 1) — H? dada por n(x,y,z) =
(x,y). Asi, tomando la seccién global (x,y) — (x,y,0), el grafo de una fun-
cibn u: Q C D(2) - R es la aplicaciéon F, : Q — ID(2) x R, dada por
Fulx,y) = (x,y,u(x,y)). Ademas, el grupo uniparamétrico de traslaciones
verticales {¢+}teRr estd dado por d¢(x,y,z) = (x,y,z + t), para cualesquiera
(x,y,z) e D(2) xRy teR.

Dado xo € H? y R > 0, denotaremos por B(xo,R) a la bola métrica de
centro x¢ y radio R en H?2. Si po € Z, entonces denotaremos por Bsx(po,R)
a la bola métrica intrinseca en Z de centro po y radio R.

Observacién 4.6. En la figura 14 podemos observar cémo son las curvas
de curvatura geodésica constante kg € R para distintos valores de ésta.
De aqui se deduce como son los cilindros verticales sobre las mismas, que
tienen curvatura media constante H = %Kg. La diferencia fundamental entre
el caso 4H? —1 < 0 y el caso 4H? —1 > 0 es que las curvas en H? que
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Figura 14: Curvas de curvatura geodésica constante k4 en H? en el modelo del disco
de Poincaré. Todas son rectas o arcos de circunferencia euclideos: para
[kgl > 1, son compactas e interiores al disco; para |[kg| = 1, son tangentes
al borde del disco; para [kg| < 1 son transversas a dicho borde.

generan el cilindro vertical de curvatura media H tienen longitud infinita en
el primero y finita en el segundo.

4.2.1  Comportamiento asintético

Dado nuestro multigrafo completo Z, supongamos que xo € H? y R > 0 son
tales que existe una aplicaciéon u € C*®(B(x¢,R)) tal que Fy(B(xo,R)) C %,
esto es, L es el grafo de u en esta bola geodésica. En algunas ocasiones,
abusaremos de la notaciéon llamando F,, al grafo de u, aunque F,, no es
mds que una parametrizacién del mismo. Los siguientes lemas son una ge-
neralizacién de las ideas desarrolladas por Hauswirth, Rosenberg y Spruck
en [HRS10] (alli se trata el caso H = % y T = 0 mientras que nosotros lo
enunciamos para 0 < H < % y T arbitrario).

En lo que sigue supondremos que la funcién dngulo v = (N, &) es negativa
por coherencia con las secciones anteriores.

Lema 4.7. Supongamos que & € 0B(xo,R) es tal que u no puede extenderse a
ningiin entorno de & como grafo de curvatura media constante. Dada una sucesion
{xn} C B(xo, R) convergiendo a X, denotemos pn, = Fy (xn). Entonces:

i) Existe el limite lim{v(pn )} y vale 0.

ii) Existe una curva completa T' C H? de curvatura geodésica constante 2H 6
—2H, tangente a 0B(xo, R) en %, tal que la sucesion de supertficies traslada-
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das? {&_, (x,,) (L)} converge uniformemente sobre compactos en la topologia
C™ para todo m € IN al cilindro vertical Cr.

iii) Existe el limite radial® de w en X y vale 400 6 —oo.

Demostracion. La estabilidad y la completitud de £ nos aseguran que existe
un radio uniforme & > 0 tal que, para cada p € Z, la superficie se expresa
localmente como grafo sobre el disco B(0,8) C T,Z en coordenadas expo-
nenciales. Esto implica que lim{v(pn )} = 0 pues, en caso contrario, existirfan
a < 0y una sucesién parcial de {pn}, que seguimos denotando por {pn}, ta-
les que lim{v(pn )} = a. Es obvio que esto implicaria que u se pueda extender
a un entorno de %, en contra de la hipétesis.

Ahora bien, la estabilidad nos proporciona estimaciones de la geometria
del grafo que nos permiten desarrollar un argumento similar al de la demos-
tracién de la proposicién 4.4. Concretamente, para cada n € IN, podemos
considerar la superficie trasladada verticalmente £, = ¢_,,(«,,)(Z), donde
los puntos ¢_,(x,,)(Pn) € In convergen en ID(2) x {0} a Fo(%). Esto nos dice
que {X,} tiene a p = Fp(X) como punto de acumulacién y, en consecuencia,
para cada n € IN, existird un entorno U, de pn, en Z, de forma que las
superficies ¢_, (x,)(Un) C Iy convergen (uniformemente sobre compactos
en la topologia C™ para todo m > 0) a una superficie U en E(—1,T), que
contiene a p. En particular, U tiene curvatura media constante H, es estable y
su funcion dngulo b, satisface v, < 0 ya que las superficies U, tienen fun-
ciones dngulo negativas. El principio del méximo para funciones de Jacobi
(véase [MPRo8, Assertion 2.2]), nos asegura que by, se anula idénticamente
o bien no tiene ceros. Como lim{v(pn )} = 0 y las funciones dngulo de una
superficie y su trasladada vertical son iguales, deducimos que v (p) = O.
Por tanto, b, = 0 en U y U ha de ser un trozo del cilindro vertical Cr sobre
una curva completa I' C H? de curvatura geodésica constante 2H 6 —2H.

Al igual que en la demostracién de la proposicién 4.4, como las superficies
I, son completas y sin frontera y tienen segundas formas fundamentales
uniformente acotadas, un argumento de prolongancién analitica asegura
que la superficie limite maximal que contiene a U es el cilindro completo Cr,
esto es, pasando a una parcial si es necesario, las superficies ¥,, convergen
uniformemente sobre compactos a Cr.

Resta por probar que I' es tangente a 0B(xp, Ro) en X y que para la conver-
gencia no es necesario pasar a sucesiones parciales. Para ello, observemos

2 Los términos de esta sucesion no son otra cosa que las superficies que surgen al trasladar
verticalmente X para que los puntos p caigan sobre ID(2) x {0}.

3 En otras palabras, existe el limite de w en X a lo largo de cualquier curva regular que corte de
forma transversa a 0B (xp, R) en X.
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que, para cualquier parcial de {pn}, el plano tangente Ty, (p,
verge a Tp Cr como consecuencia de la condicion lim{v(pn )} = 0y de que el
radio para el que el X~ es grafo sobre el plano tangente es uniforme (si hubie-
ra una parcial convergiendo a otro plano tangente, podriamos extender el
grafo a %, donde la funcién dngulo tendria que anularse). Esto también prue-
ba que T, Cr es tangente a 7 1(0B(xo,Rp)), de donde I ha de ser tangente

a 0B(xg,Rp) en %.

)Zn con-

Finalmente, para demostrar (iii), serd suficiente probar que existe el li-
mite de u en % a lo largo de cualquier geodésica en B(xo,R) que corte a
0B(xo,R) de forma transversa. Si y : [a,b] — B(xo,R) es una tal geodésica
con y(b) = R, entonces afirmamos que la funcién p(t) = u(y(t)) es mo-
nétona para t en un entorno de b. En efecto, si éste no fuera el caso, los
puntos en que p’(t) = 0 se acumularian en b y estd claro que los planos
tangentes en los puntos Fy, (y(t)) para los que p/(t) = 0 no pueden conver-
ger, previa traslacién vertical, al plano tangente a 9B (xo,R) x R en Fy (&),
contradiciendo la demostracién de los apartados anteriores. Como p(t) es
monotona en un entorno de b, bastard descartar que tenga un limite finito
para terminar, pero esto es consecuencia de que si lo tuviera, entonces la
curva t — Fy(y(t) C I tendria longitud finita y u se podria extender a %
a través de vy, donde su funcién dngulo habria de anularse y esto nos da la
contradiccién buscada. O

Dada una curva completa I' C H? de curvatura geodésica constante 2H 6
—2H, observemos que la condicién 4H? —1 < 0 nos dice que I" no es com-
pacta. Dado & > 0, denotaremos por N;(I') al entorno métrico abierto de I’
en H? de radio §, que es una franja de H? delimitada por dos curvas de
curvatura geodésica constante (dos curvas que equidistan de I'). Asimismo,
dado x € H? \ T, denotaremos Ng(T',x) = Ns(I') N U, siendo U la compo-
nente conexa de H? \. T' que contiene a x. Por coherencia, denotaremos por
Noo (T, %) al propio dominio U. El siguiente resultado se sigue de la demos-
tracién de [HRS10, Theorem 1.2] y no incluiremos la demostracién.

Lema 4.8. En las condiciones del lema 4.7, supongamos X € 9B(x¢, R) es tal que u
no puede extenderse a ningiin entorno de X como grafo de curvatura media constan-
te. Entonces, existe una curva completa I' C H?Z de curvatura geodésica 2H 6 —2H,
tangente a 9B (xo, R) en %, y existe & > O tales que u se extiende dando lugar a un
grafo de curvatura media constante en B(xo, R) U Ns (T, xo) con valores frontera
+o0 6 —oo alo largo de T.
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Observacion 4.9. A lo largo de esta seccién (y también de la siguiente)
tendremos la dicotomia entre curvatura geodésica 2H y —2H de una curva
completa I' C H?2, asf como entre el valor limite +00 6 —c0 a lo largo de I’
de un grafo definido sobre un dominio de la forma N (T, xp). Aunque los
razonamientos no van a depender de los signos que se tomen, merece la
pena hacer hincapié en que hay una relacién entre ellos.

Concretamente, en la demostracién del lema 4.7, hemos probado que la
sucesién de grafos trasladados verticalmente converge al cilindro Cr tan-
gente en el borde de B(x(, R). Como quiera que estamos tomando el vector
normal que apunta hacia abajo sobre X, un andlisis de los normalesa 'y a
Cr nos permite concluir que si u tiende a 400 (resp. —oo) a lo largo de T, la
curvatura geodésica de I serd 2H (resp. —2H) respecto al conormal exterior a
N5 (T, x0) alo largo de T

Este hecho ha sido probado para superficies minimales en H? x R por
Nelli y Rosenberg [NRo2], para superficies con 0 < H < 1/2 en H? x R por
Hauswirth, Rosenberg y Spruck [HRSo9] y para superficies minimales en
§12(]R) por Younes [You1o].

4.2.2  El multigrafo es un grafo

Vamos a probar que nuestro multigrafo vertical y completo X ¢ [E(—1, 1),
con curvatura media H satisfaciendo 4H? — 1 < 0, es un grafo. Como razo-
naremos enseguida, el resultado se seguira del siguiente lema.

Lema 4.10. Sea X un multigrafo vertical completo. Dados p € Z y R > 0, existe un
abierto Q c H2 yu e C®(Q) tales que la bola intrinseca By (p, R) estd contenida
en Fy (Q).

En efecto, si suponemos que el lema 4.10 es cierto y que existen dos puntos
P, q € L, p # q que se proyectan sobre el mismo punto xy € H? mediante
n : E(—1,7) — H?2, bastara tomar en el lema R mayor que la distancia
intrinseca entre p y q para obtener una contradiccién. Por tanto, en el resto
de esta seccién fijaremos un punto p € L y probaremos el lema 4.10. La
siguiente definicién serd de gran utilidad, para lo que denotaremos xo =
n(p) € H2.

Definicién 4.11. En las condiciones anteriores, un abierto conexo Q C H? se dird
admisible si xo € Q y existe uw € C*(Q) tal que F,(Q) C Zy Fu(xo) =p.
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Si O € H? es admisible, entonces la funcién diferenciable u que nos da la
definicion anterior es tinica y nos referiremos a ella como la funcién asociada a
Q. Ellema 4.10 puede ahora enunciarse como que la proyeccién de cualquier
bola geodésica centrada en p estd contenida en algtin abierto admisible.

La técnica que usaremos para probar el lema 4.10 consiste en agrandar pro-
gresivamente un abierto admisible inicial de forma que acabe conteniendo
a la proyeccion de cualquier bola intrinseca By (p, R) con radio R arbitraria-
mente grande. Observemos que, como la funcién angulo de X no tiene ceros,
un entorno de p en I se puede escribir como el grafo de una funcién u de-
finida en la bola B(xq, p) de H2 para cierto p > 0 de forma que Fy(xp) = p.
Dicho de otra forma, existe p > 0 tal que B(xo, p) es admisible y, de hecho,
podemos considerar

Ro = sup{p : B(xp, p) es admisible} € ]0, oo]. (60)

S5i Rp = +00, entonces el lema 4.10 se sigue de forma trivial del hecho de que
la proyeccién mjy : & — H? reduce longitudes ya que 7(Bx (p,R)) C B(x,R)
para todo R > 0. Por tanto, supondremos a partir de ahora que Ry < +o0,
en cuyo caso es facil ver que el supremo anterior es un méximo y nos dara
una bola admisible maximal B(xg, Rp), que sera de donde partiremos.

Afirmacioén 4.12. Sea Q C H? un dominio admisible tal que dQ es una curva
embebida de clase C? a trozos. Supongamos que existe & en un arco reqular de 9Q
tal que la funcién asociada w no puede extenderse a ningiin entorno de & dando
lugar a un grafo de curvatura media constante. Entonces:

i) La curvatura geodésica de 9Q) en & con respecto al conormal interior a Q) es
mayor o igual que —2H.

ii) Existe una curva T C H? de curvatura geodésica constante 2H 6 —2H, tan-
gente a 0Q) en %, y existen 8 > 0,y € Q y una funcion v : N5(I',y) = R
tal que el grafo T tiene curvatura media H, cumpliendo:

a) La funcion v toma el valor constante +co 6 —oco a lo largo de T..

b) Para cada r > 0, se tiene que U, = Ng(I',y) NB(R, 1) N Q # ( y existe
ro > 0 tal que w=v en U, para todo r € 10, 1o |.

Demostracion de la afirmacién 4.12. Tomemos una bola geodésica B(y, p) C Q
tangente a 9Q) en X, que existe por ser 0Q) regular. Notemos que la curvatura
geodésica de 0B(y, p) con respecto al conormal exterior a B(y, p) es menor
que —1 y, por tanto, menor que —2H. El lema 4.8 nos asegura la existencia de
una curva I' C H? de curvatura geodésica constante 2H 6 —2H, tangente a



42 EL caso 4H? +k <0

0B(y, p) en R, y 8 > 0 de forma que u se extiende a B(y, p) UN;(I",y) dando
lugar a un grafo de curvatura media constante, lo que nos permite definir
v como la restriccién de esta extension a N5 (I',y), que trivialmente cumple
las condiciones del apartado (ii). De la unicidad de prolongacién analitica,
deducimos que 9Q) debe estar contenida, en un entorno de %, en la clausura
de una de las dos componentes de H2 <. T, de donde se sigue la estimacion
de la curvatura geodésica de 9Q) dada en (i). O

Probaremos mds adelante (véase la afirmacioén 4.15, para R =Ry y C = 0)
que el conjunto de puntos de 0B(x,Rp) tales que la funcién u no puede
extenderse a un entorno de ellos es finito. Denotamos por {x1,...,x;} C
0B(xp, Ro) a estos puntos. La afirmacién 4.12 nos dice que, para cada j €
{1,...,7}, existe una curva I} C H? de curvatura constante 2H 6 —2H,
tangente a 9B(xp,Ro) en x;j, para la cual podemos extender la funcién u
a B(xg,Rp) U N5j (T3, x0). El siguiente paso de la demostracion consiste en
probar que las curvas I son todas disjuntas, por lo que, tomando cierto
6 <min{d; : j=1,.. ., T}, podremos extender la bola inicial a un nuevo do-
minio admisible de la forma Q = B(xg, Rg) U (U]T:] N5 (Tj,%0)). Observemos
que la funcién asociada a Q) toma el valor constante +0o 6 —co sobre cada
componente [j. Por tanto, cuando en el siguiente paso de la demostracién
queramos ampliar ) a otro dominio admisible mayor lo tomaremos siem-
pre contenido en 0;21 N (T5,%0), es decir, lo ampliaremos en la direccién
de 0Q N9B(xg, Ro).

Como este proceso se reiterard, vamos a ponernos en una situacién mads
general que serd aplicable en cada uno de los pasos de la extension.

Definicién 4.13. Diremos que una familia finita C de curvas en H?, cada una de
ellas de curvatura geodésica constante 2H 6 —2H, estd en posicién general para
una bola B(xo,R) ¢ H? cuando

a) cada curva T € € corta a la bola cerrada B(xo, R) y no pasa por xo;

b) el conjunto Qe = B(xp, R) N (NreeNoo(T,x0)) cumple que 0Qe NT # O
para cualquier T € C;

c) los posibles puntos de interseccién curvas de € no pertenecen a B(xo, R).

Recordemos que Noo (T, xo) representa la componente abierta de H? \ T
que contiene a xo. Esta claro entonces que la familia {I';,..., [} de curvas
construidas en el pérrafo anterior a la definicién forman una familia en
posicién general para B(xp,Rp) y esta condicién se preservard en sucesi-
vas ampliaciones del dominio admisible inicial respecto de radios cada vez
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Figura 15: Tres familias de cuatro curvas de curvatura geodésica constante en H?2.
La de la izquierda esta en posicién general respecto de la bola sombreada
(centrada en el punto indicado) y se ha sombreado de forma maés intensa
el dominio Qe asociado a dicha familia. Por el contrario, las otras dos no
estdn en posicion general: en la del centro, las condiciones (a) y (c) de la
definiciéon no se cumplen y, en la de la derecha, falla la condicién (b).

mayores. La siguiente afirmacién nos proporciona informacién sobre la po-
sicién relativa de las curvas de una familia en posicién general.

Afirmacion 4.14. Sea C una familia finita de curvas en posicién general para una
bola B(xo, R). Supongamos que Q¢ es un dominio admisible y que, para cada T € C,
existe 8 > 0 y una funcion v sobre Ng(T',xo), cuyo grafo F,, tiene curvatura media
constante, con valor constante +oco0 6 —oo a lo largo de T y que coincide con la
funcién w asociada a Qe en Qe N Ng(T,xp). Entonces,

i) cualesquiera dos curvas de C son disjuntas;

ii) existe 8’ > 0 tal que Qe U (UrceNg/ (T, x0)) es admisible.

Demostracion de la afirmacion 4.14. Razonando por reduccién al absurdo, su-
pongamos que existen I'1, T, € €y X € T NI, # (). La condicién de que €
estd en posicion general nos dice que X ¢ B(xo,R). Tomemos una familia
continua {D}¢¢[o ¢[ de discos geodésicos de H? cumpliendo las siguientes
tres condiciones:

a) Do C B(xo,R);
b) 0D es tangente a I'y y I'; para todo t € [0, £[,

) elradio de Dy es estrictamente decreciente en t y D¢ converge al punto
de interseccién X cuando t — (.

Consideremos x1 y x2 los puntos de I' y I, respectivamente, més cercanos
a xp. Entonces x1,x2 € Qe por la condicién (a) de la definicién 4.13, y
podemos considerar un tridngulo sélido T con vértices X, x1 y x2, dos lados
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Figura 16: A la izquierda, esta representada una familia de curvas en posicién gene-
ral, dos de las cuales se intersecan. El dominio Q¢ y el tridngulo T estdn
sombreados (este tltimo mds oscuro). A la derecha, puede verse un de-
talle de la figura de la izquierda donde se ha representado la familia Ay,
que barre todo el tridngulo T hasta el punto de intereseccion x.

sobre ' y I y como tercer lado una curva interior a Q¢ uniendo x7 y x;.
Dado t € [0, ], denotaremos por Ay C 9D a la intersecciéon de Qe U T con
la curva de mayor longitud de las dos curvas en que 0D queda dividida
por los puntos de interseccién con 'y y I’;. Entonces, las curvas Ay barren el
tridangulo T, esto es, Qe U (Urep,e(At) = Qe UT (véase la figura 16).

Sea r € [0, {] el supremo de los valores de t € [0, {[ para los que la funcién
u asociada a Qe puede extenderse dando lugar a un grafo de curvatura
media constante sobre un dominio que contiene a Ug¢(p,¢]/As. Notemos que
T > 0 ya que el grafo puede extenderse a Qe UN¢(I3,%0), i € {1,2}, para
cierto € > 0y, para pequefios valores de s, las curvas Ag estdn contenidas
en la unién de ambos conjuntos. Mds atn, se tiene que r = { ya que, en
caso contrario, el grafo podria extenderse a Ugc(o /s ¥ existiria un punto
interior al arco A, tal que u no podria extenderse a un entorno suyo. Sin
embargo, /A, tiene curvatura geodésica constante menor que —1 < —2H
con respecto al conormal exterior a Dy, ya que D, es un disco geodésico,
contradiciendo el apartado (i) de la afirmacién 4.12.

Hemos probado asi que 07 = Q¢ Uint(T) es admisible y la funcién asocia-
da u; a este dominio tiene valores frontera no acotados en la parte de 90
que cae sobre I'7 UT5. Por otro lado, u puede extenderse a u, definida sobre
Q) = Qe UN¢(T7,%xp) y, por unicidad, u; = uy en Q7 NQ;. Esto es una
contradiccién ya que u; tiene valores limite acotados en I’ N N¢ (T, x0) C
0(Q7 N Q) mientras que uy no los tiene.

El apartado (ii) se deduce trivialmente de (i). O
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El dltimo cabo que necesitamos atar consiste en garantizar que, quitando
las curvas I" sobre las que el grafo se va a 00, el ntimero de puntos de la
frontera del dominio admisible en los que no se puede extender el grafo es
finito en cada paso del proceso.

Afirmacion 4.15. Sea C una familia de curvas en H? en posicién general para
una bola B(xo,R) y supongamos que Qe es admisible. Denotemos por A(R) al
conjunto de puntos de 9Qe N dB(xp,R) a los que la funcién asociada a Qe no se
puede extender como un grafo de curvatura media constante a ningiin entorno suyo.
Entonces, A(R) es finito.

Demostracion de la afirmacién 4.15. Dado que € es una familia finita, 9Qe N
0B(xo, R) estd formado por una cantidad finita de arcos. Sus extremos son
puntos de A(R) pero, como son una cantidad finita y en la interseccién de un
entorno punteado de cada uno de ellos con 9Q¢e N 9B (xp, R) el grafo si que
admite extension, estos puntos no presentaran problema. Todos los demds
puntos de A(R) son aislados en virtud de la afirmacién 4.12. Por otro lado, es
facil ver que A(R) es cerrado ya que si tomamos una sucesién {xn,} en A(R)
que converge a cierto punto x«, ¢ A(R) llegamos a una contradiccién puesto
que este punto ha de estar en 0Q¢ por ser la frontera cerrada y hemos visto
antes que tiene que ser interior a un arco regular de 9Qe. Entonces, los
puntos de un entorno de xo, en 0B(xo, R) admiten extensién, lo que nos dice
que el grafo se puede extender a un entorno de x,, para n suficientemente
grande, mientras que xn € A(R) para todo n € IN. Hemos probado asi que
A(R) es un conjunto cerrado de puntos aislados que estd contenido en el
compacto 0B(x, R), luego es finito. O

Con todos estos ingredientes, podemos probar el resultado que buscamos.

Demostracion del lema 4.70. Definiendo xo € H? tal que 7t(p) = x¢ y, repi-
tiendo el razonamiento que lleva a la ecuacién (60), podemos considerar la
bola admisible maximal B(x¢, Rp). La afirmacién 4.15 asegura que existe una
cantidad finita de puntos de 9B(x(, Ro) tales que el B(xp, Ro) no se puede
extender de forma admisible a un entorno de ninguno de ellos. En conse-
cuencia, existe una familia finita Cy de curvas completas de curvatura geo-
désica constante 2H 6 —2H en H?Z, tangentes a 0B(xo, Rp) en dichos puntos
en las condiciones de la afirmacién 4.12. Es inmediato comprobar que dicha
familia estd en posicién general para la bola B(x, Rp). La afirmacién 4.14
nos dice que las curvas de Cp son disjuntas y que existe 5 > 0 tal que
Q' = Qe, U(Ureey,Ns(T,x0)) es admisible (notemos que Qe = B(xo, Ro)).
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Esta claro que el grafo se puede extender a un entorno de cualquier punto
interior a 9Q’ N 9dB(xp, Rp). Tomemos el supremo Ry € |Ry, R] de los R > Ry
tales que B(xo, R) N (Nree,Noo(I', x0)) sea admisible. Si Ry < +o0 y denota-
mos Q1 = B(xo,R1) N (Nree,Noo(T',X0)), entonces aparecen nuevos puntos
interiores a 00071 N 9B(xp,R7) tales que Q1 no se puede extender de forma
admisible a ningtn entorno de ninguno de ellos. Hay un ndamero finito
de dichos puntos segun la afirmacién 4.15 y podemos volver a aplicar la
afirmacién 4.12 en cada uno de ellos obteniendo una familia de curvas de
curvatura geodésica constante 2H 6 —2H, tangentes a ()7 en los corres-
pondientes puntos. Al juntar las nuevas curvas con las de €y, obtenemos
una familia finita €1 O €y, que puede comprobarse facilmente que esta en
posicién general para la bola B(xp,R1). Notemos que R; = +o00 o bien €y
contiene de forma estricta a Cy.

Todo el proceso puede repetirse para conseguir una sucesion estrictamen-
te creciente (posiblemente finita) de radios {Rn} de forma que, para cada
n, existe una familia finita C,, de curvas en posicién general para la bola
B(xp,Rn), con €1 C Cn. Ademds, este proceso muestra que el dominio
Qe,, C H? definido por

Qe, =Bxo,Rn)N | [] Neo(lx0) |,

reCn

es admisible, contiene a Q¢ y su funcién asociada u, es una extension
de un_7 para todo n. Ademads, u, se extiende como grafo de curvatura
media constante a Q¢ U (Uree, Ns,, (I',x0)) para cierto 4, > 0.

En esta situacién, caben dos posibilidades. La primera de ellas es que
Rn, = 400 para cierto ng € INU{0}, es decir, en cierta iteracién del pro-
ceso, podamos extender u hasta un radio arbitrariamente grande. Si fuera
éste el caso, seria inmediato que la superficie completa Z es un grafo y ha-
briamos terminado. La segunda posibilidad es que la sucesién {Ry} tenga
infinitos términos y afirmamos que, en tal caso, lim{R,,} = +oc0. En efecto,
como los elementos de cada una de las familias C,, son disjuntos segtn la
afirmacion 4.14 y cada Cy, contiene estrictamente a C,_1, si dicho limite fue-
ra finito, tendriamos una cantidad infinita de curvas disjuntas de curvatura
geodésica constante +2H cortando a cierto compacto de H? de forma que,
fijada una de estas curvas, todas las demads estdn en una de las dos compo-
nentes de su complementario (por la condicién (b) de la definicién 4.13), lo
cual es imposible.

Finalmente, dado n € IN, tomemos On, = Fy, (Qe,, ), que es un abierto de
I cuya frontera 00, cumple que 71(00+,) C 9B(xo, Rn) ya que u,, tiene valo-
res frontera oo sobre las curvas de Cy,. Dada cualquier curva diferenciable
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a trozos « : [a,b] — X con «(a) = p y a(b) € 904, como la proyeccién
7 : E(—1,7) — H? restringida a « tiene jacobiano menor o igual que 1 en
valor absoluto, puede probarse que reduce longitudes y, en particular, la
longitud en I de & es mayor o igual que la longitud en H? de 7o « que, a
su vez, es mayor o igual que Ry. De aqui deducimos que la distancia de p
a 00y, es mayor o igual que Ry, de donde Bx(xp,Rn) C On = Fy, (Qe, ).
Como R;, puede ser arbitrariamente grande, la afirmacién estd probada. O
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ESTABILIDAD DE SUPERFICIES PARABOLICAS CON
CURVATURA MEDIA CONSTANTE

Sea ¢ : £ — M una inmersién isométrica de una superficie riemannia-
na en una 3-variedad riemanniana M y supongamos que tiene un normal
unitario y diferenciable globalmente definido N. Esta tltima condicion la
parafrasearemos diciendo que la inmersién ¢ tiene dos caras.

Desde un punto de vista variacional, dados un dominio relativamente com-
pacto QO C £ y una funcién f € C3°(Z) tal que sop(f) C Q, existe ¢ > 0 y una
aplicacién ¢ : ] —¢, e[ XX — M de forma que p — ¢(t,p) es una inmersién
paratodote]—¢, e[y

[
a) $(0,p) = do(p) paratodop € £,
b) ¢(t,p) = do(p) para todo (t,p) €] —¢, e[ x(ZNQ),y
Q) 22_)—‘13(0,]0) = f(p)Ny para todop € L.

En este sentido, se dice que ¢ es una variacién de ¢y de soporte compacto
con campo variacional fN. Ademds, podemos definir los funcionales édrea y
volumen (con signo) asociados a f como

Area(t) = drea de la superficie ¢({t} x Q) en M,

Vol(t) = J Jac(dp)dV.
[0,t]1x Q)

El siguiente resultado, debido a Barbosa, Do Carmo y Eschenburg (véa-
se [BCES88]), caracteriza las inmersiones de curvatura media constante H €
R como puntos criticos del funcional § = Area—2H - Vol y calcula la segun-
da variacién de este funcional en un punto critico. Notemos que, aunque los
funcionales Area y Vol, dependen de la variacion ¢, el valor de J”(0) en un
punto critico s6lo depende de la funcién f.

Proposicién 5.1. En las condiciones anteriores,

a) o tiene curvatura media constante H si, y sélo si, 3'(0) = 0 para toda
variacién de soporte compacto.
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b) Si ¢g tiene curvatura media constante H, entonces
9" (0) = —J (Af+ (1A% + Ric(N))f) £,
b3

para cualquier variacién con campo variacional fN y f € C3(Z), donde A es
el endomorfismo de Weingarten de la inmersion.

Una inmersién ¢ con dos caras y curvatura media constante H se dice
estable si " (0) > 0 para cualquier f € C3(X). La féormula de la segunda
variacién motiva la definicién de L : C*°(X) — C*°(X) dado por

Lf = Af+ (A + Ric(N))f, fe C®(%),

que es conocido como el operador de estabilidad de la inmersién. En conse-
cuencia, la inmersién es estable si, y s6lo si, la forma bilineal Q(f,g) =
— [¢ fLgdX es semidefinida positiva sobre C(Z).

En lo que sigue, con el mismo esfuerzo, podemos trabajar sobre una n-
variedad arbitraria M con un operador de Schrédinger arbitrario L = A+ q,
para cierta ¢ € C*°(M), y los resultados se particularizaran a nuestro caso
2-dimensional con q = |A[? + Ric(N). Notemos que este cambio de visién
hace que algunos razonamientos sean intrinsecos a partir de ahora.

El teorema de la divergencia nos asegura que — [y (Af+ qf)f = [, (IVf]* —
qf?) para cualquier f € C3*(M). No obstante, esta tltima expresion tiene
sentido imponiendo una regularidad mucho menor para f; concretamente,
tiene sentido si f pertenece al espacio de Sobolev! H} (M), luego podemos
extender la forma cuadrética como

Qt,9) ZJM(Wf,VQ}—qu)f f,g.€ HY(M). (61)

En la teorfa general de operadores elipticos se demuestra que las funciones
en la nulidad de Q, esto es, aquéllas f € Hé(M) tales que Q(f,g) = 0 para
toda g € H} (M), son siempre diferenciables y las llamaremos funciones de
Jacobi. Por tanto, toda funcién de Jacobi f € C*°(M) cumple que IM gLf=0
para toda g € C3°(M), de donde Lf = 0. Por otro lado, la condicién de que Q
sea semidefinida positiva es equivalente a que — [, fLf > 0 para toda f €
CZ°(M). Motivados por este hecho, escribiremos simplemente —L > 0 para
decir que Q es semidefinida positiva. Notemos que, en el caso de que L sea
el operador de estabilidad de una inmersién de curvatura media constante,
—L > 0 equivale a la estabilidad de la inmersién.

1 Hé (M) se define como la clausura en la norma H' (M) de CF(M).
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Fischer-Colbrie [Fis85] demostré la siguiente caracterizaciéon de la condi-
cién —L > 0 en términos de la existencia de funciones de Jacobi positivas
(véase también Meeks, Pérez y Ros [MPRo08, Lemma 2.1]). Aunque este resul-
tado, tanto en [Fis85] como en [MPRo08], se enuncia para superficies, puede
demostrarse de forma similar para variedades de dimensién superior.

Lema 5.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) =L >0, estoes, Q(f,f) > 0 para toda f € CF(M),
ii) existe una funcion de Jacobi positiva en M,

iii) existe una funcion positiva uw € C*°(M) tal que Lu < 0.

5.1 EL OPERADOR A+

A lo largo de esta seccién, (M, ds?) denotara una variedad riemanniana de
dimensién n, conexa y sin frontera. Dada una funcién q € C*°(M), conside-
raremos el operador de Schrodinger

L=A+q,

donde A es el laplaciano respecto de la métrica ds?. Si M es compacta,
se sabe que el primer valor propio del operador L es simple y las funcio-
nes en el correspondiente subespacio propio son idénticamente nulas o de
signo constante. Nuestro objetivo sera generalizar esto al caso en que M sea
de tipo conforme parabélico y la forma cuadréatica asociada Q cumpla las
condiciones del lema 5.2. Para ello, vamos a introducir la definicién y las
propiedades de la parabolicidad que necesitaremos.

Definicidn 5.3. Una variedad riemanniana M sin borde se dice parabdlica si toda
funcién superarmdnica no negativa es constante.

Las variedades compactas son automaticamente parabdlicas segtn esta de-
finicién en virtud del principio del maximo para funciones superarmonicas.
La propiedad de las variedades parabdlicas que aqui precisaremos es la si-
guiente, cuya demostracién puede deducirse de [Trogg, Proposition 4.1].
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Lema 5.4. Una variedad riemanniana (M, ds?) es parabélica si, y solo si, existe
una sucesién de funciones {@;}; C C3°(M) tales que 0 < @5 < Ten M, {(pj_1 (M}
forma una sucesion exhaustiva® de subconjuntos compactos de M y ademds

lim J V;? =0.
M

)—0o0
Ya podemos enunciar y demostrar el resultado principal de este capitulo.

Teorema 5.5. Sea (M, ds?) una variedad riemanniana parabélica y consideremos
el operador L = A+ q, donde q € C*(M). Dadas u,v € C*(M) tales que u estd
acotada, v > 0 y wlu > u?Lv en M, la funcién w/v es constante.

La demostracién estd inspirada en las ideas dadas por Berestycki, Caf-
farelli y Nirenberg en [BCN97, Section 4] (véase también [ACoo, Proposi-
tion 2.1]).

Demostracion. Observemos en primer lugar que la condicién uvlu > u?Lv
es equivalente a uvAu > u?Av, luego supondremos sin perder generalidad
que g = 0 en lo sucesivo.

La funcién u/v € C*°(M) tiene gradiente V(u/v) = v 2(vWu—uVv), de
donde es facil deducir que

u div (vZV(u/v)) =uwAu—u?Av > 0. (62)

Consideremos una sucesion {@j}; C Cz°(M) como la que da el lema 5.4.
Para cada j € IN, aplicando el teorema de la divergencia al producto de la
funcién (p)-z u/v e CF(M)y el campo v2V(u/v), tenemos que

0= JM <V(<pj2u/v),v2V(u/v)> —I—J (piu div (vZV(u/v))

M
= ZJ ejuv (Vej, V(u/v))
M

+ JM o2V [V (u/v)? + jM ‘pi“ div (v?V(w/v)),

2 Aqui entenderemos que una sucesién de compactos {K;}; es exhaustiva si es creciente para el
orden dado por la inclusién y UjenKj = M.
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donde (-,-) denota la métrica en M. Definimos Q; = (p].’1 (1). La daltima
igualdad junto con (62) nos llevan a que, escribiendo A; = sop(@;j) ~ Qj,

| @jZVZIV(u/VNzé*ZJ 0uv(Vo5, V(w/v)
M M

= —2J . P;w(Vej, V(u/v))

)

<2|| ol Vium)

)

: :
<2<JA' cojzvzlv(u/vNZ) <JA'u2|V<Pj|2> , (63)

) )

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Como u esta aco-
tada y las funciones ¢; cumplen las condiciones del lema 5.4, tenemos que

| wive < ceioy, (64)
j

donde C > 0 es independiente de j y la energfa E(¢;) = IM IV; |2 satisface

lim;_, o, E(¢;) = 0. Usando esta informacién en (63) y dividiendo el miem-

bro de la izquierda en dos integrales, una sobre Q; y otra sobre A; (estos
dos conjuntos son disjuntos por definicién), tenemos que

[ vvmRs | opAvime
Aj

Qy
1/2
<2\/CE(g)) (JA cpfvzwm/vnz) .69

Estimando inferiormente por cero el primer sumando en el miembro de la
izquierda en (65) y simplificando, llegamos a que

| P vtumi <acti). (66)
j

Si ahora estimamos inferiormente por cero el segundo sumando en (65) y
usamos (66), obtenemos finalmente que, para cualquier j € IN,

1/2
|, vvmPE <2y/cE) (Li @fvzwm/vw) < 4CE(g;).

)
Tomando limite cuando j — oo, se sigue que [, V2|V (u/v)|?> = 0. Como v >
0 por hipétesis, concluimos que u/v es constante, como se queria probar. [
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Supongamos que (M, ds?) es completa. Dado un punto py € M, pode-
mos considerar la funcion distancia riemanniana d(-,pg) y, para cada r > 0
la bola métrica B(pp,7) = {p € M : d(p,po) < 1} de radio r centrada en
Po- Se dice que M tiene crecimiento de volumen a lo sumo cuadrdtico si la fun-
cién r — r2Vol(B(po,T)) estd acotada. Esta condicién es independiente del
punto pp € M y es bien sabido que si M tiene crecimiento de volumen
a lo sumo cuadrético, entonces es parabdlica (vedse [CY75] o bien [Grigg,
Corollary 7.4]). Por otro lado, en [MPRo08, Theorem 2.11], Meeks, Pérez y
Ros prueban que si X es una superficie simplemente conexa con crecimiento
de area cuadratico (aunque s6lo es necesaria la parabolicidad en su argu-
mento) y un operador L = A+ q, para cierta ¢ € C*(Z), cumple —L > 0,
entonces cualquier funcién de Jacobi (asociada a L) no cambia de signo en
L. El siguiente corolario generaliza ligeramente este resultado.

Corolario 5.6. Sea (M, ds?) una n-variedad riemanniana parabdlica y suponga-
mos que L = A+ q, con q € C*®°(M), cumple que —L > 0 en M. Si u € C®(M)
es una funcion acotada tal que uLu > 0, entonces Lu = 0y, 0 bien w = 0, 0 bien u
no se anula en ningiin punto.

Demostracion. Como —L > 0 en M, el lema 5.2 nos dice que existe v €
C>®(M) tal que v > 0 y Lv = 0 sobre M. En vista del teorema 5.5, u debe ser
un multiplo de v, de donde se sigue el enunciado (serd idénticamente cero
cuando u = 0- vy, en otro caso, u no se anulard en ningtin punto). O

Vamos a mostrar ahora otra aplicacion directa de este resultado en el caso
en que la funcién q no cambie de signo. Notemos que, dada una funcién
f € C*°(R), para cualquier u € C*°(M) tal que Lu =0, la funcién v = f(u) €
C*®(M) satisface

Lv = f"(W)|[Vul? + q (f(u) — ' (W)u) . (67)

Corolario 5.7. Sea (M, ds?) una n-variedad riemanniana parabdlica y suponga-
mos que L = A+ q, con q € C*°(M), cumple que —L > 0 en M.

a) Si q = 0, entonces q = 0. En particular, cualquier funcién de Jacobi acotada
superior o inferiormente es constante.

b) Si q < O, entonces cualquier funcion de Jacobi acotada u € C®(M) es
constante y, si q no es idénticamente nula, entonces u = 0.

Demostracion. Para probar el primer apartado, el lema 5.2 nos permite tomar
una funcién positiva w tal que Lw = 0. Entonces, v =e™" € C*(M) es una
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funcién positiva y acotada. De hecho, mediante la ecuacién (67) podemos
calcular Lv = w(|Vw|? + q(1+w)). Como q > 0 en M y w es positiva,
deducimos que Lv > 0 en M. El corolario 5.6 nos asegura que Lv = 0 y, por
tanto, Vw = 0 y q = 0. Por tanto, para una funcién es equivalente ser de
Jacobi o ser armoénica; luego si u es una funcién de Jacobi acotada superior
o inferiormente, la parabolicidad de M nos garantiza que es constante.

Para probar (b), si aplicamos (67) a la funcién acotada v = u?, obtenemos
que Lv = 2|Vul? — qu2 > 0. Del corolario 5.6, deducimos ahora que Lv = 0
y, por tanto, Vu = 0 y qu? = 0, de donde el enunciado se sigue. O

5.2 APLICACION AL ESTUDIO DEL OPERADOR DE ESTABILIDAD

Volvamos al estudio de la estabilidad de una superficie £ inmersa en una 3-
variedad M con campo normal globalmente definido N y curvatura media
constante H € R. Si A denota al operador de Weingarten de la inmersion,
sabemos que la inmersién es estable si, y s6lo si, existe una funcién u €
C>(X) positiva tal que Lu = Au+ (JA]2 +Ric(N))u = 0, esto es, una funcién
de Jacobi positiva.

Aunque ya se ha hecho uso de esta propiedad en los capitulos anteriores,
seflalemos que si X es un campo de Killing en M, entonces u = (X, N) es au-
tomaticamente una funcién de Jacobi en X (véase [BCESS, Proposition 2.12])
y, si el campo X estd acotado cuando se restringe a X, entonces u estd acota-
da. Si X es estable, entonces admite una funcién de Jacobi positiva segtn el
lema 5.2 y, bajo la hip6tesis de parabolicidad, el teorema 5.5 nos dice que el
espacio de las funciones de Jacobi acotadas coincide con el cono de las fun-
ciones de Jacobi con signo y ambos estdn generados por la misma funcién.
Como consecuencia:

* Si M admite un campo de Killing sin ceros que estd acotado al res-
tringirlo a X, entonces I es invariante por el grupo uniparamétrico de
isometrias que genera dicho campo de Killing o bien es transversa al
mismo en todo punto.

* Si M admite dos campos de Killing independientes que estdn acotados
al restringirlos a X, entonces ¥ es invariante por el grupo uniparamé-
trico de isometrias que genera cierta combinacién lineal de ellos.

En efecto, el teorema 5.5, nos dice que las funciones de Jacobi uq, u;,
asociadas a estos dos campos de Killing X7 y X3, respectivamente, son
proporcionales, esto es, existen a1, a; € R tales que ajuy + auy; =0.
Por tanto, el normal unitario a  es ortogonal al campo de Killing X =
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a1 Xy + azX; y, por tanto, X es invariante por el grupo uniparamétrico
asociado a X.

* Si M admite tres campos de Killing independientes que estdn acotados
al restringirlos a X, entonces X tiene curvatura de Gauss constante.

En efecto, como consecuencia del punto anterior podemos probar que,
en esta situacion, la superficie L es invariante por dos grupos unipara-
métricos asociados a dos campos de Killing linealmente independien-
tes. En particular, el grupo de isometrias de M acttia transitivamente
sobre X luego X tiene curvatura de Gauss constante.

En el caso de un solo campo de Killing acotado estdn las submersiones de
Killing que fueron introducidas en el capitulo 1 y que comentaremos maés
adelante. Observemos que en el caso de tres campos de Killing acotados est4,
por ejemplo, el espacio euclideo R3. Deducimos que cualquier superficie
completa, parabélica de curvatura media constante y estable en R3 es un
plano minimal, resultado que ya era conocido.

Una consecuencia de la estimacién intrinseca de la distancia a la frontera
de una superficie de curvatura media constante estable dada por Rosenberg
en [Roso6] es la no existencia de superficies inmersas de curvatura media
constante estables en [E(«, T) satisfaciendo HZ > %(TZ — k), a excepcién las
secciones horizontales 5%(k) x {t} en $%(k) x R. Es de esperar que la con-
dicién pueda mejorarse a H? > . El teorema 5.8 probard esta conjetura
bajo la condicién adicional de parabolicidad. Por otro lado, el corolario 5.10
mejorard ligeramente la desigualdad H? > %(Tz — K) aunque no se imponga

la parabolicidad.

En lo que sigue, denotaremos por v a la funcién dngulo de una inmersiéon
Y 9 E(k,T) de curvatura media constante H, esto es, v = (N, &) donde N
es un normal unitario global a la inmersién y & el campo de Killing vertical
en E(k,T). Entonces, v es una funcién de Jacobi acotada; la condicién de
que v no se anule es equivalente a que X sea un multigrafo, mientras que si
es idénticamente cero se traduce en que X es un cilindro vertical sobre una
curva en M? (k) de curvatura geodésica constante 2H (véase la seccién 1.5.1).

Teorema 5.8. Sea L una superficie orientable, parabélica, completa y estable inmer-
sa en E(k, T) con curvatura media constante H. Entonces, o bien

a) E(x,7) =8%(k) xR y X es un plano horizontal (minimal), o bien

b) 4H? 4+« < 0y X es un grafo vertical o un cilindro sobre una curva completa
de curvatura geodésica 2H en M2 (k).

Ademds, si 4H? + k = 0 y L es un grafo vertical, entonces es un grafo entero.
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Demostracion. Como v es una funcién de Jacobi acotada y X es parabdlica,
el corolario 5.6 asegura que, o bien v es idénticamente cero o no se anula
nunca. En el primer caso, £ es un cilindro vertical sobre una curva completa
de curvatura geodésica 2H en IM? (k) segtin el lema 1.35. Ahora bien, como
Y es estable, el lema 4.2 nos dice que 4H? + k < 0 lo que concluye la demos-
tracion en este caso. En el segundo caso, v no se anula en X (esto es, I es
un multigrafo completo) luego basta aplicar el teorema 4.1 para concluir el
resultado del enunciado. O

Observacion 5.9. Los grafos minimales enteros en Nil3 han sido clasifica-
dos analiticamente por Ferndndez y Mira [FMog] en términos de su tipo
conforme (C 6 ID ={z € C: |z] < 1}) y su diferencial cuadratica de Abresch-
Rosenberg, cuya tnica restriccién es no ser idénticamente cero cuando el
tipo conforme es C. En particular, existen infinitos grafos minimales ente-
ros y parabolicos en Nilz. A pesar de esta descripcién analitica, muchos
aspectos de la geometria de los grafos minimales enteros en Nil3 no se han
comprendido todavia. Por ejemplo, todos los ejemplos conocidos de tales
grafos tienen crecimiento de area estrictamente mayor que cuadratico. Con-
jeturamos que no existen grafos minimales en Nil3 con crecimiento de 4rea
cuadrético, lo que implicaria que las tnicas superficies completas, inmersas
y estables de curvatura media constante en Nil3 con crecimiento de area
cuadratico son los planos verticales (que son llanos y minimales).

Usando la correspondencia de Daniel (véase la seccién 3.1), concluimos
que existe una cantidad infinita de grafos verticales enteros de curvatura
constante & en IH? x R que son parabolicos. Es natural esperar que no exis-
tan grafos verticales enteros en H? x R de curvatura media constante % y
crecimiento de drea cuadréatico. Esto equivale a la conjetura expresada en el
pérrafo anterior ya que la condicién de tener crecimiento de drea cuadrético
es intrinseca y la correspondencia de Daniel es isométrica.

En lo que respecta al caso 0 < H < % en H? x R, existen superficies com-
pletas y estables de curvatura media H que son grafos enteros de revolucién
(véase Nelli y Rosenberg [NRo6]). Estos casos pueden estudiarse a través
de la correspondencia de Daniel como superficies minimales en E(k, T) pa-
ra k < 0. Finalmente, mencionar que existen grafos minimales enteros en
H? x R que son conformemente C (véase Collin y Rosenberg [CR10]).

Como hemos mencionado anteriormente, si X es una superficie orienta-
ble, completa y estable inmersa en [E(k, T) con curvatura media H, entonces
H? < %(Tz — k), excepto para el caso especial de 82 (k) x {t} en S%(k) x R)
debido a los resultados en [Roso6], y ahora mejoraremos esta condicién.
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Es preciso sefialar que el corolario 5.10 ya fue enunciado en [MPRo8, Re-
mark 9.11] para el caso particular de H? x R y, aunque este caso particular
es el germen del caso general a través de la correspondencia de Daniel, aqui
damos una demostracién independiente del mismo, para lo que necesitare-
mos la siguiente expresién del operador de estabilidad de %, que se deduce
del corolario 1.34:

L=A—K+q,  q=3H>4+k—1%+(H?>—det(A)), (68)

donde K denota la curvatura de Gauss de X.

Las superficies completas, orientables y estables inmersas en [E(k, T) con
curvatura media H estan clasificadas para k > 72, es decir, (con la excepcién
de R3) en el caso de S? x R o de las esferas de Berger con curvatura escalar
no negativa; en el primer caso sélo tenemos los planos horizontales mientras
que en el segundo se tiene un resultado de no existencia para ningtin valor
de H (véase Rosenberg [Roso6] y Meeks, Pérez y Ros [MPRo8]). Por lo tanto,
no hay problema en asumir k < T2.

Corolario 5.10. Sea M una superficie orientable, completa y estable, inmersa en
E(x, T) con curvatura media constante H y con k < 2. Entonces, existe ¢ > 0 tal
que H2 < %(TZ —K) —¢.

Demostracién. Comenzaremos probando que el caso H? = %(Tz — K) no pue-
de ocurrir (recordemos que el caso H? > %(Tz — k) no es posible debido
a [Roso6]). Como quiera que H2 — det(A) = %(lq —k2)2 > 0, donde «; y
k2 son las curvaturas principales de X con respecto a cualquier conormal
unitario, las funcién q dada en la ecuacién (68) cumple que q > 0. Ahora
bien, en virtud de [MPRo08, Theorem 2.9]), £ tiene crecimiento de area cua-
drético y, en particular, es parabdlica luego podemos aplicar el teorema 5.8,

que implica que H? < ¥, pero esto contradice que H? = (1% — k).

Para probar la existencia de ¢ en las condiciones del enunciado, razo-
nemos por reduccién al absurdo suponiendo que, para cualquier n € N,
existe una superficie orientable, completa y estable L, inmersa en E(k, )
con curvatura media constante H,, satisfaciendo HZ € [0, %(Tz —«)[y con
limn e Hrz1 = %(Tz — k). Después de una conveniente traslaciéon en [E(«, T)
podemos suponer que las superficies L, tienen un punto en comdn py y, co-
mo la sucesién de superficies L, tiene segundas formas fundamentales uni-
formemente acotadas debido a la estabilidad, podemos extraer una parcial
que converge a una supeficie orientable, completa y estable con curvatura
media Ho, = lim{Hn}. Esto es una contradiccién con lo que se ha probado

en el parrafo anterior, lo que concluye la demostracién. O
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Figura 17: Un grafo horizontal en la direccién de X sobre un dominio Q (en tono
mads oscuro) del plano x = 0. Las lineas paralelas en los planos verticales
son las curvas integrales de X.

5.3 GRAFOS HORIZONTALES EN EL ESPACIO DE HEISENBERG

Consideremos el modelo del grupo de Heisenberg Nilz (%) =IE(0, %) dado
por R3 con la métrica riemanniana

ds? = dx? +dy? + (dz + %(ydxfxdy))z :

Como sabemos, la fibracién riemanniana que lo convierte en submersién
de Killing es la proyeccién sobre las dos primeras componentes 7 : R3 —
R?, nt(x,y,2) = (x,y), y los vectores E; = 0x — kziaz, E; =0y +30,y
E3; = 0, forman una base ortonormal global. Consideremos el campo de
Killing X = Eq +yE3, que no estd acotado, y el grupo uniparamétrico de
isometrias asociado a X, que estd dado por

t
de(x,y,z) = (X+t,y,2+ ;) , teR

Dado un dominio Q ¢ R? = {(0,y,z) : y,z € R} y una funcién u € C2(Q),
definimos el grafo horizontal X, asociado a u (en la direccién de X) como la

superficie de Nil3 parametrizada por
Fy2) = (uly,z)y,z+ Ju(y,2), (42 €0 (69)
En la figura 17 puede verse una representaciéon esquemadtica de este tipo
de grafos (notemos que las curvas integrales del campo X son rectas eucli-
deas). Por otro lado, es importante mencionar que, dado que las rotaciones
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respecto del eje x =y = 0 son isometrias de Nilz, esta construccién no da
especial relevancia a ninguna direccién horizontal particular. Es un célculo
directo mostrar que el grafo Z,, definido por u es minimal si, y sélo si, u
satisface la siguiente ecuacién cuasilineal eliptica de segundo orden:

0= {1 + 2yu; + (1 +UZ)U§] Uyy — 2y [U + (T4 Y2 uz | uyz
+ {1 +(1 +y2)uﬁ] Uzz —UyUz (1T 4+yuz).

Un grafo horizontal X, se dice entero cuando su dominio de definicién es
Q =1R?, esto es, £, corta una Unica vez a cada curva integral de X.

Ejemplo 5.11. Ejemplos sencillos de grafos horizontales nos los dan las
funciones lineales, como se comprueba de forma inmediata a partir de la
ecuacioén anterior. Distingamos dos casos esencialmente distintos.

1. Para cualesquiera a,b € IR, el plano vertical g = {x = ay+ b} es
el grafo minimal entero ¥, asociado a la funcién u(y,z) = ay +b.
Ademés, la métrica inducida por ds? en T, ,, es llana, luego T, 1, es
una superficie parabdlica.

2. Dados ¢,d € R, ¢ # 0, la funcién u(y,z) = cz+ d describe un grafo
minimal horizontal X,, que no es parabdlico como consecuencia del
teorema 5.13 que probaremos a continuacién. En este caso, Z,, también
puede verse como el grafo vertical minimal entero parametrizado por

~ X x—d
Fxw) = (0w 5+ 50), (o) e R = u,0) iy e R

Ejemplo 5.12. Figueroa, Mercuri y Pedrosa [FMP99] clasificaron las super-
ficies minimales en Nil3 invariantes por un grupo uniparamétrico de trasla-
ciones. Salvo isometria, tales superficies forman una familia 1-paramétrica
de grafos verticales {Zg : 6 € R} dados por las funciones enteras

X sinh(0 )
fg(x,y):7y+ 2( ) (y\/1+y2+arcsmh(y)).

Se puede comprobar que la parametrizacién ¢ : R? — Zg dada por
®(r,s)=(cosh(0)r + sinh(0) cosh(s), sinh(s), I (cosh(8)rsinh(s) — sinh(0)s))

es conforme y la métrica de Zg se escribe en las coordenadas (r,s) como
cosh?(0) cosh?(s)(dr? +ds?). Esto nos asegura que Zg es conformemente C,
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luego parabdlica, y que las métricas de g difieren en homotecias intrinsecas
al variar 0 € R.

Consideremos la superficie Zg definida como el grafo horizontal entero,
en el sentido de la parametrizacién (69), asociado a la funcién

sinh(0)
2

ug(y,z) =z+ <(1+y) 1+(1+y)2+arcsinh(1+y)>.

Ademds, F(£g) = Zg, siendo F : Nil3 — Nilz la isometria F(x,y,z) = (x,x +

1,z— 1), luego Zg es un grafo horizontal entero, minimal y parabélico.

Si X C Nil3 es un grafo minimal horizontal y N denota a un campo unita-
rio a Z, entonces (X, N) es una funcién de Jacobi que no se anula sobre I vy,
por tanto, el lema 5.2 nos asegura que X es estable. De hecho, X es un mini-
mo del drea entre todas las superficies en el cilindro sélido C = Uicr$¢(Q),
donde {d(}tcr es el grupo de isometrias asociado a X, como consecuencia
de un argumento estandar de calibraciones que resumimos a continuacién.

En efecto, supongamos que 1 € C?(Q) es una funcién que define un grafo
minimal horizonal sobre un dominio Q ¢ {(0,y,z) : (y,z) € R?} y conside-
remos la 2-forma diferenciable w sobre C = Uicr () dada por

We(p)(V1,v2) =
= dV(p) ((deu(p)t) ulp) (v1), (d(bu(P)*t)d)t(p) (VZ)INF(p)> ’

parap € Q,t € Ry vy, vz € Ty, (p) Nil3, donde dV es la forma de volumen
para la métrica ds? y F esta dado por (69). Entonces, w es cerrada ya que I es
minimal, tiene comasa unitaria y X es una superficie calibrada para w, esto
es, wy es igual al elemento de drea de L. Segtn el teorema fundamental
de calibraciones (véase, por ejemplo, Morgan [Mor88, Theorem 6.4] o bien
Harvey y Lawson [HL82]), cada subdominio £’ C Z,, minimiza el drea de
entre todas las superficies =’ C C con 0L/ = 0.

Una version natural del problema de Bernstein en Nilz surge al conside-
rar grafos minimales horizontales enteros (o, de forma mas general, con
curvatura media constante H € RR) en el sentido que se ha definido mas
arriba. El problema de Bernstein en la direccién vertical fue resuelto por
Fernédndez y Mira [FMog] en términos de diferenciales cuadréticas holomor-
fas. En el caso de curvatura media constante no nula, Figueroa, Mercuri
y Pedrosa [FMPgg, Theorem 4] probaron que no hay grafos enteros hori-
zontales enteros en Nils. Su argumento se basa en aplicar el principio del
maximo a esferas con el valor apropiado de la curvatura media y funciona
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sin problemas cuando cambiamos vertical por horizontal. Por lo tanto, para
resolver el problema de Bernstein para grafos horizontales sélo tendremos
que centrarnos en el caso minimal. Como aplicacién de los resultados de
este capitulo, caracterizaremos los planos verticales T, 1, y los ejemplos de
Figueroa-Mercuri-Pedrosa (véase el ejemplo 5.11) como los tinicos grafos
horizontales enteros y minimales con estructura conforme parabdlica.

De hecho, podemos relajar un poco mds las hipétesis hablando de multi-
grafos horizontales. Una superficie orientable X de Nil3 con normal unitario
N se dice un multigrafo horizontal cuando (X, N) no tiene ceros. En vista del
lema 5.2, todo multigrafo horizontal es estable.

Teorema 5.13. Sea X un multigrafo horizontal, completo y minimal, inmerso en
Nilz. Si X es parabdlico, entonces es un grafo horizontal entero congruente con un
plano vertical o con un ejemplo de Figueroa, Mercuri y Pedrosa.

Demostracion. Supongamos que £ no es un plano vertical. Entonces, el teo-
rema 5.8 nos dice que L es un grafo vertical (entero). Consideremos las
funciones de Jacobi u = (N, E3) y v = (N, X), siendo N un campo normal
unitario en X. Puesto que X es un multigrafo horizontal, salvo un cambio
de orientacién podemos suponer que v > 0 luego el teorema 5.5 nos dice
que u = Av para cierta constante A # 0, esto es, (N,AX —E3) = 0 sobre
Z. Esto quiere decir que AX — E3 se restringe a un campo tangente a X sin
ceros ya que X y E3 son linealmente indendientes en cada punto de Nils.
Como AX —Ej3 es de Killing, X es invariante por el grupo uniparamétrico de
isometrias generado por AX — E3, luego es uno de los ejemplos invariantes
descritos en el ejemplo 5.12, que son enteros y parabdlicos. O
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The study of minimal and constant mean curvature surfaces in Euclidean
3-space is a classical branch of Differential Geometry. Its origins date back
to the eighteenth century, when L. Lagrange used a variational technique
to find a surface in R® minimizing area among all surfaces sharing a gi-
ven boundary and found the minimal graph equation. Since then, plenty
of mathematicians have dealt with this kind of surfaces and studied their
properties in deep detail, though many problems in this area remain open.

The concept of constant mean curvature H € R surface (briefly, H-surface)
was extended, as a critical point of the functional Area—2H - Volume, to any
Riemannian 3-manifold and has been extensively studied in recent times.
Nevertheless, it turns out that the more symmetric the ambient manifold
is, the more interesting the theory becomes. The most symmetric ambient
spaces are those whose isometry group acts transitively on them and are
called homogeneous manifolds. Observe that simply-connected 3-manifolds
with constant sectional curvature k € R are included in this class, which are
often called space forms and denoted by M3 (x); and their isometry group
has dimension 6 (this group acts transitively on the tangent bundle). If we
relax the isotropy condition and consider merely homogeneity, then those
simply-connected homogeneous 3-manifolds are also classified: they are 3-
dimensional Lie groups endowed with a left-invariant metric, except for the
Riemannian product $?(k) x R, k > 0, which does not admit such a group
structure (cf. [MP11, Theorem 2.4]).

Apart from the space forms, the most symmetric simply-connected homo-
geneous spaces are those whose isometry group has dimension 4, which
are classified as a 2-parameter family E(k,T), k,T € R, k # 412 (cf. [Dano7y]).
They consist of the Riemannian product manifolds M?2 (k) x R, where M2 (k)
is the simply-connected surface with constant Gaussian curvature « € R,
the Heisenberg group Nilz, the universal cover of the special linear group
SI;(R) and the Berger spheres. It is well-known that [E(k,T) admits a Rie-
mannian fibration over M? (k) with constant bundle curvature equal to T
and whose fibers are the integral curves of a unit Killing vector field defi-
ned on E(k, 7). Constant mean curvature surfaces in E(k, T) have been object
of study during the last decade; for instance, we highlight the existence of
a quadratic holomorphic differential (cf. [ARo4, ARo5]), which led to the so-
lution of the Hopf problem (i.e., the classification of constant mean curvatu-
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re spheres) in [E(k, T) (see also [ER09]), or the Lawson-type correspondence
between certain constant mean curvature surfaces in different E(k, T)-spaces
(cf. [Danoy, Theorem 5.2]). For a detailed survey on the theory of constant
mean curvature surfaces in [E(k, T), the reader may refer to [DHMog].

A 3-manifold which admits a Riemannian submersion 7 over a surface
such that the fibers of 7t are the integral curves of a unit (complete) Killing
vector field on the total space, is often called a Killing submersion. This con-
cept is a natural generalization of the [E(«k, T)-spaces, as well as the Rieman-
nian product 3-manifolds M x R, M being a Riemannian surface. The study
of constant mean curvature surfaces in Killing submersions is of increasing
interest nowadays as the recent release of some papers on this topic shows
(see, for instance, [DLoy, DLo8, EO10, LRog, RSTog]). In this monograph
we will obtain some results concerning constant mean curvature surfaces
on both E(k, ) and M x IR, so studying in detail the geometry of a Killing
submersion will be a reasonable starting point.

KILLING SUBMERSIONS

Given a Killing submersion 7 : E — M, where E is a orientable Riemannian
3-manifold and M is a Riemannian surface, let & be a unit Killing vector field
whose integral curves are the fibers of 7. The bundle curvature is defined as
the unique function T € C*(E) satisfying

Vx& =1XNE,

(see Lemma 1.2) for every X € X(E). The bundle curvature is constant along
the fibers of the submersion so it can be seen as a function T € C*(M).
On the other hand, all fibers are proved to be geodesics of E and they all
share the same (finite or infinite) length, provided that M is connected (see
Lemma 1.5). Those results are easily proved by using isometries in the 1-
parameter group generated by &, which will be called vertical translations in
the sequel.

Towards the classification result of these Killing submersions, it turns out
that T determines locally the geometry of the submersion but some topolo-
gical difficulties appear in the globalization of this result. More specifically,
we must deal with the possible non-existence of global sections of the fi-
bration together with the fact that quotients by a vertical translation leave
both the base curvature and the bundle curvature invariant. In the case of
M = M? (), we easily overcome these issues and prove the following result
(see Theorems 1.13 and 1.16). Recall that a isomorphism of Killing submer-
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sions is a pair of isometries, one in the base and one in the total space,
which commute with the projections.

Given T € C®(M?2(k)), there exists a Killing submersion over
M? (k) with bundle curvature t. Moreover, such a submersion is
unique, up to isomorphism, if we assume that the total space is
simply-connected.

e In the case k < 0, let us define ID(2/v/—«) = {(x,y) € R? :
—k(x2 +y?) < 4}. Then, the submersion is isomorphic to
the projection over the first factor

m: (D(2/vV—«) x R,ds?) — (D(2/v/—k),ds?),
where the Riemannian metrics ds? and dsZ are given by

ds? = Ac(x,y)?(dx? +dy?) + (dz +n(x,y)(ydx — xdy))?,
dsi = ?\K(x,1_4)2(0b<2 + dyz),

and the functions A, € C*(ID(2/4/—«)) by
_ K2 20\7!
My = (14503 +9)
1
0% y) =2 s wlxs,ys) A, s) s,
0

* In the case k > 0, let us take T = [z, T and distinguish
two subcases.

- If T =0, then the submersion is isomorphic to the pro-
yection over the first factor 7t: $%(k) x R — $2(«), whe-
re we consider the model

2 _ 4.2 2,2 _ 1
S°(k) xR = {(x,y,z,t) eR":x"4+y“+2z- = E}
endowed with the restriction of the Riemannian metric
in R*

ds? = dx? 4 dy? + dz? + (dt — adx — bdy — cdz)?

for certain functions a,b,c € C®(R*) not depending
on the fourth variable t. In particular, fibers have infini-
te length, the Killing vector field is 0¢ and the bundle
curvature is given by

VK

T= 7((140 —zb)x + (za —xc)y + (xb —ya);).
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— If T # 0, then the submersion is isomorphic to the Hopf
fibration

miS? o 8, lew) = = (2, 3 — k),
for a certain Riemannian metric in 3 = {(z,w) € C? :
1212 + [w|2 = 1} and the Killing vector field is given by
T (iz, iw). Moreover, the fibers have length [2T|.

In particular, we characterize the homogeneous spaces [E(k, T) as the only
simply-connected 3-dimensional spaces which admit a Killing submersion
of constant bundle curvature T over the simply-connected surface of cons-
tant curvature k. We also characterize them as the only simply-connected
3-dimensional homogeneous spaces admitting a Killing submersion structu-
re (see Lemma 1.29). We also remark that the product spaces M2 (k) x R are
those with T = 0.

It is interesting to observe how well the geometries of M and [ of a Killing
submersion 7t : E — M are related, and geodesics or isometries are samples
of this good relation. In the case of geodesics of E, they can be divided in
three different types: vertical ones, horizontal ones (which are horizontal
lifts of geodesics of M) and those which are neither vertical nor horizontal,
each of which make a constant angle with the vertical direction and whose
projection is well understood (see Proposition 1.23). On the other hand, a
beautiful classification result is obtained when we look for isometries of E
preserving the vertical direction, which will be called Killing isometries (see
Theorem 1.28).

Let 7t : E — IM? (k) be a Killing submersion, E simply-connected,
with bundle curvature T € C®°(M?(«)).

a) Given a Killing isometry f : E — E, there exists a unique iso-
metry h : M? (k) — M? () such that 7o f = ho 7. Moreover,
Toh = T when f is orientation-preserving and Toh = —1
when it is orientation-reversing.

In particular, if T is a non-zero constant, there do not exist
orientation-reversing isometries.

b) Given an isometry h : M2(x) — M2(k) and Po,qo0 € E
satisfying h(7t(po)) = 7(qo), the following properties hold:
— If hoT = T, then there exists a unique orientation-pre-

serving Killing isometry f : E — [E such that mof =
homand f(pg) = qo.
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- If hot = —1, then there exists a unique orientation-
reversing Killing isometry f : IE — [E such that mof =
homand f(pg) = qo.

This construction provides a surjective group morphism from the group
of Killing isometries of E to the group of isometries of M which either
preserve T or map it to —1. The kernel of this morphism is the subgroup
of isometries of [E that leave the fibers invariant (i.e., the kernel consists of
vertical translations, and it also contains the symmetries with respect to a
slice in the case T = 0). On the other hand, this gives an alternative proof
of the fact that the isometry group of the homogenous space E(k,T) has
dimension 4.

Regarding the surface theory on a Killing submersion 7w : E — M, we
study two families of surfaces which will play an important role in the deve-
lopment of the rest of this monograph: vertical cylinders, i.e., the preimage
through 7 of a curve o in M, whose geometry is completely determined
in terms of « (see Lemma 1.35), and vertical multigraphs. The latter are
defined as surfaces which are transverse to the vertical unit Killing field &
(or, equivalently, whose angle function v = (N, &) does not vanish, where
N denotes a unit vector field normal to the surface) and they can be locally
studied in parametric form. More explicitly, given a smooth local section of
the fibration Fp : V. € M — [E and a smooth function u: V — R, the graph
associated to u with respect to Fy is the surface parametrized by

Fu:V—=E, Fulp)=dymp (Folp)),

where {¢}+cR stands for the 1-parameter group of vertical translations. The
mean curvature H(u) of such a graph can be written in divergence form as

H(w) = - div Cu
= - M _—_—¥
2 1+ 16ul2,

where Gu = Vpmu— 7, (VEd) € X(M) and d : E — R is the oriented vertical
distance in E to the initial section Fy and Vg stands for the gradient in E
(see also [LRo9]). It can be shown that H is a second-order quasilinear elliptic
operator and, then, two functions u and v defined over the same domain
with H(u) = H(v) satisfy a maximum principle and, more generally, a nodal
theorem which describes the intersection of the corresponding graphs (see
Theorem 1.41).
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BOUNDARY CURVATURE ESTIMATES IN M x R

The main objective of chapters 2, 3 and 4 is to understand constant mean
curvature multigraphs X in M? (k) x R. In chapter 2, we will focus on the
study of constant mean curvature graphs in the product M x IR, where M
is a Riemannian surface. Observe that the projection over the first factor is
a Killing submersion with zero bundle curvature and Killing vector field 9+,
where t denotes the parameter in the R-factor (they include the homogeneo-
us spaces R3, H? x R and S? x R). The study of minimal and constant mean
curvature surfaces in M x R has been extensive during the last decade; for
some early references, the reader can check [Rosoz2, MRog, MRos].

We will begin by studying constant mean curvature graphs £ ¢ M x R
whose boundary 90X lies in M x {0}, paying special attention to the case
when the angle function v = (N, 0¢) is constant along the boundary or, in
other words, when a capillarity condition is satisfied (we define N as the
unit normal vector field to X for which the mean curvature of X is non-
negative). This last case contains those H-surfaces made out of two graphs
which are symmetric with respect to a horizontal slice (such surfaces will
be called H-bigraphs in the sequel), and, hence, it also contains all compact
embedded H-surfaces in M x R by a classical application of the Alexandrov
reflection principle [Ales6]. In the case of M2(k) x R, compact embedded
surfaces with constant mean curvature are classified for k < 0; they exist
if, and only if, 4H? + k > 0, and they are rotationally invariant spheres. Ne-
vertheless, the case k > 0 is quite different; namely, there exist rotationally
invariant embedded constant mean curvature tori (see Section 2.1 for a com-
plete classification of the constant mean curvature H-bigraphs invariant by
a 1-parameter group of ambient isometries). As a consequence of the cons-
truction carried out in Section 3.4, we will deduce that there also exist many
compact (possibly non-embedded) periodic tori which are also symmetric
with respect to some horizontal slice.

The classification of compact H-bigraphs in S%(k) x R is not well unders-
tood yet, and we will give some results concerning the vertical maximum
height that such a surface can reach, as well as bounds for the geodesic cur-
vature of its curve of horizontal reflective symmetry. We will also treat the
non-compact case in M? (k) x R, which is not so easy for k < 0. We refer the
reader to the work of Ritoré [Ritg7] and GrofSe-Brauckmann [GBg3], where
some examples are constructed for k = 0.

Back into the general case Z C M x R, if we denote by c the infimum
of the Gaussian curvature of the domain of M over which ¥ is a graph,
we will assume the hypothesis 4H2 + ¢ > 0. As constant mean curvature
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vertical graphs in M x R are stable (their angle function has no zeros and
lies in the kernel of the stability operator, see Lemma 5.2), it is possible
to apply Theorem 2.8 in [MPRo8] to conclude that the intrinsic distance
function d(p, 0X), p € Z, is bounded, which implies that the height function
is also bounded. In the case 4H? + ¢ < 0, this property fails to hold as
invariant examples in H? xR given by Onnis [Onno8] and Sa Earp [SaEo8]
show. Let us also consider the height function h € C*(Z) given by h(p,t) =
t and the angle function v € C*°(Z).

Aledo, Espinar and Gélvez considered in [AEGo08] an H-graph £ C M x R
over a compact open domain Q that extends to its boundary with h = 0
and v = vp in 0Q. Taking ¢ = inf{Kpm(p) : p € Q} and supposing that
4H? + ¢ > 0, then they proved that X can reach at most height «(c, H, vp),
where the value of «(c, H,v¢) is given by

4H <arctan <ﬁ) + arctan <W)> ifc <0,

e ifc—0, (70)
H ifc=0,
4H Ve vo/C .
Vactzie (arctanh (\/m) + arctanh (m)) if ¢ > 0.

Indeed, they gave the estimate above for the case vy = 0 but their argument
can be directly generalized. They also proved that this bound is sharp in
terms of ¢ and H, in the sense that, if equality holds, then Q has constant
Gaussian curvature ¢ and, if M = IM?Z(c), then the surface is a spherical cap
of a rotationally invariant sphere meeting the boundary with constant angle
vp. This result is a generalization of the ideas given by Serrin [Ser69] and is
a consequence of the maximum principle for a clever choice of a geometric
subharmonic function involving h and v.

When we restrict ourselves to the capillarity problem (i.e., L satisfies v =
vo for some —1 < vy < 0 along its boundary), we can prove the following
estimate for the geodesic curvature by applying the maximum principle at
the boundary rather than in the interior (see Theorem 2.6).

Let ¥ € M x R* be a constant mean curvature H > 0 graph
over a compact regular domain O C M with zero values in 90.
Suppose that ¢ = inf[Kpm (p) : p € Q} > —4H? and v = vy in 9Q
for some —1 < vy < 0. Then,

—4H2 +¢(1— n%)

Kg 2 7
4H,/1—03

where kg is the geodesic curvature of 9Q) in M with respect to
the outer conormal vector field.

*)
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Furthermore, if there exists p € 9Q such that equality in (»)
holds, then Q has constant Gaussian curvature ¢ and L has zero
Abresch-Rosenberg differential (see Remark 2.5).

This result has some interesting consequences for compact H-bigraphs (see
Corollaries 2.11 and 2.12) due to the fact that, for vg =0,¢c >0and 0 < H <
%\ﬁ, the previous bound gives kg > 0, so the boundary is convex towards
the outer conormal vector field.

The next step is to assume additional restrictions on the maximum height
that the H-graph reaches in M x R™". More specifically, we will suppose that
[h| < m- a(c.H,vg) for some constant 0 < m < % (i.e., m is the fraction of
the maximum height of the spherical cap with the same mean curvature
and capillarity angle) and improve the previous bound to the following one
(see Theorem 2.14).

If there exists 0 < m < % such that |h| < m- «(c, H, vg), then the
following lower bound for the geodesic curvature of 0Q in M
(with respect to the outer conormal vector field) holds:

s (4 —8m)H? + ¢(1 — v3)
gz :
4mH, /1 — v}

As we did in the general case, we can get some applications to compact
H-bigraphs (see Corollaries 2.15 and 2.16). Under these assumptions, the
characterization of equality becomes trickier, and we develope a technique
which shows that a constant mean curvature surface whose height is a fun-
ction of the angle must be invariant by a 1-parameter group of horizontal
isometries (see Lemma 2.13). The proof is in the spirit of that of Espinar
and Rosenberg (cf. [ERo9]) for surfaces with vanishing Abresch-Rosenberg
differential.

Finally, we remove the compactness condition in the case M = M2 (k)
and prove the following result (see 2.17). The reason why we restrict to
M = M? (k) is that the argument requires that M x R is homogeneous.

Let £ C M?(k) x R be a properly embedded H-bigraph over a
domain Q C M?(k) with 4H? + k > 0, symmetric with respect
to M2 (k) x {0}, and suppose that there exists 0 < m < % such
that |h| < m- «(k, H,0) in Z. Then, the following lower bound for
the geodesic curvature of 9Q in M? (k) (with respect to the outer
conormal vector field) holds:

(4 —8m)H2 + k

kg = 4mH
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Furthermore, if equality holds at some p € 0Q), then
i) L is a rotationally invariant torus in the case k > 0, or

ii) X is a cylinder invariant under horizontal translations in the
case kK =0, or

iii) ¥ is a cylinder invariant under hyperbolic translations in
the case k < 0.

This result is based on ideas given by Ros and Rosenberg in [RR10]. We
remark that the analysis of the equality carried out in the last result also
follows from Lemma 2.13, and that the invariant examples characterized in
the statement are all described in section 2.2.

To finish the chapter, we give an application of the above techniques to get
a sharp lower bound for the distance from a point in X to 9Z. More explicitly,
we prove that such a distance is bigger than or equal to the distance of the
rotationally invariant spherical cap with the same mean curvature in the
homogeneous case (see Theorem 2.19).

CONJUGATE PLATEAU CONSTRUCTIONS

In 1970, Lawson [Law?yo] established a celebrated correspondence between
simply-connected minimal surfaces in a space form M3 (k) and constant
mean curvature H surfaces in M3 (k — H?). He applied this correspondence
to the construction of doubly-periodic mean curvature one surfaces in R3.
The technique he used to construct such examples is known as the conjugate
Plateau construction and it has become a fruitful method to obtain constant
mean curvature surfaces in space forms (see, for example, [KPS88, Kar89,
GBo3, Polg4]). The main steps of this construction are the following:

1. Solve the Plateau problem in a geodesic polygon in IM3 (k).

2. Consider the conjugate H-surface in M3 (k — H?) whose boundary lies
on some planes of symmetry, since the initial surface is bounded by
geodesic curves (cf. [Kar89g, Section 1]).

3. Reflect the resulting surface across its edges to get a complete (not
necessarily embedded) H-surface in M3 (k — H?).

The purpose of Chapter 3 is to define rigorously all the ingredients neces-
sary to extend the conjugate Plateau construction to the case of [E(k, T), and
to apply the method to construct complete H-surfaces in H? x R (for H > %)
and $% x R (for H > 0) with many symmetries. This generalization was first
introduced by Hauswirth, Sa Earp and Toubiana [HSTo8] in the case of the
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associate minimal surfaces in IH? x R, but many other papers have appeared
in this area (see, for example, [MR12, Rod1o, MRR11b]).

The first tool we will need is an analog to the Lawson correspondence
in the E(k, T)-setting, a role which is played by the Daniel corresponden-
ce. Briefly, given E = E(k,7) and E* = [E(«*,t*) such that k — 472 =
k* —4(7*)?, and given 0, H, H* € R satisfying H + it = e!® (H* +it*), there
is a isometric correspondence between simply-connected H-surfaces immer-
sed in E and simply-connected H*- surfaces immersed in E* (see [Danoy,
Theorem 5.2] for a full description). Corresponding surfaces are determined
up to an ambient isometry and they are often called sister surfaces.

Although a complete discussion is made in Section 3.1, we will restrict
ourselves here to the case of the correspondence between a minimal immer-
sion ¢ : £ — E(4H2 + ¢,H) and its sister H-surface ¢* : £ — M?(e) x R
for € € {—1,1}. Let us remark that it is instrumental in what follows the
fact that the phase parameter 0 is equal to 5. We will obtain the following
correspondence between curves in I (see Lemma 3.2):

Given a smooth curve « : [a,b] — X, if ¢(«) is a horizontal geo-
desic (resp. vertical) in E(4H2 + ¢,H), then ¢*() is contained
in a vertical (resp. horizontal) plane in IM?(e) x R, which the
immersion ¢* meets orthogonally.

We will also get a correspondence between isometries (see Lemma 3.3):

If ¢$(X) is invariant by a reflection across a horizontal (resp. ver-
tical) geodesic ¢(x) in E(4H? + ¢, H) then ¢*(X) is invariant by
a reflection with respect to a vertical (resp. horizontal) plane in
M2(e) x R.

Moreover, the curve ¢*(«) is the curve where ¢* meets (ortho-
gonally) the plane of reflection.

Unfortunately, the control of elements which are neither vertical nor hori-
zontal seems to be difficult and we are only able to consider polygons made
out of vertical and horizontal geodesics, which is a quite rigid condition in
E(4H2 + ¢, H). On the other hand, we must ensure that the surface extended
by reflection with respect to geodesics or planes produces a regular surfa-
ce, but this is a consequence of some general results (cf. [DHKWg2, CS85]),
which are commented in Section 3.1.2.

In order to illustrate the previous results, in Section 3.2 we will apply the
correspondence to the spherical helicoids in the Berger spheres, i.e., minimal
surfaces which are ruled by horizontal geodesics and are invariant under a
1-parameter group of helicoidal motions in the Berger spheres. They are cha-
racterized as the only surfaces in the underlying S which are minimal for
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any Berger metric (cf. [Tor12, Proposition 1]). We will show that their sister
H-surfaces in M?(e) x R are the rotationally invariant ones constructed by
Hsiang and Hsiang [HH89] and Pedrosa and Ritoré [PRgg] in 52 x R and
H? x R (see Proposition 3.5), and the rotationally invariant torus in $2 x R
or the cylinder invariant under hyperbolic translations in H? x R (these
exceptional cases are discussed in Section 3.4.2).

The second step of the generalization is to guarantee the existence of solu-
tions of the Plateau problem with boundary a certain geodesic polygon. In
fact, we will be able to prove an existence and uniqueness result for a wider
class of possible boundaries in a general Killing submersion 7t : E — M,
which is partially based on the ideas of Pinheiro [Pino7]. To state this result,
we need to introduce the concept of an admissible Nitsche contour. Roughly
speaking, a Nitsche contour is a piecewise-smooth closed curve I' C E such
that (a) I' is made out of regular segments which are either vertical seg-
ments or they project one-to-one by 7, and (b) the m-projection of I bounds
a relatively-compact simply-connected domain QO C M (see Definition 3.7).
If the solid cylinder 7w~ '(Q) is a mean convex 3-manifold with boundary
in the sense of [MY82a], we will call the Nitsche contour admissible (see
Lemma 3.10). We now state the aforementioned existence and uniqueness
result (see Theorem 3.11).

Let 7t : E — M be a Killing submersion whose fibers have infinite
length and suppose that I' C E is an admissible Nitsche conto-
ur with associated domain O C M. Then, there exists a unique
minimal surface £ ¢ 7' (Q) with boundary I'. Moreover, the
interior of the surface L is a vertical graph over Q.

The first application of these results is the construction of a 1-parameter fa-
mily of complete singly-periodic H-surfaces in the product spaces M?(e) x
R for 4H2 + € > 0, € € {—1,1}, which come from minimal surfaces in the
Berger spheres E(4HZ + ¢,H). The resulting surfaces in MZ(¢e) x R are in-
variant by a discrete 1-parameter group of ambient isometries, consisting of
rotations in $% x R or hyperbolic translations in IH? x R (see Theorem 3.18).
Moreover, we make a quite precise study of the original piece in the Berger
sphere (see Section 3.4.1) that allows us to depict quite faithfully its sister
surface (see Section 3.4.2) and to deduce that it must have an unduloid-like
shape.

One of the most interesting properties of these examples (and related to
the results in the previous section) is the fact that they are all symmetric
with respect to a horizontal slice (though not neccesarily embedded) and
have bounded height. Furthermore, for each % < m < 1, the construction
provides a unique example whose maximum height is exactly m - «(e, H, 0),
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where we recall that (e, H,0) is the maximum height of a rotationally inva-
riant H-sphere in MZ(e) x R and %oc(e, H,0) is the maximum heigth of the
rotationally invariant H-torus (for e = 1) or the H-cylinder invariant under
hyperbolic translations (for € = —1). In fact, this construction gives a conti-
nuous deformation between these two examples. In the case € = 1, we will
show that they give rise to many compact examples for every value of H.

The second application of the conjugate Plateau construction, which Sec-
tion 3.5 is devoted to, is to obtain 1/2-surfaces in H? x R which have the
symmetries of a tessellation of IH? by regular polygons (cf. Theorem 3.24).
This is the horizontal analog in H? x R of doubly-periodic minimal sur-
faces in IR3, but it does not have a counterpart in $? x R (recall that the
value H = 1/2 is critical as it has been mentioned above). In this case, the
correspondence comes from minimal surfaces in the Heisenberg group.

Furthermore, we will give some applications to the construction of com-
pact 1/2-surfaces in M x R, where M is a compact surface with constant
Gaussian curvature —1 that can be realized by a regular gluing pattern (i.e., a
gluing pattern which can be carried out in a regular tessellation and such
that the vertices of any polygon of the tessellation are all identified together)
of the sides of a regular polygon in H? (see Corollary 3.27). In particular,
all topological surfaces with negative Euler characteristic can be produced
with this method.

COMPLETE MULTIGRAPHS IN [E(k, T)

It has been already mentioned that vertical multigraphs are natural examples
to consider in the theory of constant mean curvature surfaces in a Killing
submersion 7 : E — M (let us recall that a vertical multigraph is a surfa-
ce which is transverse to the vertical Killing vector field). Nevertheless, it
is interesting to determine whether a multigraph is embedded or not, or
whether it is a vertical graph (i.e., it does not intersect twice any vertical
fiber). Chapter 4 is devoted to solve these questions when the H-multigraph
is assumed to be complete in [E = E(k, ) for 4H2 +k < 0 or 4HZ +k > 0.
More specifically, we will prove that the only examples for 4H2 + k > 0 are
horizontal slices in 5%(k) x R (see Proposition 4.4), and that every comple-
te vertical H-multigraph with 4H? + k < 0 is, in fact, a vertical graph (see
Section 4.2).

Hauswirth, Rosenberg and Spruck (cf. [HRS10, Theorem 1.2]) proved a
halfspace-type theorem for properly embedded 1/2-surfaces in H? x R to
deduce that a complete vertical multigraph with mean curvature 1/2 in
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H? x R is an entire vertical graph. Later on, Daniel and Hauswirth extended
this result to the Heisenberg group Nil3 by proving another halfspace-type
theorem for minimal surfaces properly immersed in Nils. Finally, Fernan-
dez and Mira (cf. [FM10, Theorem 6.10] for a full reference) extended those
results to the case of complete vertical multigraphs in E(k, T) with constant
mean curvature H satisfying 4H? + k = 0, obtaining that they must be entire
vertical graphs, too. Putting all the cases together, we have the following
nice depiction of complete vertical multigraphs in [E(k, T).

Let X be a complete vertical multigraph with constant mean cur-
vature H in [E(k, 7). Then, one of the following statements hold:

a) E(k,7) =5? xR and I is a horizontal section.
b) 4H? +« < 0 and I is a vertical graph.
Furthermore, if 4H? + k = 0, then I is an entire graph.

Note that, in the case 4H? + k < 0, the fibration is over HZ (k) and, up to
an homothety in the metric, we can suppose k = —1 and |H| < % Under
these conditions, we will prove that the boundary of the domain Q c H?
over which the graph is defined consists of (possibly infinitely many) cur-
ves of constant geodesic curvature 2H or —2H in IH?, where the graph takes
constant values +oo or —oco. Moreover, the sign of the boundary curvature
is determined by the sign of this assymptotic value and the choice of orien-
tation. Let us also remark that the condition [H| < % is also equivalent to
the fact that a complete curve of constant geodesic curvature 2H in TH? has

infinite length.
PARABOLIC STABLE SURFACES

It has been pointed out that H-surfaces in a Riemannian three-manifold M
constitute a natural object of study since they are critical points of the fun-
ctional J = Area — 2H - Volume for compactly supported normal variations
(see Proposition 5.1). In what follows, we will restrict ourselves to the ca-
se of a 2-sided surface X so the variational vector field of such a variation
is given by a function rather than by a section of the normal bundle of X
(equivalently, & admits a globally defined normal vector field N).

Among all complete H-surfaces in M, the subclass of stable H-surfaces (i.e.,
those satisfying J”/(0) > 0 for every compactly supported normal variation)
play a special role in the theory. This is due, for instance, to the fact that,
under some natural conditions, limits of complete H-surfaces produce com-
plete stable H-surfaces as Meeks, Pérez and Ros proved (cf. [MPR1o0]). This
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notion of stability is stronger than usual stability associated to isoperimetry,
where J”(0) > 0 is required for every normal variation given by a compactly
supported function whose integral vanishes.

More explicitly, for a given 2-sided immersed H-surface I in M and a
normal variation of Z with variational field fN, f € C3°(Z), we can write

3"(0) = Q(f,f) = —J fLf,
z

where L = A +|AJ]2 +Ric(N) and A stands for the shape operator of the
immersion. This extrinsic formulation motivates the interest of the study
of a purely intrinsic Schrédinger-type operator L = A + g on an abstract
Riemannian n-manifold (M, ds?), where A is the Laplacian with respect to
ds? and q € C*®(M), under the condition that —IM fLf > 0 for all f €
CZ (M) (this condition is often written as —L > 0).

If we assume that M has no boundary and the underlying conformal struc-
ture of ds? is parabolic (i.e., every positive superharmonic function on M is
constant), we can prove the following result on the operator L:

Let M be a Riemannian parabolic n-manifold without boundary.
Consider an operator L = A+ q, where q € C*(M), and suppose
that u,v € C*°(M) are such that u is bounded, v > 0, and uvLu >
u?Lv on M. Then, u/v is constant.

As a consequence, if —L > 0 on a parabolic manifold M and there exists a
bounded solution of Lu = 0 on M, then either u identically vanishes or it
vanishes nowhere and the linear space {u € C*°(M) : Lu = 0, u is bounded}
is 1-dimensional (see Theorem 5.5 and Corollary 5.6). This property resem-
bles the behavior of the first eigenfunction of a Schrodinger operator in the
classical compact setting.

Given a Killing submersion n : E — M and an H-surface ¥ immersed
in [E, we can apply the above intrinsic result to the angle function, which
is a bounded function in the kernel of the stability operator of Z, to obtain
conditions under which the surface is a vertical multigraph or even an entire
graph. The following result follows easily.

Let : E — M be a Killing submersion. Any orientable complete
parabolic stable H-surface immersed in [ is either a vertical mul-
tigraph or a vertical cylinder over a complete curve of geodesic
curvature 2H in M.

In the case of the space [E(k,T), we can improve this result by using the
information about multigraphs that we proved in Theorem 4.1.
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Let X be an orientable, parabolic, complete, immersed stable H-
surface in [E(k, 7). Then, one of the following statements hold:

a) E(k,7) =5%(k) x R, H=0 and X is a horizontal slice.

b) 4H? +k < 0 and I is either a vertical graph or a vertical
cylinder over a complete curve of geodesic curvature 2H in
M? (k).

Rosenberg [Roso6] proved that, if ¥ is an orientable, complete, immersed,
stable H-surface in E(k, T), then HZ < %(TZ — k), except for the special case
of a horizontal slice in $%(k) x R. It is conjectured that the optimal upper
bound on H? under these conditions is —4 rather than %(Tz — k). In this line,
the last result displayed above gives a positive answer to this conjecture
under the additional assumption of parabolicity. Nevertheless, we will be
able to improve slightly the bound %(TZ — k) without requiring parabolicity
(see Corollary 5.10).

Let X be an orientable, complete, immersed, stable H-surface in
E(k,T) with k < t2. Then, HZ < %(Tz — k) — ¢ for some ¢ > 0.

This result was already proved by Meeks, Pérez and Ros [MPRo8] in H? x R
and this particular case turns out to imply the whole statement via the
Daniel correspondence. Nevertheless, the proof supplied is independent.

To finish Chapter 5, we will introduce horizontal minimal graphs in the
Heisenberg group Nil3 = E(0, ) = R3 and study the corresponding Berns-
tein problem. A horizontal graph over a domain Q in the (y, z)-plane is the
surface parametrized in terms of a function u € C*(Q) by

F(UIZ) = (U(U/Z)/y/l+ %U«(U/Z)) ’ (yrZ) €Q, (**)
These graphs are called horizontal since they are transversal to integral cur-
ves of the Killing vector field X = 9y + 30, though this construction does
not give special priority to any horizontal direction in Nilz. In spite of the
fact that every minimal horizontal graph is stable, the Killing vector field X
fails to be bounded. Nonetheless, the arguments for stable H-surfaces in this
chapter give the following result (see Theorem 5.13). Note that every entire
horizontal graph in Nilz (i.e. the domain Q) appearing in (+*) is the whole
(y, z)-plane) is proper and, thus, complete.

Let ~ be a complete minimal horizontal multigraph in Nilz. If X
is parabolic, then it is a vertical plane or it is invariant under a
1-parameter group of translations (cf. [FMPgg]). In particular, X
is an entire horizontal graph.
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Esta tesis ha sido fruto
de cuentas infinitas.

SOBRE ESTA TESIS

Las cosas no siempre son lo que parecen. Esta memoria que lector estd aho-
ra hojeando estd estructurada por capitulos de una forma légica y conse-
cuente, tratando de ser lo més auto-contenida posible. Sin embargo, nacié
de intereses heterogéneos, de trabajos sin relacién aparente, de parches de
unos temas sobre otros, y no fueron sino el esfuerzo final y la perseverancia
quienes consiguieron hacer de ella la unidad que ahora se presenta. En las
siguientes lineas, trataré de motivar la trayectoria que condujo a la consecu-
cién de la misma, asf como algunos puntos de inflexién fundamentales.

El trabajo que aqui se presenta comenz6 alla por septiembre de 2008 con
el estudio del grupo de Heisenberg. La seccion 1.4.2 es, por tanto, por don-
de comienza esta historia. El lector avispado habra visto que se incluyen
muchos detalles de la geometria de Nil3 que realmente no se usan en el
resto de los capitulos, pero han quedado alli como tributo a aquéllos meses
en que me dediqué tediosamente a calcular geodésicas, isometrias, campos
de Jacobi, lugares de corte,... asociados a este espacio, y que me dieron una
visién bastante intuitiva del resto de espacios [E(«k, T). De ahi, stibitamente,
casi sin darme cuenta, me vi embarcado junto a Joaquin Pérez y Magdale-
na Rodriguez en la investigacion de verdad y tuve que dejar a un lado mi
exploracién geométrica para estudiar espacios de Sobolev y operadores abs-
tractos de Schrodinger. Este periodo dio su fruto y durante 2009 concluimos
nuestro articulo de investigacién, mi primer articulo, donde buena parte de
lo que yo habia intentado aportar, muy a mi pesar, no habia funcionado.

Hacia finales de 2009, Antonio Ros me planteé un problema de naturaleza
distinta: generalizar las estimaciones de curvatura geodésica en su articulo
con Harold Rosenberg [RR10] a otras variedades producto distintas de R3.
Trabajando ahora en solitario, tardé un tiempo en familiarizarme con las
nuevas variedades ambiente, pero vi que conseguia encontrar situaciones
mas generales donde seguia consiguiendo estimaciones (eran mis primeros
resultados propios). Sin embargo, el punto culminante llegé cuando encon-
tré la expresion del potencial del operador con singularidades dada por (47).
Eso fue en un vuelo Madrid-Rio de Janeiro, el 3 de abril de 2010, y, viendo
esa férmula, supe que me gustaba lo que estaba haciendo. Durante los si-
guientes meses terminé de redactar el articulo, pero algunas preguntas que-
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daban en el aire porque, aparte de los ejemplos de rotacién, nadie conocia
mads superficies a las que aplicar mi resultado.

Fue entonces, justo antes del verano de 2010, cuando planteé a Francisco
Torralbo la posibilidad de construir mas ejemplos de H-superficies compac-
tas y embebidas en $% x R, uno de los espacios que méas me gustaban por
aquel momento (porque, sin ser compacto, parecia esconder una teorfa muy
rica de H-superficies compactas, algo que hoy dia sigo creyendo y sigo sin
saber concretar). Aquello se convirtié en el trabajo maés satisfactorio que
he hecho durante mi doctorado, pues estaba lleno de intuicién geométrica.
Ademads, aprendi bastante sobre el resto de espacios E(k, 1), especialmente
sobre el universo compacto de las esferas de Berger. Aunque conseguimos
construir las superficies que buscdbamos, se nos resistia probar que eran
embebidas: intentamos posiblemente diez aproximaciones distintas al pro-
blema del embebimiento pero ninguna era viable. Esto hizo que, aunque
el articulo original llevé un trabajo de poco més de un mes, el empefio en
resolver este problema se prolongara infructuosamente seis meses maés.

Empezando el nuevo curso académico, visité la Universidad de Darmstadt
durante dos semanas, donde segui pensando el problema bajo un enfoque
nuevo que habfa encontrado. Sin embargo, el resto de tareas que tenfa que
hacer me impidi6 seguir ese camino (un congreso que organizar; otro articu-
lo que escribir y que, una vez escrito, result6 no ser innovador; la docencia;...).
Obviamente, acabé muy cansado. El afio 2012 llegd y con él mi estancia de
tres meses en la Universidad de Marne-la-Vallée, donde cambié radicalmen-
te de tema, trabajando con Laurent Hauswirth en curvatura total finita y
con Rabah Souam en superficies totalmente umbilicales. No obstante, el mo-
mento final se acercaba inexorablemente pues esta tesis tenia que ser escrita
y, del articulo escrito pero condenado al olvido, me interesé por las sub-
mersiones de Killing como motivo introductorio para tratar conjuntamente
variedades producto y espacios E(k, T). Claro que cuando comencé a infor-
marme sobre el tema descubri que no se conocifan ejemplos y, ;qué mejor
que comenzar a analizar la existencia y unicidad de submersiones de Killing
dos meses antes de la fecha limite para el depdsito de la tesis? Efectivamen-
te, fue en marzo de 2012 cuando comencé lo que hoy son las secciones 1.1,
1.2y 1.3 (aqui me gustaria hacer mencién especial al dia en que, todavia en
Paris, encontré las métricas candnicas y demostré los lemas 1.9 y 1.15). Estos
dos ultimos meses fueron bastante tensos pero es la parte de la memoria que
mejor sabor me ha dejado. Ademas, el estudio detallado de la geometria del
grupo de Heisenberg en 2008 ha sido sin duda la causa de la mayoria de las
ideas para submersiones de Killing arbitrarias.

José M. Manzano
Granada, junio de 2012.
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