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Introduccion

Un grupo categorico es una categoria monoidal donde todo morfismo es iso-
morfismo y todo objeto tiene un inverso respecto al producto tensor. Recien-
temente el estudio de grupos categoricos ha recobrado interés, como muestran
los trabajos de Breen [2], Carrasco-Cegarra [9] y [10], y Rousseau [47], que
abordan, entre otros, el problema de clasificacién de extensiones de grupos
categéricos (véase también el trabajo de Ulbrich [56]); de Cegarra-Garzén
[14], sobre clasificaciéon homotdpica de torsores categéricos; de Joyal-Street
[34], que estudian la clasificacién de grupos categéricos trenzados y los de
Kasagian-Vitale [36] y Vitale [59], que desarrollan aspectos mas estructurales
de la categoria de grupos categéricos (como las nociones de niicleo, conticleo
o factorizacién de homomorfismos). Todos ellos muestran, junto con otros
mas “clasicos” [50], [51] y [40], que grupos categdricos constituyen objetos
algebraicos de interés en si mismos.

Por otro lado, es bien conocido que grupos categoricos (trenzados o
simétricos) son modelos algebraicos de CW-complejos conexos con grupos
de homotopia nulos en dimensiones distintas de 1 y 2 (2 y 3 en el caso
trenzado 6 n y n+ 1, n > 3, en el simétrico). De esta manera, grupos
categoricos son también importantes en topologia algebraica. Noétese que
grupos categoricos estrictos (trenzados o simétricos), i.e., grupos categéricos
donde los isomorfismos canénicos de asociatividad y unidad a izquierda y
derecha son identidades, son lo mismo que médulos cruzados (reducidos o
estables), cuyo interés en teoria de homotopia se remonta a Whitehead [60]
y MacLane-Whitehead [44].

En esta memoria definimos y estudiamos una teoria de cohomologia,
H"(X,,A), para conjuntos simpliciales con coeficientes en grupos categéricos

simétricos, haciendo uso de la cohomologia de Takeuchi-Ulbrich para com-
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plejos cosimpliciales de grupos categéricos simétricos, [51], [52]. Esta teoria
de cohomologia generaliza la cohomologia simplicial usual con coeficientes en
grupos abelianos, cuando éstos son vistos como grupos categoricos discretos
y, en definitiva, la cohomologia singular de CW-complejos. Estamos intere-
sados en estudiar el significado topoldgico de esta cohomologia, esto es, en
estudiar sus aplicaciones en teoria de homotopia en la misma linea de lo que

ocurre en la cohomologia singular usual.

Por otra parte, grupos categéricos (simétricos) junto con funtores monoi-
dales y transformaciones monoidales constituyen una 2-categoria, que puede
verse como el andlogo dos dimensional de la categoria de grupos (abelianos).
Uno de nuestros objetivos al iniciar este trabajo era abordar el concepto dos
dimensional equivalente a la nocién de 2-extensién especial de un grupo GG
por un grupo abeliano A, [31], [61]. Esto es, para G un grupo categérico y A
un grupo categorico simétrico, definir lo que se entiende por una 2-extension
especial de G por A y realizar su clasificacion homotépica y cohomoldgica
haciendo uso de los resultados obtenidos para la cohomologia simplicial estu-
diada en la memoria. Aunque este objetivo no llegamos a cubrirlo totalmente,
como comentaremos mas adelante, lo conseguiremos cuando G es un grupo
categdrico discreto definido por un grupo G y se tiene definida sobre A una
G-accién. Esta, sin embargo, creemos que es una primera etapa importante

para su consecucién en el caso general.

La memoria esta dividida en tres capitulos. Comenzamos en el Capitulo
primero estableciendo los conceptos y terminologia basica sobre grupos cate-
goéricos, que utilizaremos a lo largo del trabajo. De entre los diferentes
ejemplos de grupos categoricos, nos ocupamos, en el apartado 1.2, de estu-
diar con detalle los llamados grupoides de homotopia superiores, o, (X, *),
n > 0, de un complejo de Kan punteado. Estos son definidos por Carrasco-
Cegarra en [9], de forma andloga a la definicién de Moore [46] de los grupos
de homotopia. Asi, para n = 0, po(X,.,*) = ©(X.,*) es el grupoide fun-
damental de X,, (también llamado grupoide de Poincaré de X,), y, para
n > 1, pu( X, *) = p(Q2"(X,, *)), el grupoide fundamental del n-ésimo com-
plejo de lazos de (X,,*), [16]. La estructura monoidal de g, (X,,*), para
n > 1, que describimos en 1.2.2, se define de forma combinatoria, usando

unicamente la estructura simplicial del complejo, al igual que Kan hace para



Introduccion

definir sus grupos de homotopia [35]. En [9] se demuestra también que, para
n > 2, pn(Xe, %) es ademds un grupo categérico trenzado. Sin embargo, la
condicién de simetria no se aborda en dicho trabajo y, aunque ésta puede
demostrarse usando las mismas técnicas empleadas alli, nosotros damos una
demostracion alternativa. Para ello, nos apoyamos en el hecho de que si
G, es un grupo simplicial y lo punteamos por el elemento neutro e € Gy,
entonces @, (G, €) es un grupo categoérico simétrico, para todo n > 2, (en
este caso estricto), como se demuestra en [15] en términos de médulos cruza-
dos estables o en [6] en términos de grupos categéricos estrictos. Resulta
entonces que, para (X,,*) un complejo de Kan punteado y n > 2, existe
una equivalencia de grupos categéricos trenzados @, (X, *) — ©,-1G (X, *),
donde G(X,, %) es el grupo simplicial de lazos del subcomplejo fibra de X,
en el vértice *, [45]; concluyendo de esta forma la condicién de simetria para
on(Xe, %), para n > 3. En particular, tenemos que p, (X, *) es equivalente
al grupo categdrico estricto y simétrico C, (X, *) definido en [6]. Frente a es-
tos ultimos, los grupoides de homotopia superiores, presentan ventajas claras
a la hora, por ejemplo, de efectuar célculos (en complejos simpliciales fini-
tos el grupoide fundamental también lo seria), asi como una interpretacién
geométrica més comprensible, dado que los elementos en g, (X, *) siguen
siendo los simplices, y no elementos del grupo libre sobre ellos. Finalmente,
también nos ocupamos de relacionar g, (X,,*) con los invariantes de Post-

nikov.

Puesto que la cohomologia de Takeuchi-Ulbrich [51] es la base para definir
nuestra cohomologia, dedicamos el apartado 1.3. del Capitulo primero a
recordar cémo estd definida y a estudiar algunas propiedades que nos seran
fundamentales. Esta cohomologia se define para complejos de cocadenas y
complejos cosimpliciales de grupos categoricos simétricos. Puede asi conside-
rarse, en la linea que comentdbamos al principio, como el andlogo dos di-
mensional de la cohomologia de complejos (de cocadenas o cosimpliciales)
de grupos abelianos, pudiéndose ver, esta tltima, como un caso particu-
lar, cuando grupos abelianos son vistos como grupos categoéricos discretos.
De hecho, goza de propiedades analogas. Asi, por ejemplo, para el caso
de complejos de cocadenas, { H"(—)},>0 son funtores, desde la categoria de

complejos de cocadenas de grupos categéricos simétricos en la categoria de
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grupos abelianos, verificando la siguiente propiedad de “aditividad” sobre
homomorfismos: H"((F,0) + (G,0)) = H"(F,0) + H"(G,0).

Por otro lado, apoyandonos en la nocién de sucesién exacta corta de gru-
pos categéricos dada en [10], (esto es, una sucesién AL>B—(1>C, tal que ¢
es una fibracién de grupoides esencialmente sobreyectiva, ¢ - j es el morfismo
nulo y j establece una equivalencia entre A y la fibra de ¢ en el objeto cero),
definimos la nocion de sucesion exacta corta de complejos de cocadenas y
demostramos (Teorema 1.3.4) la existencia de una sucesién exacta larga
en cohomologia asociada a una sucesion exacta corta de complejos. Otro
concepto fundamental es el de homomorfismos homotdépicos: Dos homo-
morfismos de complejos (F,0),(G,0): A= (A,,d,) — B=(B,,0d,) son ho-
motopicos si existe una familia de homomorfismos R = (R, : A1 — By, )n>o
(la homotopia) 'y una familia de transformaciones monoidales
v= (v, F,— G,+ R,0+ 0R,_1)n>1, verificando la correspondiente
condicién de coherencia (Definicién 1.3.6). Como cabia esperar, homo-
morfismos homotoépicos inducen el mismo homomorfismo en cohomologia
(Teorema 1.3.7). Se verifica ademés que homomorfismos homotépicos son

estables bajo composicion.

Si consideramos ahora un complejo cosimplicial A, = (A,,, &, d;) de gru-
pos categodricos simétricos, su cohomologia se define como la del complejo
de cocadenas C(A,) = (A,,d,), donde 9, : A, — A, 1 viene dado por la

férmula usual del operador coborde, i.e., 0, = %1(—1)"@. Estos comple-
jos son un caso particular de los complejos serrii_—%osimpliciales considera-
dos por Takeuchi-Ulbrich, pues, entre otros cosas, ellos no consideran como
dato inicial los morfismos d; : A,y; — A,. Nosotros estamos interesados
fundamentalmente en buscar condiciones sobre A, de forma que podamos
trabajar con cociclos normalizados, esto es, cociclos cuya imagen por los
funtores ¢; se anula. Estas condiciones, que llamamos condiciones de nor-
malizacion sobre A, (Definicién 1.3.9), nos permiten construir un complejo
de cocadenas N(A,), el complejo normalizado de A,, definido, en el caso
particular en que los homomorfismos d; son estrictos, como Ny(As) = Ay v,
para n > 0, N,11(As) = S.1(0,...,0), la fibra del homomorfismo canénico

Sn ot A1 — Ay(A,), siendo A, (A,) el n-ésimo nicleo cosimplicial de A,.

4
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Existe un homomorfismo de complejos de cocadenas (7,60) : N'(A,) — C(A,),
inducido por la inclusion N, (A,) — A,, n > 0, que resulta ser (Teorema
1.3.13 de normalizacién) una equivalencia homotdpica y, consecuentemente,
tienen grupos de cohomologia isomorfos. El grupoide de n-cociclos de C(A,)
es equivalente al grupoide de n-cociclos de N'(A,), que no es otro que el de
n-cociclos normalizados.

Los resultados obtenidos para la cohomologia de Takeuchi-Ulbrich son
aplicados en el Capitulo segundo, dedicado a introducir y estudiar los gru-
pos abelianos de cohomologia H"(X,,A), n > 0, de un conjunto simpli-
cial X, con coeficientes en un grupo categérico simétrico A. Estos son
definidos (Definicién 2.1.1) como los grupos de cohomologia del complejo
cosimplicial de grupos categéricos simétricos A+, obtenido al considerar, en
cada dimensién, el grupo categérico simétrico AX» de funtores de X,,, visto
como categorfa discreta, en A. Observamos que el complejo AXe verifica la
condicién de normalizaciéon (Proposicién 2.1.2), con lo que, por el Teorema
de normalizacion, podemos reducirnos al uso de cociclos y cobordes norma-
lizados. Estos grupos de cohomologia presentan un buen comportamiento
respecto a aplicaciones simpliciales homotopicas, asi como respecto a homo-
morfismos de grupos categéricos simétricos homotopicos; en otras palabras,
constituyen invariantes homotopicos, al igual que ocurre con la cohomologia
simplicial usual. La relacién de esta tltima con nuestra cohomologia la es-

tablecemos por medio de una sucesion exacta larga

- — H"(X,, m(A)) — H"(X,,A) —— H™(X,, m(A))

P

H" (X, m(A)) —= H" (X, A)

T

siendo m(A) el grupo abeliano de componentes conexas de A 'y
m1(A) = Auta(0) el grupo abeliano de automorfismos en A del objeto cero.

En particular, si X, = S(X) es el complejo singular asociado a un espacio
topolégico X y A = (A = A) es el grupo categérico discreto definido por
el grupo abeliano A, obtenemos isomorfismos H"(S(X),A) = H™"(X, A),
n > 0, entre los grupos de cohomologia del complejo S(X) con coeficientes
en A = A y los grupos de cohomologia singular del espacio X.

Otros ejemplos de teorias de cohomologia relacionadas con la definida
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por nosotros se abordan en el apartado 2.2: Asi, nos ocupamos de ver la
relaciéon de nuestra cohomologia con la cohomologia de Ulbrich [56], (o en
otros términos, con la cohomologia de Frolich-Wall [25]), con la cohomologia
usual de grupos de Eilenberg-MacLane y con la cohomologia con coeficientes
en grupos categoricos estrictos y simétricos definida en [6].

En dimensiones bajas, observamos que H'(X,,A) coincide con el con-
junto de 2-cohomologia H?(X,, A) definido en [12], cuando los coeficientes
son simétricos. En particular, si X, = Ner(B) es el complejo nervio de una
categorfa pequenia B, resulta que el grupo H'(Ner(B), A) es biyectivo al con-
junto de 2-cohomologia H?(B, A) definido en [14] y entonces, por el Teorema
3.3 de dicho trabajo, clasifica clases de equivalencia de B-torsores sobre A.

Finalmente, para n = 2, H?(X,, A) estd también relacionado con la co-
homologia de Breen [2], cuando X, = K(G,1), el complejo de Eilenberg-
MacLane definido por un grupo G; y con la cohomologia de Carrasco-
Cegarra [10], cuando X, = Nery(G), el complejo clasificador de un grupo
categérico G (no necesariamente simétrico). Como corolario resulta entonces
que H*(K(G,1),A) clasifica extensiones centrales de G por A, [56], mien-
tras que H?*(Nery(G),A) clasifica extensiones centrales de G por A, [10,
Definicion 3.1].

Nos ocupamos, en el apartado siguiente, de generalizar la nocién de los
complejos de Eilenberg-MacLane K(A,n), de un grupo abeliano A, intro-
duciendo lo que denominamos n-nervio de un grupo categérico simétrico A,
K(A,n), para cada n > 0. Este es definido, en completa analogia con la
definicién de los complejos K(A,n), [21], como el conjunto simplicial que
tiene como ¢-simplices los n-cociclos normalizados del g-simplex estandar
Alg] con coeficientes en el grupo categdrico simétrico A, ie., K(A,n), =
Obj(Z}(Alg],A)). Este complejo particulariza en K(A,n), cuando A es el
grupo categorico discreto definido por el grupo abeliano A, o en K(A,n+1),
cuando A = (A =% 1), el grupo categérico con un sélo objeto. K (A, n) resulta
ser un complejo de Kan (n — 1)-reducido con las propiedades homotépicas
adecuadas para ser el complejo clasificador del grupo categérico simétrico A:
Sus grupos de homotopia son nulos en dimensiones distintas de n y n + 1,
mientras que m,(K(A,n)) = m(A) y T (K(A,n)) = m(A).

La sucesion de complejos {K (A, n)},>¢ constituye un Q-spectrum, (i.e.,

6



Introduccion

K(An) = Q(K(A,n+1))) y el resultado principal de este apartado es que la
teoria de cohomologia asociada a este {2-spectrum es precisamente la definida

en la memoria, es decir, existen isomorfismos naturales
[ Xe, K(A,n)] = H"(X,, A), n >0,

entre el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones simpliciales de X,
en K(A,n) y el n-ésimo grupo de cohomologia de X, con coeficientes en A
(Teorema 2.3.10). Este resultado generaliza el teorema de representatividad
homotépica para la cohomologia simplicial usual [45] y, en particular, el
correspondiente para la cohomologia de grupos. Por otro lado, en el caso
estricto, i.e., A = A(J), el grupo categdrico simétrico asociado a un médulo
cruzado estable 0, este teorema de representacion es justamente el obtenido
en [6].

En dimensiones bajas observamos que K(A,0) = Ner(A), el nervio de la
categoria A; mientras que K (A, 1) = Nery(A) y K(A,2) = Ners(A), donde
Nery(—) y Ners(—) son los funtores nervio definidos en [9]. Es bien cono-

cido que el funtor nervio junto con el funtor grupoide fundamental deter-

. . . . . . ® .
minan una situacién de adjuncién, Grupoides=—=Complejos de Kan,
Ner

[49], que induce una equivalencia entre la categoria de homotopia
de grupoides y la categoria de homotopia de complejos de Kan con
grupos de homotopia nulos en dimensiones > 2. En [9] se ob-
tienen andlogas adjunciones para los funtores Nery(—) y Ners(—),
antes mencionados, haciendo uso de los grupoides de homotopia su-

periores en dimension uno y dos, respectivamente. Concretamente,

se tienen adjunciones Grupos Cat.%Complejos de Kan Reducidos
ers

y Grupos Cat. Tren. %Complejos de Kan 1-Reducidos, que in-
ers

ducen una equivalencia entre la categoria de homotopia de grupos categoéricos,
(respectivamente trenzados) y la categoria de homotopia de aquellos comple-
jos de Kan conexos con grupos de homotopia nulos en dimensiones > 3,
(respectivamente, 1-conexos con grupos de homotopia nulos en dimension
>4.)

El resultado fundamental del apartado 2.4, es la extension de las adjun-

ciones anteriores a todas las dimensiones. Asi, probamos la existencia de una
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situacién de adjuncion (Teorema 2.4.3)

on

Grupos Cat. Simetr. Complejos de Kan (n-1)-reducidos,

K(—m

para cada n > 3, donde los morfismos de la counidad son isomorfismos, mien-
tras que los morfismos de la unidad son (n + 1)-equivalencias homotépicas.
Como consecuencia, encontramos una forma nueva de probar que grupos
categoricos simétricos son modelos algebraicos para tipos de homotopia de
CW-complejos conexos con grupos de homotopia nulos en dimensiones dis-
tintas de n y n+1. El grupoide de homotopia superior g, (X,, *) se confirma,
pues, como el modelo algebraico de X, y el n-nervio K(A,n) como el com-
plejo clasificador de A. Los funtores p,(—) y K(—,n) proporcionan, asi,
un medio explicito y accesible de transicién del tipo de homotopia al grupo
categdrico simétrico asociado, y viceversa.

Los resultados anteriores, junto con el Teorema de representatividad ho-
motdpica de la cohomologia definida aqui, nos permiten probar el Teorema
2.4.5 de clasificacion cohomoldgica del conjunto de clases de homotopia de

aplicaciones simpliciales. En €l se establece una biyeccién natural
[(Xe, %), (Yo, )] = H"(X,, pn(Ye, ),

para X, un complejo de Kan no necesariamente conexo e Y, un complejo de
Kan con m;(Y,) = 0, para todo i # n,n+1, n > 3. Este teorema generaliza el
clasico teorema de clasificacion de Eilenberg-MacLane, para la cohomologia
singular con coeficientes en grupos abelianos. Si ademas, X, tiene también
grupos de homotopia triviales en dimensiones distintas de n y n+1, probamos

entonces que
[(Xe, ), (Yo, )] = [pn(Xe, %), on(Ye, )],

donde [p,, (X, *), pn(Ys, *)] denota el conjunto de clases de isomorfia de ho-
momorfismos de grupos categéricos simétricos de @, (X, *) en @, (Ys, *).
Este isomorfismo constituye una extension natural del conocido isomorfismo
[K(A,n), K(B,n)] = Hom(A, B), para complejos de Eilenberg-MacLane.

A partir de la teoria de cohomologia simplicial estudiada en el Capitulo
segundo, es posible definir una teoria de cohomologia inmersa en la categoria

de grupos categoricos. A saber, dados G un grupo categérico y A un grupo
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categorico simétrico, puede definirse el n-ésimo grupo de cohomologia de G

con coeficientes en A por
H"(G,A) = H"(Nery(G), A), n > 0.

Los resultados vistos para la cohomologia simplicial tienen su correspon-
diente traduccién para estos grupos de cohomologia. En particular, el Teo-
rema de clasificacién expresa, en este caso, la existencia de una biyeccion
[(Xe, %), (Yo, x)] = H"(p1(Xe, %), on(Ys, %)), cuando X, e Y, son complejos de
Kan punteados con m;(X,) =0, parai # 1,2 y m;(Y,) =0, para j #n,n+1,
n > 3.

En dimensiones bajas se verifica que H°(G,A) = [ry(G) = 1,A]
el conjunto de clases de isomorfia de funtores de m(G) = 1 en A;
H'(G, A) =[G, A], el grupo de componentes conexas del grupo categérico
simétrico Hom(G, A), y, segtin se observa en 2.2.3, H*(G, A) & Extce,[G, Al,
el conjunto de clases de isomorfia de extensiones centrales de G por A, como
ya apuntabamos anteriormente. En dimension tres, teniendo en mente de
nuevo la cohomologia de grupos donde el grupo H?(G, A) estd en biyeccién
con el conjunto de clases de equivalencia de 2-extensiones especiales de G
por el G-mddulo A, [31], [32], [61], cabe esperar que H?(G, A) clasifique las
correspondientes 2-extensiones especiales de G por A. Como comentabamos
al inicio de la introduccién, nosotros damos una soluciéon parcial a este pro-
blema y alcanzamos este objetivo cuando G un grupo categorico discreto
asociado a un grupo G y se tenga definida una G-accion coherente. A tal fin
dedicamos el Capitulo tercero de la memoria.

Si atendemos a la definicion de 2-extension especial en grupos, un primer
paso para encontrar su equivalente dos dimensional sera definir el corres-
pondiente dos dimensional de modulo cruzado. Para ello comenzamos recor-
dando la nocién de G-grupo categérico y estudiamos algunos ejemplos ilustra-
tivos de dicho concepto. En particular, describimos la relaciéon que existe en-
tre la nocién de G-grupo categoérico y la de categoria monoidal G-graduada de
Frolich-Wall. Definimos, entonces, un G-mddulo cruzado categorico como una
terna (H, d,~), donde G actia sobre H, (i.e., H es un G-grupo categdrico),
d:H — (G =2 G) es un homomorfismo de grupos categéricos G-equivariante

y Y £ X — X +Y es una familia coherente de isomorfismos nat-
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urales en H, (esta definicién estd inspirada en una nocién mas general de
modulo cruzado de grupos categéricos debida a Breen [2]). La nocién usual
de médulo cruzado de grupos se recoge como un caso particular cuando
H = (H = H) es el grupo categérico discreto definido por un G-grupo H.
Otro concepto particularmente interesante es el de 2-médulo cruzado de Con-
duché, [15]; éstos se obtienen como aquellos G-médulos cruzados categoricos
d:H — (G = G) tales que H es un grupo categérico estricto y la accién de

G sobre él es también estricta.

A continuacién abordamos ya el concepto de 2-extension especial de un
grupo catégorico discreto G = G por grupo categorico simétrico A. Este
concepto lo establecemos en el caso, mas general, en que se tenga definida
en A una GG-accion, y consiste en una sucesion de homomorfismos de grupos
categoricos A—j>H—d>(K = K)—>(G = G), donde K es un grupo y ¢
es un epimorfismo de grupos, d es un médulo cruzado categérico y j es un
homomorfismo K-equivariante, (considerando la accién de K sobre A via q),
que establece una equivalencia entre A y la subcategoria de H fibra de d sobre
el elemento neutro de K. En analogia a lo anteriormente comentado sobre
modulos cruzados, cuando A es el grupo categorico discreto definido por un
G-médulo A, entonces nuestras 2-extensiones especiales coinciden con las 2-
extensiones especiales de grupos de GG por el G-moédulo A. De forma similar,
el concepto de 3-extensiéon no abeliana de un grupo G por un G-médulo A
debido a Conduché [15], se obtiene como caso particular del nuestro cuando
A es el grupo categérico con un solo objeto definido por el G-médulo A y H

es un K-grupo categérico estricto.

La clasificacion cohomoldgica de estas 2-extensiones especiales se consigue
extendiendo el analisis de Schreier de extensiones de grupos, en la misma linea
que en los trabajos de Breen [2], Ulbrich [56], o Carrasco-Cegarra [10]. Puesto
que A esta enriquecido con una G-accion, el ”conjunto factor”, que nosotros
llamamos “sistema de Schreier”, de una 2 extension especial resulta ser un
elemento del cuarto grupo de cohomologia de Ulbrich (Frolich-Wall) de G con
coeficientes en A. Concluimos entonces con la existencia de una biyeccion
entre el conjunto 2 — Ezt[G, A], de clases (mddulo una relacién tipo Yoneda)
de 2-extensiones especiales de G por A, y Hf, (G, A). Esta biyeccién consti-

tuye una extension natural a dimensién 4 de la obtenida por Ulbrich, en el

10
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trabajo antes citado, para Hy, (G, A) en términos de extensiones centrales de
G por A. Ademas generaliza, por un lado, la interpretacion del tercer grupo
de cohomologia de Eilenberg-MacLane en términos de 2-extensiones espe-
ciales de grupos, y, por otro, la interpretacion de Conduché del cuarto grupo
de cohomologia de Eilenberg-MacLane en términos de sus 3-extensiones no
abelianas.

Cuando la G-accién sobre el grupo categorico de coeficientes A es trivial,
la cohomologia de Ulbrich coincide con la cohomologia simplicial, definida
en el Capitulo segundo, del complejo K (G, 1): Concretamente, Hpy, (G, A) =
H3(K(G,1),A). Combinando este hecho con el teorema de representativi-
dad homotopica para nuestra cohomologia, probamos la existencia de una
biyeccién 2—Ext[G, A] = [K(G, 1), K(A, 3)], que establece la clasificacién ho-
motopica de 2-extensiones especiales de un grupo G por un grupo categorico
simétrico A.

Finalmente, obtenemos una interpretacién, en términos de nuestras 2-
extensiones, del conjunto de clases de homotopia de aplicaciones continuas
desde un espacio asférico en un espacio con grupos de homotopia nulos en
dimensiones distintas de 2 y 3. Esto es, en lenguaje simplicial, se tiene una
biyeccién

[(Xa %), (Yar )] = 2 = Buvtlm(Xa, %), ps(Ya, )]
para (X,,x*), (Ys,*) complejos de Kan punteados con m;(X,,*) = 0 para
todo i # 1, y m;(Ye,%x) = 0 para todo j # 2,3. De esta forma, ex-
tendemos la interpretacion bien conocida del conjunto de clases de homo-
topia de aplicaciones continuas entre espacios de Eilenberg-MacLane, por
la que si m;(X,,*) =0=m;(Y,, ), para todo i # 1y j # 3, entonces
[X,,Y,] & 2 — Euxt[m(X,,*),m3(Ys, *)], que se obtiene como caso particu-

lar de la biyeccion anterior.

11
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Capitulo 1

Preliminares y algunos

resultados sobre la cohomologia
de Takeuchi-Ulbrich.

Este capitulo estd centrado en dar las nociones y los resultados preliminares
con las que se trabajara a lo largo de la memoria. En primer lugar hacemos
una breve introduccién a grupos categoricos y damos diferentes ejemplos
representativos de este concepto. De entre estos ejemplos, estudiamos deta-
lladamente la estructura monoidal de los grupoides de homotopia superiores
©n(Xe, %) de un complejo de Kan punteado (X, %), definidos por Carrasco-
Cegarra [9], y, en particular, nos ocupamos de la condicién de simetria, para
n > 3. También recordamos la cohomologia de Takeuchi-Ulbrich [51] de
complejos (de cocadenas y cosimpliciales) de grupos categéricos simétricos
y estudiamos algunas propiedades nuevas, que nos seran fundamentales. De
particular interés es el Teorema de normalizacién, que nos permitira hacer

uso de cociclos y cobordes normalizados.

1.1 Grupos Categoricos.

En esta seccion recordamos las definiciones y terminologia basica sobre gru-
pos categoricos. Como referencias principales destacamos [34], [37],[42],[48],
[50] y [24].

13



14 CAPITULO 1. COHOMOLOGIA DE TAKEUCHI-ULBRICH

Una categoria monoidal G = (G,®,a,l,l,r) consiste de una categoria
G, un funtor ® : G x G — G, llamado producto tensor, un objeto I de G,

llamado el objeto unidad, e isomorfismos naturales

CL:CLX7y7zi(X®Y)®ZHX®(Y®Z)
[=Ilx:IT®X —X r=rx: X[ —X,

llamados de asociatividad, unidad a izquierday unidad a derecha, respectiva-
mente, tales que, para cualesquiera objetos X, Y, Z, T € Obj(G), los siguien-

tes diagramas conmutan

(XY)2)T "+ (X®Y)(ZeT)—“+X® (Y (ZxT))

a®1l Tl@a

(XY QZ)T a Xo(Y®2)oT)
(Xo)eY a Xe(I®Y)
r®l 11
X®Y

Estos dos diagramas son usualmente conocidos como el axioma del pen-
tagono y el axioma del triangulo y, como es sabido [37, 42], aseguran la co-
herencia de los isomorfismos de asociatividad y unidad a izquierda y derecha.
Es decir, cualquier morfismo en G generado por las ”operaciones” ®, o, ( )71,
a partir de las componentes de a, [, estd univocamente determinado. Lla-
maremos a tales morfismos candnicos (otra forma de expresar la coherencia

puede verse en [48]).

G se dice categoria monoidal trenzada si se tienen isomorfismos naturales,

c=cxy XQY =Y ®X,
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llamados de conmutatividad, tal que los dos diagramas siguientes conmutan:

Y®X
/ \
(X®Y)® ®(X®2)
m:iw ol

/ Z®¥\

X® (Y2 (XR2Z)QY
aT \Lc@l
(X0Y)® (ZeX)®Y
Z®(X®Y)

para cualesquiera tres objetos X, Y, Z de G.
Finalmente, G se dice una categoria monoidal simétrica si es trenzada y

la condicion

Cy,x ©cxy = lxoy

se tiene para cualesquiera objetos X,Y de G. En este caso, ¢ es también
llamado una simetria. Como anteriormente, se tienen andlogos teoremas de
coherencia [34, 42|, incluyendo a ¢ como nueva componente.

En una categoria monoidal G un objeto X se dice 2-regular silos funtores
de traslacion Y — X ® Y e Y — Y ® X son equivalencias.

Definicién 1.1.1. Un grupo categdrico (trenzado, simétrico) es una cate-
goria monoidal G (trenzada, simétrica) en la que todo objeto es 2-reqular
y cuya categoria subyacente es un grupoide, es decir, todo morfismo es un

1somorfismo.
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La hipdtesis de 2-regularidad sobre los objetos de G es equivalente a la
existencia de un funtor (—)* : G — G, X +— X*, as{ como de isomorfismos

naturales
m=myx: X® X" — 1, n=ny : XX —1

de forma que el diagrama:

(X®X)®X a X®(X*®X)
[®X—; X~ X®I
X

es conmutativo para todo objeto X de G.

La conmutatividad del diagrama anterior es uno de los axiomas que im-
pone Ulbrich [53] para demostrar la coherencia de los isomorfismos my y
nx. Sin embargo, se observa sin dificultad (véase [40]) que no es necesario
imponer axioma alguno de coherencia sobre m 6 n, ni incluso la funtoriali-
dad de (—)*. Esto es, si G es un grupoide monoidal entonces, G es un grupo
categorico si, y solamente si, para cada objeto X existe un objeto X* y un
morfismo mx : X ® X* — I.

Sin embargo (y fundamentalmente para el caso de grupos categéricos
simétricos), supondremos elegido un funtor (—)* e isomorfismos naturales
m, n, como anteriormente. A la terna (X*,mx,ny), o simplemente X*,
le llamaremos un #nwverso para X. Supondremos también que para X = I,
(I*,mp,ny) = (I,rr, ;).

Una demostracién, mas legible que la dada en [53], del correspondiente
teorema de coherencia para grupos categoricos, es la dada por Laplaza en
[40]. Este viene a expresar que cualesquiera dos morfismos canénicos en
G, con el mismo dominio y codominio coinciden. En este caso, un mor-
fismo canénico en G es el generado por ®, o, (—)~! y ()* a partir de a,
[, , m y n. El teorema de coherencia para grupos categéricos simétricos
es un caso particular del teorema de coherencia para categorias compactas
cerradas demostrado en [38] (véase también [39]). Finalmente, en el caso
trenzado, no existe en la literatura un teorema de coherencia exclusivo para

grupos categdricos trenzados (esto es, en el que intervengan los isomorfismos
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naturales m y n); en cualquier caso, el teorema de coherencia para cate-
gorias monoidales trenzadas de Joyal-Street, [34], es suficiente para nuestros
propositos.

Para terminar con los comentarios sobre coherencia, senalamos que la
coherencia realmente se establece en términos de igualdad entre transforma-
ciones naturales (siendo los morfismos candnicos las componentes de dichas
transformaciones naturales). Asi, para G un grupo categérico simétrico, el

teorema de coherencia no asegura la conmutatividad del diagrama

XX — Y _x*gX
i

pues éste carece de sentido como diagrama de transformaciones naturales.
De hecho, la conmutatividad del diagrama anterior es equivalente, [40], a
que G sea estrictamente coherente, en el sentido de Saavedra, [48]; esto es,
tal que

Cx x = Ixex,

para todo objeto X en G. Los grupos categéricos simétricos estrictamente
coherentes son también llamados categorias de Picard conmutativas.

Una categoria monoidal se dice estricta si los isomorfismos de asociativi-
dad y unidad a, I, r son todos identidades. Un grupo categérico G se dice
estricto si lo es como categoria monoidal y los isomorfismos my, y entonces
también ny, pueden ser elegidos identidades. Los grupos categoricos estrictos
son los objetos grupo en la categoria de categorias pequenas.

Supongamos G y H grupos categoricos. Un homomorfismo
F = (F,p): G — H consiste de un funtor F' : G — H junto con una familia

de isomorfismos naturales
i=pixy  F(X)@ F(Y) = F(X @),
tal que, para cualesquiera objetos X,Y, Z de G, el siguiente diagrama

82Fn S aFn-Ha 0, n+232

x¢ l&mm (1.1)
0 Fry2(0)

Ho
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es conmutativo. Si G y H son ademas trenzados o simétricos, entonces
también ha de ser conmutativo el diagrama
F(X)® F(Y)—* F(X®Y)
cl lF(C) (1.2)
F(Y)® F(X)—=£ F(Y ® X)

para cualquier par de objetos X,Y de G.

En tal caso, existe ademas un 1nico isomorfismo
po: F(I) — 1
de forma que los diagramas

@ F(X)— F(X) F(X)® I ——F(X)

uo®1T TF(Z) 1®MOT TF(T)

F@FX)5—FIeX) FX)eFl)—FX&l)

son conmutativos, para todo X de G. Respecto a los inversos, existen iso-

morfismos naturales (Uinicos)
kx: F(X)" — F(X")

tales que los diagramas

F(X)® F(X*) —* F(X ®X*)
o] Jrens
F(X)® F(X) o I~ F(I)
F(X*)® F(X) —2* F(X*®X)
kX@lT lF(nX)
F(X)* @ F(X),om I~ F(I)

conmutan para todo X de G.
Un homomorfismo de grupos categoricos es llamado estricto cuando cada

uno de los isomorfismos pxy, po ¥ kx es una identidad.
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Si (Fop) : G —- Hy (F',p) : H— K son homomorfismos de grupos
categdricos, su composiciéon es el homomorfismo (F' o Fux ') : G — K
donde (u * ') xy es dado por la composicién:

(F'o F)(X)® (F'o F)(Y) "~ FI(F(X) @ F(Y)) "L (F' o F)(X ® Y).

Denotaremos a las correspondientes categorias de grupos categéricos, gru-
pos categoéricos trenzados y grupos categéricos simétricos por GC, GCT y
GCS, respectivamente; mientras que GC,, GCT, y GCS, denotaran las
subcategorias, de las anteriores, que tienen, respectivamente, los mismos ob-
jetos y cuyos morfismos son aquellos que son estrictos en el objeto unidad
(es decir, con py una identidad).

Si (F,p), (G,i') : G — H son homomorfismos de grupos categéricos
(trenzados o simétricos), una transformacion monoidal (v homotopia), entre
ellos, es una equivalencia natural 6 : F' = G tal que el siguiente diagrama

conmuta
FIX)®FY)Xt—=FX®Y)

9x®9yl J/9X®Y (1.3)
G(X)eG((Y) - GX®Y)

y entonces también es conmutativo el diagrama

1
N
—— G(I)

F(I)

0

Veamos algunos ejemplos de grupos categoricos.

Ejemplo 1.1.2. Si G es un grupo, la categoria discreta G = (G = G) con
solo identidades, y con objetos los elementos de GG, es un grupo categdrico
con producto tensor dado por el producto en G.

Si consideramos ahora un grupo abeliano A, este tiene asociado un grupo
categdrico simétrico, usualmente denotado por (A =2 1), con un tnico objeto
y A como conjunto de morfismos. La composicion de morfismos y el producto

tensor coinciden con la operacién del grupo A.
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Ejemplo 1.1.3. El grupo categorico de autoequivalencias £q(G) de un grupo
categorico.

Para G un grupo categérico, £¢(G) tiene por objetos los homomorfismos
de grupos categoéricos (F,u) : G — G que son equivalencias, y por morfis-
mos las transformaciones monoidales entre ellos. La composicién en Eq(G)
viene dada por la composicion vertical usual de transformaciones naturales
y, entonces, es claro que £¢(G) es un grupoide.

La composicion de homomorfismos y la composicion horizontal de trans-
formaciones naturales definen un funtor ® : £q(G) x £q(G) — Eq(G), de
forma que £¢(G) es un grupo categérico estricto con I = 1lg y donde el
inverso de un objeto (F, u) se obtiene tomando un cuasi-inverso de F.

Eq(G) contiene como subgrupo categérico a Aut(G), el grupo categorico
de los automorfismos de G, cuyos objetos son los homomorfismos estrictos
F : G — G que son isomorfismos de categorias.

Si G fuese trenzado o simétrico, puede considerarse igualmente el sub-
grupo categérico de £¢(G) de las autoequivalencias (F, ) : G — G que son

homomorfismos de grupos categéricos trenzados o simétricos.

Ejemplo 1.1.4. Moédulos cruzados.

Es bien conocido que grupos categéricos estrictos son lo mismo que mé-
dulos cruzados de Whitehead [60] (véase también [5]). Recordemos que un
modulo cruzado es un homomorfismo de grupos 6 : N — O junto con una
acciéon de O sobre N, (x,n) — “n, tal que se verifican las siguientes condi-

ciones

§(*n) = xé(n)x ", 0mp) = nn'n=t,

Si G es un grupo categoérico estricto, este tiene asociado un modulo
cruzado como sigue: O es el conjunto de objetos de G, N es el conjunto
de flechas f : X — I en el objeto unidad, d : N — O es la funcién dominio

y la accion es la conjugacion:
XY =-D=1x0fR1x: X QY ®X* — I).

Las estructuras de grupo en N y O son las inducidas por el producto tensor
de G.
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Reciprocamente, dado un médulo cruzado 6 : N — O, el correspondiente
grupo categoérico estricto, G(6), tiene por objetos los elementos de O, mien-
tras que el conjunto de flechas de G(9) es el producto semidirecto N x O. Un
elemento (n,x) tiene a x, (respectivamente, d(n)z), como dominio, (respec-
tivamente, rango). La composicién es la multiplicaciéon en N y el producto
tensor de objetos y flechas es dado por la multiplicacién en O y N x O,
respectivamente.

Los isomorfismos de conmutatividad para grupos categéricos estrictos es-
tan en biyeccién con los “operadores corchete” [15] para los correspondientes
modulos cruzados. Un operador corchete para un médulo cruzado 6 : N — O
es una funcién {—, —} : O x O — N verificando las cinco condiciones siguien-

tes
{z,yz} ={z. 2} Ha.p},  Azy, 2} ="y, 2} {z, 2},
§{x,y} = ayzty {on,z} “*n =n, {z,0n} n ="n.

Un médulo cruzado junto con un operador corchete (6 : N — O, {—, —}),
es también llamado un modulo cruzado reducido.
Si el grupo categorico estricto G es trenzado, el operador corchete sobre

el correspondiente modulo cruzado es dado por
{X,Y} = CX’y®1X*®y* X@Y@X*®Y* — I

Reciprocamente, dado un médulo cruzado reducido (6 : N — O, {—, —}),
el isomorfismo de conmutatividad en el correspondiente grupo categérico

estricto es dado por la ecuacién

ey = ({y, 2}, 2y) - 2y — Y.

Asi pues grupos categoricos estrictos y trenzados se corresponden biyec-
tivamente con modulos cruzados reducidos.
Finalmente, la condicién de simetria sobre ¢ se traduce en que el operador

corchete correspondiente verifique

{z,y} {y,z} = 1.

Los médulos cruzados reducidos (6 : N — O, {—, —}) verificando la identidad
anterior se llaman mddulos cruzados estables. Deducimos entonces que éstos

son esencialmente lo mismo que grupos categoricos estrictos y simétricos.
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Ejemplo 1.1.5. El centro de un grupo categorico.
Si G es un grupo categdrico, el centro de G, [34], es la categoria Zg cuyos
objetos son pares (A,u), donde A € Obj(G) yu: A® — — —® A es un

isomorfismo natural tal que verifica las dos condiciones siguientes:

A(XY)ZX (XoY)® A

= T

(A X)®Y X® Y ®A

M M

(XRA)RY —XR(ARY)

ur

A1 I®A

N

I

Un morfismo f: (A,u) — (B,v) en Zg es un morfismo f: A — Ben G

tal que para todo objeto X en G :

(Ix ® f) -ux = vx - (f ® 1x).

Entonces Zg es un grupo categorico trenzado con producto tensor dado
por
(A,0) & (B,v) = (A® B,(u® 1) - (100)),

e isomorfismo de conmutatividad dado por
A, (Bo) = B : (A u) ® (B,v) = (B,v) ® (4,u).
El objeto unidad es (I,4) conix =ry' - Ix : [®@ X — X ® 1.

Ejemplo 1.1.6. El grupo categdrico de los homomorfismos, Hom(G, A).
Si G es un grupo categérico y A es un grupo categérico trenzado, Hom(G, A)
es la categoria cuyos objetos son los homomorfismos de grupos categoricos
de G en A y cuyas flechas son las transformaciones monoidales entre ellos;
entonces Hom(G, A) es obviamente un grupoide.

Definimos el producto tensor de objetos (F, i), (G, 1) de Hom(G, A) por

(Fp) @ (G ) = (F @G, udp), (1.4)
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donde (F®G)(X)=FX)®G(X), para cada X €O0bj(G) vy
(o) xy : (FRGX)®@(FRG)(Y)— (FRG)(X®Y) viene dado
por la conmutatividad del diagrama:

F(X)®G(X)QF(Y)RG(Y) (b #)xy (FRG)(X®Y)

1®e®l wly

F(X)®F(Y)RG(X)RG(Y)

para cada X,Y € Obj(G), (donde hemos omitido el isomorfismo de asocia-
tividad).

Si 0:(F,u)= (Fi,m) y 0 :(G, )= (G1,p)) son morfismos de
Hom(G, A), entonces 0 @ 0" : (F,u) @ (G, ') = (Fi, u1) ® (Gy, p1y) se define
para cada X en G por

B0)x=0x20y: F(X)®GX) — F'(X)® G (X).

Con estas definiciones Hom(G, A) es un grupo categérico donde el iso-
morfismo de asociatividad apgpy : (F® G)® H = F® (G ® H) tiene
por componentes (aper)x = p(x)cx)H(X), para cada X € Obj(G). El
objeto unidad es el homomorfismo constante I = (I,r;) : G — A, que
llamaremos homomorfismo nulo, y los isomorfismos unidad a izquierda y
derecha lp : @ F = F y rp: F®1 = F estan definidos por (Ip)x = lp(x)
y (rr)x = Tr(x)-

Finalmente, el inverso de un homomorfismo (F, ) € Obj(Hom(G, A)) es
el homomorfismo (F*, i) : G — A, donde para cada par de objetos X,Y de
G, FF(X)=F(X)" y fixy : F*(X)@ F*(Y) - F*(X ®Y), viene dado por
la composicién

VF(X),F(Y) (bx,v)*
—_—

FX)*®@ F(Y)* (F(X)® F(Y))* FX®Y)*,

siendo v =v4p: A*®B* — (A® B)* el isomorfismo candnico en A obtenido

por la conmutatividad del diagrama

1 C * 1
(A® B)® (A*® B*) —24 % Ao A" 9 B® B
1A®B®”A,Bl lmA(X)mB
(A® B) ® (A® B)* I Il

MARB TI
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Senalemos que aunque el grupo categérico A sea trenzado, sin embargo,

no podemos decir lo mismo de Hom(G, A): Si definimos, como para a,l,r,
CFG - (F7 M) ® (G7 :u/) = (G7/JJ/) ® (F> ,LL) por

(cra)x = crx)ax) t (F@G)(X) — (G F)(X),

entonces la conmutatividad del diagrama (1.3) se tiene asegurada cuando el
isomorfismo de conmutatividad en A es una simetria, es decir, cuando A es
un grupo categérico simétrico. En este caso, ademds Hom(G, A) es un grupo
categorico simétrico con simetria dada por crq.

En particular, si B es un grupo categérico simétrico entonces Hom(B, A)
contiene como subgrupo categérico simétrico a Hom (B, A), el subgrupoide
de los homomorfismos de grupos categoricos simétricos de B en A.

Por otro lado, si G y A son trenzados, entonces el grupoide de homo-
morfismos de grupos categéricos trenzados Hom, (G, A) no es, en general, un
grupo categérico pues, de nuevo, la conmutatividad de (1.2), para uQu’ exige

que ademds A sea simétrico (véase [34, Prop. 5.4].

Ejemplo 1.1.7. El grupo categorico de Picard de un anillo conmutativo.

Sea R un anillo conmutativo y unitario. La categoria de Picard de R,
Pic(R), es la que tiene por objetos los R-médulos proyectivos finitamente
generados de rango constante uno y por morfismos los R-isomorfismos entre
ellos.

Pic(R) es pues un grupoide que admite una estructura monoidal con
producto tensor ® = ®pg, el producto tensor usual de R-médulos. El objeto
unidad es el propio anillo R y los isomorfismos de asociatividad, unidad y
conmutatividad son los usuales del producto tensor de R-modulos.

Para cada objeto P de Pic(R), considerando P* = Hompg(P, R), se tiene
que el morfismo de R-médulos P* ® P — R, y* ® x — y*(x), es, por ser P
proyectivo de tipo finito y de rango uno, un isomorfismo. Consecuentemente,

Hompg(P, R) es un inverso para Py Pic(R) es un grupo categérico simétrico.

1.2 Grupoides de homotopia superiores.

En esta seccion estudiamos con detalle otros ejemplos de grupos categéricos

que son fundamentales para nosotros: Los grupoides de homotopia superiores
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de un conjunto simplicial de Kan definidos por Carrasco-Cegarra en [9]. En
lo que sigue X, sera un conjunto simplicial de Kan, que también llamaremos

complejo de Kan.

s2
s1

22— = Al
— d d

X, = X X,

Referencias bésicas sobre conjuntos simpliciales que manejamos son [16],
[26], [45] y [46].

Recordemos que dos n-simplices x, 2’ de X, se dicen homotdpicos, x ~ z’,
si existe un (n+1)-simplex y € X,.1, tal que d,(y) = z, dpy1(y) = 2" y
di(y) = sp—1d;(x) = sp_1d;(2'), 0 < i < n—1. Como es bien conocido, para
conjuntos simpliciales de Kan, la relacién de homotopia es una relacion de
equivalencia en el conjunto de n-simplices de X,, para todo n > 0.

Consideremos el conjunto de clases de homotopia de 1-simplices, o arcos,
de X,, que denotaremos por [X;]. Este conjunto es el conjunto de flechas del
grupoide fundamental, también llamado grupoide de Poincaré, de X,, que
denotaremos por p(X,). Este grupoide tiene como objetos el conjunto de
0-simplices Xy y su grafo es

1
LTy T

p(X) = [Xi] Xo (1.5)

donde s[z] = dy(x), t[z] = do(z) e 14 = [s0(A)]. La composicién se define
de forma que [dyo] = [dyo] - [dyo], para cada 2-simplex 0 € X. En otras
palabras, si [z] : A — B e [y] : B — C son morfismos componibles en
©(X,), usando la condicién de extensién elegimos o € X, tal que do(o) =y y
dy(0) = = y entonces [y - [x] = [dio]. Este grupoide es isomorfo al grupoide
fundamental, en el sentido de Brown [4], del par (|X,|,|X?|), donde | — | es
el funtor realizacién geométrica y X0 es el 0-esqueleto de X,.

Esta construccion de g es funtorial, ademas aplica equivalencias homoto-
picas simpliciales f : X, — Y, en equivalencias p(f) : p(X,) — ©(Ys), entre
los correspondientes grupoides fundamentales.

Consideremos dos casos particulares que nos seran de utilidad:
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1. Un conjunto simplicial de Kan X, se dice minimal si siempre que
di(z) =d;(y),i # k,z,y € X,,, entonces di(x) = di(y). Esta propiedad
es equivalente a que la relacién de homotopia entre simplices sea trivial,
es decir, dos n-simplices son homotopicos si, y solamente si, son iguales.
Consecuentemente, si X, es minimal, entonces [X;] = X1, s =ty p(X,)
es esqueletal (es decir, cualesquiera dos objetos isomorfos son iguales).
©(X,) se identifica asf con la unién de los grupos fundamentales de X,
en cada vértice, esto es, p(X.) = (U 1cx, T1(Xe, A). Sefialemos que todo
conjunto simplicial de Kan X, tiene un subcomplejo de Kan M, C X,,

que es minimal y un retracto fuerte de deformacién de él, [45].

2. Por otro lado, supongamos que X, = G, es un grupo simplicial, es
decir, cada G, es un grupo y los operadores cara y de degeneracion
son homomorfismos de grupos. Entonces la relacion de homotopia en
G, es una congruencia y, en particular, [G1] = G1/da(KerdyN Kerd,).
Asi, para grupoides simpliciales, p(G,) es un grupoide interno en la
categoria de grupos o, en otras palabras, un grupo categérico estricto

con producto tensor dado por la multiplicacién del grupo.

En orden a definir los grupoides de homotopia superiores, recordemos
que el complejo de lazos Q(X,, *) de un conjunto simplicial de Kan punteado

(Xe, %), * € Xo, se define como el conjunto simplicial cuyos n-simplices son:
0, (Xe, %) ={z € Xpy1;do(x) = x y dy...dpi1(x) = %}

y  cuyos operadores cara y  operadores de  degeneracion
di Qp(Xe, %) = Q1(Xeyx) v 550 Qp(Xe, %) = Q1 (Xe,*)  son  las
restricciones de los operadores cara y degeneracion d;yq: X1 — X,
Sjt1 : Xpy1 — Xpqo, respectivamente, 0 <7 <ny 0 < 7 < n. Este complejo
de lazos (X, %) es un conjunto simplicial de Kan punteado por % = so(*)
y, de hecho, esta construccion es funtorial desde la categoria de conjuntos
simpliciales de Kan punteados. Es claro ademas, desde la definicién, que si
X, es minimal, entonces también lo es Q(X,, %), mientras que si X, = G, es
un grupo simplicial y lo punteamos por el elemento neutro e € Gq, entonces

Q(G,, e) es también un grupo simplicial.
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Los grupoides de homotopia superiores (,(X,,*) de un complejo de Kan
punteado se definen de forma andloga a la definicién de Moore, [46], de sus

grupos de homotopia.

Definicién 1.2.1 (Carrasco-Cegarra [9]). Sea (X, *) un complejo de Kan
punteado. Para cada n > 0, el n-ésimo grupoide de homotopia de (X,,*) es
definido por:

on(Xe, ) = p(Q" (X, %)),

donde para n =0, po( X, *) = (X, *), el grupoide fundamental.

Notemos que el conjunto de componentes conexas de @, (X,,*) se iden-
tifica con 7, (X, *), el n-ésimo grupo de homotopia de X,, y el conjunto de
automorfismos de * se identifica con 7,11 (X, *).

La estructura monoidal de estos grupoides de homotopia g, (X, *), para
n > 1, se define de forma combinatoria, usando tinicamente la estructura sim-
plicial del complejo, al igual que Kan hace para definir la operacién producto
en los grupos de homotopia del complejo [35]. De hecho, éstas son generali-
zaciones de la estructura de grupo de m;(X,, *) o de la de grupo abeliano de
m(Xe,n), n > 2.

Describiremos a continuacion como estan definidas:

1.2.2. Estructura monoidal (trenzada) de los grupoides de homo-
topia superiores.

Sea (X,, *) un complejo de Kan punteado y sea n > 1.

Para cada par de O-simplices del n-ésimo complejos de lazos,
A, B € Qf(X,.,*) C X, elegimos un (n + 1)-simplex Z4 p € X,4; tal que
di(Zap) = x, para 0 < i < n—2,d,_1(Zap) = Ay ds1(Zap) = B.

Definimos entonces

A® B =d,(Zap). (1.6)

Sobre morfismos, sean z,y € Q7(X,, *x) C X,,;1 dos elementos que repre-
sentan morfismos en @, (X, %), [z] : A — C, [y] : B — D. Por la condicién
de extensién, existen simplices Z, p, 7 Ayr LAy Y Zpy € Xyyo tales que:
di(Zyp) = %, para 0 < i < n—2,d, 1(Z,p) =z, dps1(Zsp) = Zep y
dnvo(Zep) = Zap; di(Zay) = *, para 0 <i <n—2, d,_1(Za,) = sn_1(A),
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dn(Zay) = Zap ¥ dnso(Zay) = y; di(Za,) = *, para 0 < i < n — 2,
dn-1(Zay) = su(A), dnp1(Zay) = dnH(ZA,y) Y dnyo(Zay) = Zap; y fi-
nalmente d;(Z,,) = *, para 0 < i < n —1, d,(Z,,) = d.(Zsp) ¥
dnt2(Zyy) = dn(Za,y). Se define entonces

[z] @ [y] = [dni1Z0y) : A® B — C®D (1.7)
que, en efecto, constituye un  morfismo en p,(X,,*) ya
que didy12yy = dpndiZyyy = dp(*) = *, si 0<i<n-—1, y

dndyi1dni122y = dndpi1dnZay = dpdyZap = *.  Su dominio es A ® B,
pues dpy1dnt1 2,y = dpp1dpnZay = dynZap = A ® By, andlogamente, su
codominio es C ® D.

La definicién de [z] ® [y], una vez elegidos los elementos {Z4 g}, como en
(1.6), unicamente depende de la clase de homotopia de = e y.

Consideremos ahora tres O-simplices A, B, C' € Qg (X,, *). Usando la con-
dicién de extensién, elegimos Za g c,Zapc € Xnio tal que: diZapc = *,
para 0 < i <n—2,dy1Zapc = Zap, nZapc = Zapsc, dnraZapc =
Zpe vy diZape = *, para 0 < i < n — 2, dy_1Zapc = Su(A ® B),
dps1ZaBc = dn+IZA,B,C’ Y dny2ZaBc = Zagpc- Tenemos entonces un
(n + 1)-simplex d,Zapc € X,41 verificando did,Zapc = dpy1(*) = *,
0<i<n-—2 dy1dZapc = dp-15,(A® B) = x y dydy1d Zapc =
dndnZagpc = d,C = x. Por tanto, d,Z4 pc representa un morfismo en
on(Xe, *) cuyo dominio es d,+1d,Zapc = dnZagpc = (A® B) ® C'y cuyo
rango es dnd,Zapc = dndni1Zapc = dnZapsc = A® (B® C). Se define

aapcldnZapel (A®B)®@C —- AR (B®O). (1.8)

Para cada A € QI(X,,*) se eligen ahora (n + 2)-simplices Z4 y Z4 de
Xecon diZy =, para 0 < i <n—1, dpj1Z4 = $u(A) v dpi2Za = Zs a;
diZy =% para 0 < i < n—2, dy124 = 5,(A), dps1Z4 = 5,_1(A) ¥y
dpnyoZa = Za.. Como anteriormente, d,Z4,d,Za € Q7(X,,*) v estos de-

finen los morfismos candnicos de unidad en @, (X,, *):

lA:[anA]:*®A—>A, TA:[anA] AR x — A, (19)
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Supongamos ahora n > 2, podemos definir morfismos canénicos de con-
mutatividad en g, (X, *), como sigue:

Para cada A, B € Qf(X,,*), se pueden considerar simplices Uy, Uy 5,
Vap vy Wap en X, o verificando las siguientes condiciones en sus caras:
dUy = %, para 0 < i < n — 3, d, 2Us = s,.1(A4), d,o1Us = s,(A),
dpi1Us = Sp—2(A) v dpi2Us = s,-1(A); diUpsp = %, para 0 < i < n — 3,
dpn1Upsp = dyUp, dyUsp = dyUga, dns1Uap = dyUs y dni2Uap = Zp a;
diVap = %, para 0 < i < n—3, dy2Vap = su(B), d,Vap = sn-1(A),
dpi1Vap = dp2Uap y duioVap = sn—o(B); y finalmente d;W4 p = *, para
0<i<n—-2,d,-1Wap=5,(A4), dpiWap=dy1VapydnoWap=Zasp.

Entonces d,Wy4 g pertenece a Q7 (X, *) y su clase de homotopia define
un morfismo en p,(X,,*) con dominio d,+1d,Wap = d,Zap = AR B, y
con rango d,d,Wa p = dnd,,—1Vap = dp_1dp—2Us p = dy—2d,Upga = B® A.

Se define entonces el isomorfismo de conmutatividad por

CAB = [anA,B] cA X B— B X A. (110)

para cualesquiera objetos Ay B de o, (X, *).

Notemos, de nuevo, que una vez elegidos los elementos {Z4p},
A, B € Qf(X.,*), como en (1.6) los morfismos anteriores (1.8),(1.9) y (1.10)
son independientes de las elecciones efectuadas para su construccion.

El siguiente teorema es la conjuncién de los teoremas 1.3 y 1.4 de [9]:

Teorema 1.2.3. Sea (Xo,%) un complejo de Kan punteado.
Para cada eleccion Zap, A,B € Qp(Xe %), como en (1.6),
on(Xe, %) = (pn(Xe, %), ®,a,%,1,7) es un grupo categorico para n > 1;
(on(Xe, %), ¢) es un grupo categorico trenzado para n > 2.

Diferentes elecciones de los Z 4 p determinan estructuras monoidales iso-
morfas sobre ©n(Xe,*), n > 1. Estas construcciones son funtoriales con
respecto a aplicaciones simpliciales y aplican equivalencias homotopicas de
conjuntos simpliciales en equivalencias de grupos categoricos (trenzados si
n>2).

Si f: (X, %) — (X, ) es una aplicacién simplicial de complejos de Kan

punteados, y en g, (X, %), on (X, *) consideramos las estructuras monoidales
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definidas, usando sistemas {Z4 g}, {Z4 5 }, respectivamente, como en (1.6),

entonces la estructura monoidal del homomorfismo de grupoides inducido

on(f) : on(Xe, %) — @n<X£7*>

es dada como sigue:

Para cada par de O-simplices A, B € Qf (X, *), la condicién de extensién
sobre X, asegura la existencia de un (n + 2)-simplex Ty g € X, ., tal que
dTap =x* para0<i<n-—2 d, 1\Tap = $nf(A), dni1Tap = f(Zap)y
dni2Ta,5 = Zs(a),1(B)-

El (n + 1)-simplex d,T4 5 € X, pertenece a QF(X,,*) y su clase de

homotopia define el morfismo en @, (X, *)
pas = ldnTasl: f(A)© f(B) = f(A® B) (1.11)

y entonces (pn(f), 1, 1e) : on(Xe, %) — ©n(X],*) es el homomorfismo de

grupos categoéricos (trenzados para n > 2) asociado a f, que es estricto en el

objeto unidad.

1.2.4. Relacién de p,(X,,*) con otras construcciones. La condicién
de simetria de @,(X,,*), para n > 3.

Como ya hemos comentado, si X, = G, es un grupo simplicial, su
grupoide fundamental p(G,) es un grupo categérico estricto. Entonces,
puesto que el funtor §2 preserva grupos simpliciales, punteando G, por el
elemento neutro e € Gy, resulta que g,(G,,€) es un grupo categorico es-
tricto para todo n > 0.

Ahora, en este caso, en analogia con lo que ocurre con los grupos de
homotopia de G4 que, como es conocido, son abelianos en dimensiones po-
sitivas, ©1(G.,€) es también trenzado, como se prueba en [15] y [7] aunque
en términos de moédulos cruzados (véase Ejemplo 1.1.4). Por otro lado en
[6, Proposicién 1.2], se demuestra que pQ?(G,,€) es un grupo categérico
simétrico, y asi para todo n > 2, ©,(G,, €) es un grupo categérico estricto y
simétrico

on(Ge,e), n > 1, como grupo categérico estricto es el grupoide interno

en grupos

O (Geye) = dur T
1(—~e)_—+>Qg(G.,e), (1.12)
dn+2(Gn+2> dn
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donde, Grio = Ker(dg) N ... N Ker(dyy1) C Gpir (es  decir, el
grupo en dimensién n + 2 del complejo de Moore del grupo
simplicial G, [46]), Q0 (G, e) = Ker(dy) N....N Ker(d,) C Gy,
Q(Geye) ={r € Grir;di(z) =e,0<i<n—1y dydpir(7) =€} Yy dny1,dy
y 8, son los inducidos por d,,dni1:Gui1 — Gn Yy S Gy — Gy,

respectivamente.

El producto tensor en objetos y morfismos esta dado por las corres-
pondientes multiplicaciones. El isomorfismo de conmutatividad se de-
fine como sigue: Para cada par de objetos A, B de ¢,(G.,e), es decir,
A,B € G, con d;(A) = e = d;i(B), 0 <i<n, consideramos el (n + 1)-
simplex {4, B} = s,_1(B)sn(A)s,_1(B™')s,(BA™'B~!). Entonces se ob-
serva facilmente que {A, B}s,(BA) € Q}(G,,e) y entonces representa un
morfismo en @, (G, €) con dominio d,.1({A, B}s,(BA)) = AB y con rango
d,({A, B}s,(BA)) = BA. El isomorfismo de conmutatividad es asf:

cap = [{A, B}s,(BA)]: AB — BA (1.13)

Notemos que {—, —} no es otro que el operador corchete del médulo cruzado

reducido (o estable) asociado a @, (G.,e). (Véase Ejemplo 1.1.4).

Pretendemos a continuacion relacionar los grupoides de homotopia de
complejos de Kan punteados con los grupoides de homotopia de grupos sim-

pliciales.

Para ello, consideramos el funtor llamado ” grupo simplicial de lazos”
G(—) : (Sets®™)y — Gr™”, (1.14)

[35], [45], desde la categoria de conjuntos simpliciales reducidos (es decir, con
sélo un 0-simplex) en la categoria de grupos simpliciales: Si K, es un conjunto
simplicial reducido, G(K,) es el grupo simplicial cuyo grupo de n-simplices,
Gn(K,), n >0, es el grupo libre generado por los elementos de K, 1, médulo
las relaciones so(z) = e,, para © € K,. Si para cada x € K1, denotamos

por o(z) la clase de x en G,,(K,), los operadores cara y de degeneracion estan
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definidos por:

do(o(x)) = o(do(x)) "o (di(2)),
di(o(z)) = o(diy1(x)), i >0,
50(2) = olsiale)), 520,

Este grupo simplicial G(K,) estd estrechamente relacionado con el complejo
de lazos (K,), (en su tnico vértice) pues, la aplicacién o, anteriormente

considerada, define un morfismo simplicial
o:QK,) — G(K,)

que resulta ser una equivalencia homotépica ([35], [46]).

Ahora, sea (X,,*) un complejo de Kan punteado y denotemos por
F(X,e,%) C (X,,*) al subcomplejo fibra de X, en el vértice x, (esto es,
Fo(Xa) = {5}, Fi(Xo#) = {2 € Xido(a) = dh(2) = #} y Fu(Xur%) =
{z € X,;do...dp(x) = %}, n > 2). Claramente Q(X,,*) = Q(F(X,,*)) y en-

tonces, o define una equivalencia homotépica

o: QX x) = G(X,, %), (1.15)
donde G(X,, *) denota el grupo simplicial G(F (X, *)).

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 1.2.5. Sea (X,,*) un complejo de Kan punteado. La equivalencia
homotépica (1.15), induce para cada n > 1, un homomorfismo de grupos

categoricos (trenzados simn > 2)

(0, 11) = on(Xes %) = o1 (G(Xe, %))

que es una equivalencia de grupos categoricos.

En particular, p,(Xe,*) es un grupo categérico simétrico para todon > 3.

Demostracion.

El isomorfismo natural p se define como sigue:  Para cada
par de objetos A,B €  QU(X,., %), consideramos el elemento
gap = 0(50(A))o(5,_1(A)) o (Za) € Gn(Xe, *), elegidos {Zap} C Xn1
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como (1.6), para definir la estructura monoidal de g,(X,,*), ndtese
que si n = 1, entonces gap = 0(s1(A))o(Zap) € Gi1(X., %), dado que
o(so(A)) = e, por definicién de G(X,, *).

Entonces, teniendo en cuenta la definicion de los morfismos
cara y de degeneracion en G(X,,*), un calculo elemental nos con-
duce a que para todo n>2, di(gap)=e, para 0<i<n—2 y
dp1d,(gap) =e. Es decir, gap € QI (G(X,,*)), (véase (1.12)), y con-
secuentemente representa un morfismo en g, 1(G(X,,*)) con dominio
dn(9a,8) = 0(dps150(A))0(dnt15n-1(A)) " 0 (dni1Za,8) = 0(A)o(B) y rango
dn-1(94.8) = o(dnsn(A))o(dpsn-1(A)) o (d,Zag) = c(A® B).

Por otro lado, si n=1, pi(G(X.,*)=p(G(X.,*)) y asi
gap =0(s1(A))o(Zap) € G1(X.,*)  representa un  morfismo  en
©G(X,,x) con dominio di(gap) =0(A)o(B) y rango do(gan)
o(dos1(A))to(disi(A))o(doZag) to(diZag) = o(A)o(A)to(A® B) =
0(A® B). Entonces el isomorfismo y es dado por

pap =948 : 0(A)o(B) — o(A® B) (1.16)

y (o, 1) es un homomorfismo de grupos categéricos (trenzados para n > 2).

Puesto que el funtor grupoide fundamental aplica equivalencias homotoé-
picas en equivalencias de grupoides, se tiene que (o, u) es, en efecto, una
equivalencia de grupos categéricos, (dado que un homomorfismo de grupos
categoricos es una equivalencia de grupos categoricos si, y solamente si, es
una equivalencia de grupoides, véase [25, Lema 1.12]).

Finalmente, como ya hemos comentado g,,_1(G(X,, %)) es un grupo cate-
gérico simétrico para n — 1 > 2, y entonces, puesto que (o, i) es una equiva-
lencia de grupos categéricos trenzados en estos casos, entonces (,(X,, *) es

también simétrico, para n > 3. |

Senalemos que la condicién de simetria de @,(X,,*), n > 3, no es de-
mostrada en [9], aunque ésta puede abordarse usando los mismos métodos
que en el citado trabajo. En todo caso, una demostracion alternativa del
cardcter simétrico de g, (X,,*), n > 3, puede verse en [27].

Finalizamos este apartado con dos ejemplos, donde estudiamos otras rela-

ciones de los grupos categéricos g, (X, *) con construcciones ya conocidas.
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Ejemplo 1.2.6. Supongamos (X, *) un CW-complejo conexo y punteado.
En [6] se define para cada n > 3, el n-grupo categdrico estricto y simétrico
del espacio (X, *) por C,(X,*) = Q" 'GS,(X), donde S,(X) denota el
complejo fibra en * del complejo singular de X, S(X). Es decir, en nuestra
notacién S.(X) = F(S(X), ).

El Teorema anterior nos dice entonces que se tienen equivalencias de

grupos categoricos simétricos
Pn(S(X), %) = Co(X, %), n >3

Senalamos que, a pesar del caracter no estricto de los grupos categoricos
on(S(X), %), sin embargo, estos son mas faciles de manejar, dado que sus
elementos siguen siendo simplices y no elementos del grupo libre sobre ellos.

Otra construccién més clasica es debida a Whitehead, [60], que asocia al

CW-complejo (X, x) su mddulo cruzado de homotopia
W(X,*) = mo(X, X1 %) — m (X', %),

donde X! denota el 1-esqueleto de X. En [8, Proposicién 2.2.4.] se demuestra
que W(X,x) es isomorfo al médulo cruzado asociado al grupo categérico
©GS,(X). Entonces, por el Teorema 1.2.5, existe una equivalencia de grupos
categoricos

pl(S(X)a *) = G(W(Xv *))7

donde G(W (X, *)) es el grupo categérico asociado al médulo cruzado anterior
(Ejemplo 1.1.4).

Ejemplo 1.2.7. La construccién de los grupos categéricos g, (X, *) estd
también estrechamente relacionada con los invariantes cohomolégicos de X,.
Los casos n = 1,2 se analizan en [9]. Supongamos ahora n > 3:

Sea (X,,*) un complejo de Kan punteado (n-1)-conexo, es decir,
T (Xe, %) =0, 0 <r <n—1. Consideramos el subcomplejo minimal (M,, )
retracto de deformacion de (X,, *). Entonces la inclusion induce una equiva-
lencia de grupos categéricos simétricos g, (M,, *) — ©, (X, *). En este caso,
(M,, *) tiene s6lo un r-simplex en dimensiones 0 < r < n — 1 y entonces el

grafo de @, (M,,*) es
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1
< g T

7rn+1(X.7 *) X 71-n()(n *)

(X, %), (1.17)

donde s =t =proyeccién e 14, = (0, A). La composicién es dada por la suma
en m,11(Xe, %) y el producto tensor en objetos y morfismos es la suma en
Tn(Xe, %) v en myp1(Xe, %) X m,(X,, %), respectivamente. Los isomorfismos
de unidad a izquierda y derecha y los isomorfismos de asociatividad y conmu-
tatividad seran pues pares aa pc = (hapc, A+B+C)ycap = (dap, A+B),
donde hapco : mp(Xe, )3 — T 1(Xey %) v dap @ Tn(Xe, )2 — mop1 (X, %)

son aplicaciones verificando las siguientes identidades:
i) hgop+hapiep +hape =harsep + hapcoip,
i) hapc +hpcoa+daprc =dac+das+ hpca,
i) hcap +hapce+dpce =darpo +dac+ hacs,
w) dap+dpa =0,

que se obtienen al considerar el pentdgono de coherencia para a (7)), los
hexdgonos de coherencia para a y ¢, (i1), 4i)) y la condiciéon de simetria
sobre ¢ (iv)).

Las condiciones i), i), i) expresan que el par (h,d) es un 3-cociclo
abeliano de m,(X,, *) con coeficientes en 7, 1(X., *), en el sentido de Eilen-
berg-MacLane [21],[41]. Su clase de cohomologia no es otro que el primer
invariante de Postnikov no nulo de X,: En efecto, este viene dado por un
elemento de H"™(K (m,(X,),n), mn:1(X,)). Puesto que n > 3, el teorema

de suspensién de Eilenberg-MacLane [21] establece un isomorfismo
H" (K (m(Xa),n), M1 (X)) = H? (K (m0(Xa), 3), T (X))

y un monomorfismo

1%

H? (K (m(Xa),3), mns1(Xa)) = HY (K (70 (Xa), 2), Tns1(Xa))

Hay(mn(Xa), T (X))
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La condicién iv) sobre (h,d) asegura segun [23, Teorema 17.2] que su
clase de cohomologia estd en la imagen del monomorfismo anterior y, en
consecuencia, representa el invariante de Postnikov de X,.

Notemos, por otro lado, que si consideramos la funcién traza asociada al
3-cociclo (h,d), q : m,(Xe) — mni1(Xe) dada por ¢(z) = d(z, x), la condicién
iv) implica que ¢ define un homomorfismo de m,(X,) en 27m,11(X,), el sub-
grupo de 7,11(X,) formado por los elementos de orden 2. Este homomorfismo
no es otro que el asociado por Sinh al grupo categérico simétrico g, (X, *),

de acuerdo a su teorema de clasificacién de grupos categdricos simétricos [50].

1.3 Cohomologia de Takeuchi-Ulbrich.

En este apartado recordamos la cohomologia de Takeuchi-Ulbrich de comple-
jos de cocadenas y complejos cosimpliciales de grupos categoéricos simétricos
[51], [52]. Esta ultima serd bésica para la definicién de la cohomologia con
coeficientes en un grupo categorico simétrico.

Esta seccion es puramente técnica y todos los resultados y construcciones
que se estudian estan dedicados a culminar con el Teorema de normalizacién,
que sera fundamental en el Capitulo 2 para demostrar el Teorema de repre-
sentatividad homotépica (Teorema 2.3.10). Destacamos, en todo caso, la
obtencion de la sucesion exacta larga a partir de la sucesion exacta corta de
complejos, (Definicién 1.3.3), que nos viene a senalar como esta teoria de co-
homologia goza de propiedades analogas a la usual cohomologia de complejos
en una categoria abeliana.

En lo que sigue, para A un grupo categorico simétrico denotaremos adi-
tivamente el producto tensor en A, el objeto unidad por 0 y hablaremos
entonces de objeto cero y, para cada objeto P de A, su inverso se denotara

por —P y, como es usual, se llamara el opuesto de P.

1.3.1 Cohomologia de complejos de cocadenas.

Como es usual, cuando se trasladan definiciones, en las que intervienen iden-
tidades al contexto de grupos categoéricos, estas identidades son sustituidas

por isomorfismos naturales y, entonces, se establecen las adecuadas condi-
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ciones de coherencia. Con esta idea Ulbrich define el concepto de complejo

de cocadenas de grupos categéricos simétricos como sigue:

Definicién 1.3.1. Un complejo de cocadenas de grupos categoricos simétricos
A = (A, x) consiste de una sucesion de grupos categdricos simétricos y ho-

momorfismos entre ellos

On
A= Ao 9o Ay 01 Ay 02 A, On An-&-li)”.’ (1.18)
Jjunto con una familia de transformaciones monoidales

X = (Xn : Ont10n — 0)p>0, donde 0 denota el homomorfismo constante
0 de A, en A,io (u homomorfismo nulo en la terminologia del Ejemplo

1.1.6), de forma que, para cada objeto P de A,, el diagrama

o*P 0
a<><p>l (1.19)
8(0) MT> 0

es conmutativo.

Los grupos de cohomologia de un complejo A = (A,,, x) se definen como
sigue:

Un n-cociclo, n > 0, de A es un par (P, g) consistente de un objeto
P € Obj(A,) y un morfismo g : 9P — 0 en A,,,; tal que verifica la condicion

de cociclo, esto es, el diagrama

0°(P) % 9(0)

xp (1.20)
<

La categoria Z"(.A) de n-cociclos tiene como objetos los n-cociclos y como
morfismos, f : (P, g) — (Q,h), morfismos f : P — Q) en A, tal que h-0f = g.

Esta categoria es también un grupo categérico simétrico, donde la suma

ha de ser conmutativo.

en objetos se define por:
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(Pg) +(Q,h) = (P+Q, 3(P+Q)“—_1>8P+8Q I 40" o)

y en morfismos como en A,,. El objeto unidad es el cociclo (0, po : 90 — 0) y
los isomorfismos de asociatividad, conmutatividad y unidad son dados como
en A,,.

Si denotamos por Z"(A) al grupo abeliano de componentes conexas de
Z"(A), este contiene como subgrupo al conjunto B"(A) de elementos repre-
sentados por los pares (6(Q), xg), con @ € Obj(A,_1) y n > 1, que llamare-
mos subgrupo de n-cobordes.

Entonces el n-ésimo grupo de cohomologia del complejo A se define por:
H"(A)=7Z"(A)/B"(A), n >0, con B°(A) = 0.

Una definicion alternativa de estos grupos de cohomologia puede verse en
[52].

Notemos que estos grupos de cohomologia coinciden con los grupos de co-
homologia usuales de un complejo de cocadenas de grupos abelianos, cuando
estos son vistos como grupos categéricos discretos.

H"(—) define, para cada n > 0, un funtor desde la categoria de comple-
jos de cocadenas de grupos categoéricos simétricos en la categoria de grupos
abelianos: Recordemos que un homomorfismo (F,0) : (A,x) — (B,x') de
complejos de cocadenas consiste de homomorfismos F, : A, — B, y trans-

formaciones monoidales
0=20,:0F, = F,10, n >0,
tal que el siguiente diagrama conmuta para todo n > 0:
02 F, —2= 0F, 110 —2> F, ,50°

x/l lFMz(x) (1.21)
0 F42(0)

Ho

La conmutatividad de este diagrama permite demostrar que para todo
n-cociclo (P, g) de Z™(.A), el par
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es un n-cociclo de B y se tiene entonces un funtor, para cada n > 0,
F.:Z"(A) — Z"(B),

que en morfismos viene dado por F.(f:(P,g) — (P',¢") = F.(f). Este
funtor es ademas un homomorfismo de grupos categéricos donde
p: F(P,g) + F(P'g) — F((P.g) + (P, g") y po : F2(0, po) — (0, o) son
dadas justamente por los correspondientes de F,.

Por tanto, se induce un homomorfismo entre los grupos abelianos de com-
ponentes conexas de n-cociclos, F, : Z"(A) — Z"(B), para cada n > 0. Este
homomorfismo aplica el subgrupo de n-cobordes B"(A) en B"(B), puesto
que, para cada @ objeto de A,_1, 0,1 : 0F,,_1Q — F,0Q define un mor-
fismo

(aanlQu X/Fn_lQ) - F*<8Q7 XQ) = (FnaQ7 Ho - Fn+1<XQ) ’ 9)

en Z™(B), como consecuencia de la conmutatividad de (1.21).
Entonces H"(F,0) = F, es el homomorfismo inducido entre los corres-

pondientes grupos cocientes, esto es,
Hn(F79>:F* Hn(A)HHn(B% [(Pvg)]'_)[F*(PMQ)]

para todo n > 0, y donde [(P, g)] denota la clase del n-cociclo (P, g) en el
cociente.

Estos funtores de n-cohomologia verifican la siguiente propiedad de “adi-
tividad”

H"((F,0) + (G.0)) = H"(F,0) + H(G,0'),  n>0, (1.23)

donde la suma en el segundo miembro es la usual de homomorfismos de
grupos abelianos, mientras que la suma (F,0) + (G, ¢') de homomorfismos
(F,0),(G,0') : A — Bes definida como F,,+G,, (suma en Hom(A,,,B,,) como
en el Ejemplo 1.1.6) en cada dimensién y con transformaciones monoidales
0" : O(F, + G,) = (Fny1 + Gpy1)0 definida, para cada P objeto de A, y

n > 0, por la conmutatividad del diagrama:
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-1

O(F, + G)(P) = 0(F,(P) + G,(P)) a OF,(P) + 0G,(P)

9p+933

Fy1OP + G 0P =
= (Fh1 + Gpy1)0P

Otra analogia de esta cohomologia con la usual de complejos de cocade-
nas en una categoria abeliana es la existencia de una sucesion exacta larga
asociada a una sucesién exacta corta de complejos.

La nocion de sucesion exacta corta de grupos categéricos simétricos que
consideramos es la dada en [10], que en [47] se denomina extensién cofibrada
de grupos categdricos, en nuestro caso, simétricos. (Otra nocién més general
de sucesién exacta corta de grupos categdricos simétricos puede verse en [59]).

Recordemos, previamente, que una fibracion de grupoides es un fun-
tor F': A — A’ tal que para cada objeto P de A y para cada morfismo
g: F(P) — @Q existe un morfismo f: P — P’ con F(f) = g.

Definicién 1.3.2. Una sucesion de homomorfismos de grupos cateqoricos
simeétricos

A—>~B—4-C

decimos que es exacta corta si 1) q es fibracidn esencialmente sobreyectiva,
2) q-j es el homomorfismo nulo y 3) j : A — ¢7'(0) es una equivalencia
de categorias, siendo q~'(0) la fibra de q en el objeto 0 de C; esto es, la
subcategoria de B cuyos objetos se aplican, por q, en 0 y los morfismos se

aplican en la identidad en 0.

Definicién 1.3.3. Una sucesion de complejos de cocadenas de grupos cate-

goricos simétricos y homomorfismos

(45:0)

(A X)

. . J q
decimos que es exacta corta si, para cada n > 0: 1) A,—=B,——=C,, es
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una sucesion exacta corta y 2) el diagrama

Ay By, Cn
ani Gn/lan Z%/lan
Ay Tt Byt it Cra

es un morfismo de sucesiones exactas cortas de grupos categoricos simétricos,
o equivalentemente, para cada objeto P de A,,, el diagrama siguiente es con-

mautativo

an+1(0p)

Qn+1an.7n(P) qn+1jn+18n(P) =0

e;nPT / (1.24)

Teorema 1.3.4. Dada una sucesion exacta corta

(7,9) (¢,0")

(A, X") (B, x) (C,x")

de complejos de cocadenas de grupos categoricos simétricos, existe un homo-

morfismo de grupos
wy, : HY(C) — H"(A), n >0,

el morfismo de conexion, tal que la sucesion

e YA D 1 () (€)1 (A

es una sucesion exacta de grupos abelianos.

Demostracion.
Definimos w,, primero sobre cociclos: Sea (P,g:0,(P)— 0) € Z"(C).
Usando que g, es esencialmente sobreyectivo, elegimos un objeto ) de B,, y

un morfismo f : ¢,(Q) — P en C,,.

n—1
Considerando la composicién qn+18n(Q)(&> 00 (Q) ond O, (P)—>0,y

puesto que g+1 es fibracién, existird un morfismo g : 9,(Q) — R en B,
tal que o1 () = g Buf - (6,)". En particular, guy1(R) € Obj(gui(0)™) y

puesto que jni1 : Api1r — ¢up1(0)7! es una equivalencia, existird un objeto
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A= Apg) € Obj(An11) y un morfismo b : jui1(Apg)) — R, con gni1(b) =
1dy.

Seab=gl-b: Jnt1(Apg)) — O0n(Q). Usando que j,11 es fiel y pleno,
definimos a(pg) : Opt1(A) — 0 como el tinico morfismo en A, 5 tal que el

diagrama
Ot (A) . Q)
al lXQ (1.25)
Jn+20(A) ) Jn+2(0) ——0

es conmutativo.
Obtenemos asi un par (Apg), a(p,g) : Ont1(Apg)) — 0) que resulta ser un
(n + 1)-cociclo del complejo (A, x). En efecto, consideremos el diagrama

2
92 11(A) 0’8 Q)

ij @ XaQ

0

.

a0 @  Jnt3(0) IxQ
) n+3(10)
Jn+3(xa) T ® ®
jn+382A B jn+38(0)
Jn+30a(p g
Djnt20(A) , Ojn42(0) ———— 80
Ojn+2a(p,q) po

donde (D es conmutativo por la naturalidad de x aplicada al morfismo E, @
por ser el correspondiente diagrama de coherencia (1.21) de (j,60), @ es el
diagrama (1.19) de coherencia del complejo B, ® lo es por la condicién de
coherencia de la transformaciéon monoidal 6,, .5 con respecto al objeto unidad
y ® es conmutativo por la naturalidad de 0, aplicada sobre a(pg). Puesto
que el diagrama exterior es conmutativo, pues es el resultado de aplicar 0,, 12
a (1.25), obtenemos que el tridngulo interior @ ha de ser conmutativo. Ya que
Jnts es un funtor fiel, deducimos la condicién de cociclo sobre (A(pgy, a(py))-

La construccién de (A(pg),apgy) depende de la eleccién de
Q,f. 9. R, Apgy vy b. Sean Q' € Ob(B,), f : ¢(Q) — P en C,,
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g 1 Q' — Ry U:jun(Ap,) — R en By, otra eleccién como
anteriormente, y sea (A(p , a(p,) €l (n + 1)-cociclo que se obtiene.

f (!

Considerando la composicion g, (Q)——P——>¢,(Q’), existira un objeto

Ade A, v un morfismo u : Q — jn(;{) + @' en B, tal que el diagrama

0n(Q) — " 4 Ga(A) + Q)

(f/)‘l-fi T“

0 (Q) 0+ ¢a(Q)

es conmutativo (véase [10, Proposicion 3.2]). Definimos

s Atpg) — On(A) + Alp,)

como el tnico morfismo en A, ; tal que el diagrama

i (A) —F= 0,0 0, (A) + Q)
T#
() Oniin(A) + 0,Q' (1.26)
T01+§'
jn+1(anzZI + A') m .7'n+1anfZI + Jng1(A)

es conmutativo. Este morfismo define un morfismo de (n + 1)-cociclos en
ZH A X),

51 (Apg)s apg) = (OnA X'g) + (Alp ), alpy)

y ast (A(pg), apg) ¥ (Alpy), a(p,) definen el mismo elemento en H™1(A).
Por otro lado, no es dificil ver que si [(P,g)] = [(P’,¢')], entonces también

[(Apg): apg)] = [(Apr g, apr,g))] v entonces definimos
w, : H"(C) — H" ' (A), n >0,

por wy([(P, 9)]) = [(A(pg), a(pg)]-
Veamos ahora que w, es un homomorfismo de grupos.  Consi-

deremos [(P,g)],[(P',¢")] € H*(C). Elegimos @ y @' objetos de B,,
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[:a.(Q) = P, f1qn(Q) — Plen Cp, g:0,(Q) = R, ¢ :0,(Q) — R en
Bry1 v b dnri(Aipg) — RV Jupi(Aprgy) — R en By, de forma que
wal(P,9)] = [(Apg), apg)] v wal (P, ¢)] = [(Apr.g), apr 1)), donde acpg) y
acpr gy son dados por la conmutatividad de (1.25).

Puesto que (P,g)+ (P',¢)=(P+ P',r0-(g+¢")-p '), considerando

-1 /
la. composicion ¢, (Q + Q’)“—>qn(Q) + qn(Q’)iP + P, elegimos

9" :0,(Q+ Q') — R" tal que g,.1(79") es dado por la conmutatividad de

N O ,
00,(Q + Q) =—— 3(gu(Q) + 4(Q)) =—>3(P + P")
n

OP + 0P’

0’ g+g’ (1.27)
040
4n10(Q + Q) (@) !

entonces,  w([(P,g)] + [(F, ¢)]) = [Apg+prg) apg+prgn],  donde

apg1+(pg) € dado por la conmutatividad de (1.25) una vez elegido
Apgr+rg) e Apyp1 y 0" 1 Jui(Apgy+prgy) — R en By,
Definimos h : Apgy1(pg) — Apg) + A(pr,y) como el tinico morfismo en

A, tal que el diagrama

/

Q+ Q') Jn+1(Apg)+(Pgn)

jn+1(h)

z Jnt1(Apg) + Aprg))

T

8@ + aQ/ 'H jn+1 (A(P,g)) + jn+1 (A(P’,g’))
es conmutativo. Tenemos entonces un morfismo en 7 ”H(A)

h: (Apgy(Prg), Pg+Prg)) = (Apg)s apg) + (A gy aprgn)

y asi
wn([(P,9) + (P, g")]) = wa([(P, 9)]) + wa([(F, g)]).
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Finalmente, veamos la exactitud de la sucesion en cohomologia:
Sea (B,g) € Z2"(B), entonces q*([(B 9)1) = [(gn(B),q.(g)], donde ¢.(g)

es dado por la composicién 0,q,(B )anﬂa B%qnﬂ(())&&
(véase 1.22). Para calcular w,(q.([(B,9)])) = wn([(¢a(B), ¢:(g))]), tomamos
Q =By f=1idy, (s y entonces g : 0,(B) — R (que en este caso verifica que
Gn+1(9) = 110" Gn+1(9))s Agu(B).a.(9)) € OVI(Ani1) Y b2 jni1(A(gu(B).a.0)) = R
en B,iq1, de forma que wnq.([(B,9)]) = [Awgn(B)g:(9))s Uan(B)a:(g))] donde
A(gn(B).g-(g)) € dado por la conmutatividad de (1.25).

Usando de nuevo que j,;1 es un funtor fiel, existird un tnico morfismo

S A(qn(B),q*(g)) — 0 en An—i—l tal que

g 'b

Int1(A(gn(B).gu(9)) On(B)
jn+1(5)i J{g (1.28)
jnJrl (O) o 0

es conmutativo. Entonces también es conmutativo

A(qn(B),qx(9))
Ont1(Agu(B)g. () —— 0
an+1(0)

pues aplicando 0,41 sobre (1.28), la parte exterior del diagrama

Djnsr(A) o™ %) 8%(B)

~. o

n (CL .
]n+28 A)]L ]n+2

0)—0 @
jn+1(s) Q) Jnt+20(s) i @/ g
]n+2
]n+2a Ko
i

DjJn+1(0) a0

dpo

es también conmutativo, donde hemos denotado a A, (B).q.(¢)) ¥ (gn(B).a-(9))
mediante A y a, respectivamente, por simplicidad. Ahora (I) es conmutativo

por la definicién de a(q,(B)q.(9) (1.25), @ por naturalidad de 6, @ por la
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condicién de cociclo de g y ® por coherencia. Se obtiene pues la conmuta-
tividad de @), que es equivalente, usando que j, 12 es fiel, a la conmutatividad
de (1.29). Consecuentemente s : (A(g,(B).q.(9))> Uan(B)a(e)) — (0, fo) €s un
morfismo de cociclos y w,q.([(B,g)]) = 0.

Sea [(P, g)] € H"(C) un elemento tal que w,([(P, 9)]) = [(Apg), apg)] =
[(0, 11o)]. Existird un objeto A’ de A,, y un morfismo de (n + 1)-cociclos

t: (Apg), apg) + (0nA, Xu) — (0, o),
es decir, un morfismo ¢ : Apgy) + 9, A" — 0 tal que el diagrama

a(p,g) Xy

(Apg) + 0A") <" 0(A(pg) + 0*(A) 0+0
o(t) r
0(0) 0

Ho
es conmutativo.

Definimos ¢ : 0,,(Q + jn(A’)) — 0 por la conmutatividad del diagrama:

AQ + julA) <2 0Q + 0ju(A) s i (Apg)) + Gn1O(A))

‘ l“

0 i Jn11(0) Jn+1(Apg) +04')

jn+1 (t)

donde Q, b son los elegidos para el célculo de w,([(P,g)]). Entonces

(Q + jn(A"), ) es un n-cociclo en B y la composicién

—1 f+1

Gn(Q + Jin(A)) —= 2:(Q) +0 P+0— P,

define un morfismo de cociclos desde ¢.(Q + j,(A'),c) en (P, g). Esto es,
(P, 9)] = ¢.([(Q + jn(A'), ¢)]) v se tiene la exactitud en H"(C).
La exactitud en H"(B) y H""'(A) se demuestra de forma andloga. W

Nos ocupamos ahora de estudiar cudando dos morfismos de complejos in-
ducen el mismo homomorfismo en los grupos de cohomologia, esto es, de
concretar el concepto de morfismos de complejos homotopicamente equiva-

lentes.
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Proposicion 1.3.5. Sean A y B dos complejos de cocadenas de grupos ca-
tegoricos simétricos y supongamos dada una familia de homomorfismos de

grupos categoricos simétricos R = (R, : Apyq — IB%n)n>0

A= Ag—2> A 25 A, 25 A, —2 Ay 2
S m s (1.30)
B = IB30 P B, P B, Fai Bn 3 Bn—HT)'”

Entonces R tiene asociado un homomorfismo de complejos (}N%, 5) A — B
tal que H"(R,0) = 0 : H"(A) — H™(B), para todo n > 0.

Demostracion.

Definimos Ry = Rody : Ay — By y Ry = RpOy + Op1BRp_1 : A, — B,,
paran > 1.

En cuanto a § = <§n : 8}N%n = §n+18> , definimos 50 : 8&0 = ﬁlf),

n>0
para cada objeto P de Ay, por la conmutatividad del diagrama:

ORo(P) = OR\O(P) l 0+ ORA(P)

(9O)P\L TM0+1

y paran > 1, 0, : OR, = §n+1a es dado, para cada objeto P de A,,, por la

conmutatividad del diagrama:

pt 1+XRn+1(P)
OB, (P)=8(RpO(P)+8R,_1(P)) — > ORn9(P)+0*Ry—1(P) —————> R, 9(P)+0

[

&)p OR,O(P)

| wz

— 2 - 5 n
RnH@(P)fRnH& (P)+8R,L8(P) mRn+l(0)+aRna(P) o1 0+0R B(P)
Entonces, es facil, aunque laborioso, demostrar que los diagramas (1.21)
son conmutativos y, por tanto, (R,f) : A — B es un homomorfismo de

complejos.
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Supongamos n > 1y (P, g) € Z™(A), el n-cociclo en B inducido por Res
segin (1.22)

R.(P,g) = (R,O(P) + OR,1(P), f1g - (Rp10(g) + ORu(9)) - (0.)p)-

Ahora, a partir de la condicién de cociclo sobre (P, g), asi como

de la definicién 6,, deducimos que ﬁ*(P, g) es suma de dos n-cociclos

en B: El n-cociclo (R,0P, ORnﬁPwaRn(O)&O) y el n-cociclo

XR,,_1P

(OR,,_1P, 9*R,,_1(P)—0). El primero es claramente isomorfo, en Z"(B),
al n-cociclo (R, (0), po : OR,,(0) — 0) por el morfismo R,g : R, 0P — R, (0),
y entonces también isomorfo a (0, po : 00 — 0); asi su clase de cohomologia
es nula.

El segundo es un coborde en Z™(B) y entonces también es nula su clase
de cohomologfa. Consecuentemente, H"(R,8)[(P, g)] = 0.

Para n=>0 y (P, g) un 0-cociclo en Z%A)
R.(P,g) = (RoOP, o - (R19g + ORo(g)) - (fy)p), quien, de nuevo por
la condicién de cociclo y la definicién de 50, es isomorfo, por
Ry(g) : RyO(P) — Ry(0), al O-cociclo (Ry(0), 1) y entonces, como an-
teriormente, su clase en H%(B) es nula, lo que acaba la demostracion.

Establecemos entonces la siguiente definicion:

Definicién 1.3.6. Dos homomorfismos (F,0),(F',0") : A — B de complejos
se dicen equivalentes si existe una familia de transformaciones monoidales

v=(vn: F,= F!)y>o tal que el diagrama

(0F,)(P) =2 (aFr)(P)
enl ia; (1.31)
Fusi0(P) — = i 0(P)

es conmutativo, para todo objeto P de A,, yn > 0.
Dos homomorfismos (F,0),(G,0) : A— B diremos que son homo-

topicamente equivalentes si existe wuna familia de homomorfismos
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R=(Ry:An1 — Bo)uso tal que (F.0) y (G,0)+ (R,0) son equiva-
lentes, donde (E, 5) : A — B es el homomorfismo asociado a R de la

Proposicion anterior.
Tenemos entonces:

Teorema 1.3.7.
i. Si(F,0),(F',0): A— B son equivalentes, entonces
H"(F,0)= H"(F",¢'): H"(A) — H"(B), n > 0.

ii. Si (F,0),(G,0): A — B son homotdpicamente equivalentes, entonces

también se tiene
H"(F)=H"(G): H"(A) — H"(B), n > 0.

Demostracion.

i. Sea v = (v, : F, — F)),> la familia de transformaciones monoidales
que establece la equivalencia entre (F,6) y (F',6') y sea (P, g) € Z"(A), un
n-cociclo. En el diagrama

d(vn)p

OF,(P) OF! (P)

Fo10(P) Cni)or F, ,0(P) Fl(9)
F*(g)é
v

Fnt1(9) = O 0
Ho Fii1(9) /
e Ho
/
Fn+1(0) (Vn+1)0 Fn+1(0)

la cara superior es el diagrama (1.31), las caras laterales (izquierda y derecha)
se corresponden con las definiciones de F,(g) y F.(g) (1.22) y la cara frontal y
la inferior son conmutativos por naturalidad. Consecuentemente, también es
conmutativa la cara posterior o, equivalentemente, (v,)p : F,(P) — F(P)
define un morfismo en Z™(B) entre F.(P,g) y F.(P,g) y asi

H™(F,0)[(P,g)] = H"(F",0)[(P, g)].
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Ahora, teniendo en cuenta la Proposicion 1.3.5, asi como la identidad

(1.23), i es consecuencia directa de 1. |

1.3.2 Cohomologia de complejos simpliciales.

Un complejo cosimplicial de grupos categoricos simétricos es un diagrama de

grupos categoricos simétricos y homomorfismos entre ellos

b2

o1
% 5N\
/\ /—0\
L~ 90 1.32
A, = AO%AliﬁOQ;A%*O}?,“' ( )

€3
verificando las identidades cosimpliciales usuales [1]:
l) €i€j = €418 1 Sj
11) 5_]51 - 5%’715]' Z > j
111) (5]'6@' = €i(5j_1 1< ]

6]‘6]‘ = 5j€j+1 =1

(5]62' = 61‘_1(53' 1>7+1

Estos complejos son un caso particular de los complejos semicosimpli-

ciales considerados por Takeuchi-Ulbrich en [51], donde no se consideran
los morfismos ¢; y las identidades en i) se sustituyen por transformaciones
monoidales con el correspondiente axioma de coherencia. En el trabajo citado
se demuestra un teorema de coherencia que permite construir un complejo
de cocadenas de grupos categdricos simétricos, (C(A,), x), como en (1.18),

verificando la conmutatividad de (1.19), por medio de la férmula usual del

operador coborde. Esto es,

C(A.) - AO 9 Al 9 AQ 9 e An 9 An+1 9 Ty, (133)

donde 9, : A,, — A, viene dado por

On(P) =3 (=1)'ei(P), (1.34)



1.3. COHOMOLOGIA DE TAKEUCHI-ULBRICH. o1

para cada objeto P de A, y de forma andloga se define para morfismos.
Las transformaciones monoidales ,, : 0> = 0 se construyen a partir de los

isomorfismos candnicos en cada A,,. Entonces:

Definicién 1.3.8. Sea A, un complejo cosimplicial de grupos categoricos
simétricos. Se definen los grupos de cohomologia de A, como los grupos de
cohomologia del complejo de cocadenas C(A,), construido a partir de él, esto
es,

H"(AJ) = H"(C(AJ), n>0. (1.35)

Aunque en la construccion del complejo C(A,) no intervienen los homo-
morfismos d;, y entonces tampoco en la de los grupos de cohomologia, nos
proponemos demostrar que, bajo ciertas condiciones, que llamaremos condi-
ciones de normalizacidn, el complejo C(A,) puede sustituirse, para el cdlculo
de los grupos de cohomologia de A,, por otro complejo de cocadenas de gru-
pos categoricos simétricos, en el cual los grupoides de cocadenas tienen por
objetos aquellos P € Obj(A,,) tales que §;(P) = 0, para todo 0 <1i < n.

Este resultado de normalizacion particulariza, y esta, de hecho, inspirado
en el clasico de MacLane [43], cuando A, es un complejo cosimplicial de
grupos abelianos, vistos como grupos categoricos simétricos discretos.

Para establecer la condicion de normalizacion, recordemos el concepto de
n-ésimo nucleo cosimplicial de A,, A, (A,), n > 0: Este es definido para
n =0 como Ag(A,) = Ay ysin>1, A,(A,) es el subgrupoide del grupoide
producto (A,)"™! cuyos objetos (respectivamente morfismos) son aquellos
(P, ..., Py) € Obj((A,)"1), tales que 6;(P;) = 6;-1(P;) para 0 < i < j < n.

Los homomorfismos d; definen un funtor

Sn . An—i—l An (A.)
(1.36)
P (60(P), ..., 0,(P))

y analogamente en morfismos.

Notemos que si los homomorfismos d; fuesen estrictos, entonces A, (A,)
serfa un subgrupo categérico simétrico de (A,)" ™ y el funtor (1.36) un ho-
momorfismo estricto de grupos categoricos simétricos.

En términos de este funtor establecemos:
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Definicién 1.3.9. Un complejo cosimplicial de grupos categoricos simétricos

A,, como en (1.52), verifica la condicion de normalizacion si

i. 6;(0) =0, para todo i > 0, es decir, los homomorfismos ¢; son estrictos

en el objeto cero.
ii. Sp i A1 — An(A,) es una fibracion de grupoides, para todo n > 0.

Para introducir el complejo normalizado asociado a un complejo cosim-

plicial de grupos categéricos simétricos, nos apoyaremos en el siguiente lema.

Lema 1.3.10. Sea F' : A — B un homomorfismo de grupos categoricos simé-
tricos verificando que F(0) =0 y F es una fibracion de grupoides. Entonces
la fibra de F en cero, F~1(0), tiene una estructura de grupo categdrico si-
métrico de tal manera que la inclusion F~1(0) — A es un homomorfismo de

grupos categoricos SImetricos.

Demostracion.

Recordemos que F~1(0) es el subgrupoide de A cuyos objetos son aquellos
que se aplican por F' en 0 y morfismos los que se aplican en la identidad en
0. En particular, ya que F(0) = 0, 0 es un objeto de F~1(0).

Para A, B € Obj(F~*(0)), denotamos por @4 5 : F(A+ B) — 0 al mor-

-1
fismo canénico F(A + B)——F(A) + F(B) = 0 + 0—2>0; entonces, puesto
que F es fibracién, elegimos un objeto en A, que denotaremos A+B y un

morfismo en A:
QA B - A+B—>A:|V‘B

tal que F(asp) = @ap. En particular, F(A+B) = 0y, as{, A+B es un
objeto de F~1(0).
Sean f: A — A’y g: B — B’ dos morfismos en F~1(0). Definimos

f¥g: A¥B — A+B

como el tnico morfismo haciendo conmutar el diagrama:

A+B—=2 -~ ATB
f+gl lf‘%g
A+ B A'+B

aAI’BI
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Si aplicamos F' sobre este diagrama, obtenemos uno nuevo, también con-

mutativo:
0+0 Y F(A+B)—2
FYf)+FKg%=1l FYf+y)l F(f¢g)
0+0 F(A +B')— 0
O‘A’,B’

y entonces, por definicion de @4 g y @ar 5, F'(f+g) ha de ser, necesariamente,

la identidad en 0. Tenemos entonces definido el bifuntor
—F—: F10) x F74(0) — F~(0) (1.37)

Los isomorfismos candnicos de asociatividad y de conmutatividad vienen

dados por la conmutatividad de los diagramas:

XA B+C

~ fa ~ ~
A+ (B+ O L AT(B + 0)—2€ AT(BTC)

(A+B)+ C,—= (A+ B)+C — (A+B)+C

XA+ B,C aa,B 1
A+B—"" AR
B+ A—7, = B¥A

para cada A, B,C € Obj(F~1(0)).
Puesto que 0 € Obj(F~1(0)), éste serd el objeto unidad para este pro-
ducto tensor, siendo los isomorfismos naturales [ : 0+A — Ay 7: AT0 — A

determinados por los diagramas:

0+ A A+0

AN X

@, A A @A A

A A

0+A AF0
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para cada objeto A de F~1(0).

Finalmente, F~1(0) es un grupo categérico pues, utilizando que F es
fibracién, para cada objeto A de F~!(0), elegimos en A un morfismo
Ba : —A — A* tal que su imagen por F es el isomorfismo candnico
F(Ba) = k' : F(—A) — —F(A) = 0. Entonces A* es un objeto de F'~1(0)
y existe un isomorfismo m, : A+A* — 0 en F~1(0) determinado por la

conmutatividad de:

At (A)—4 gy g

mAl \LQA,A*

0 AT A*

A

Por construccién, la inclusién J : F~1(0) — A, junto con los isomorfis-
mos naturales a p : A+ B = J(A) + J(B) — A+B = J(A+B), definen un

homomorfismo de grupos categéricos simétricos con J(0) = 0. ]

1.3.11. Sea A, un complejo cosimplicial de grupos categoricos simétricos,
como en (1.32), verificando la condicién de normalizacién. Supongamos
ademas que los homomorfismos ¢; : A,y — A,, n > 0,0 <7 < n, son

estrictos. Entonces, para cada n > 0,
Sn A — An(A,),

es una fibracién de grupos categéricos simétricos con S, (0) = (0,---,0) y, por
el Lema anterior, S, *(0,---,0), la fibra de S, en el objeto cero de A, (A,),
tiene estructura de grupo categérico simétrico.

Definimos el complejo normalizado N'(A,) asociado al complejo cosimpli-
cial A, como sigue:

Los grupos categéricos de cocadenas son

[ ] No(A.) - AO
o Noi1(Ay) =S10,---,0), n > 0.

n

(1.38)

El homomorfismo coborde 9% : N, (A,) — N, 11(A,) esté definido, en
funcién del correspondiente 0 : A,, — A, 1 del complejo C(A,), (1.33), de la

siguiente manera:
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Si P es un objeto de N, (A,), entonces §;(P) =0, para0 <i<n-—1y

las composiciones

B0u(P) <P (CVSS (P PHEDTPE (Dt (P) Can

determinan morfismos canénicos 6; : §;(9,(P)) — 0, para 0 < j < n. En-

tonces tenemos un morfismo en A, (A,),
0=0p:S,(0,(P)) — (0,...,0),

que, al estar ; definido por morfismos candnicos, define una transformacion
monoidal

0:5,0, = 0.
Utilizando que S,, es una fibracion, elegimos un morfismo
0 =0p:0,(P)— 0N (P) (1.39)

en A,y tal que S,(0) = 0. En particular 9 (P) es un objeto de N, 1(A,) y

tenemos definido un funtor
ON N (Ad) — N1 (AS) (1.40)

que asocia a cada morfismo f : P — P’ en N, (A,) el tinico morfismo, 9 (f),

haciendo conmutar el diagrama:

Las condiciones de naturalidad sobre § demuestran que 92 (f) es un mor-
fismo de N, 11(A,).
ON es ademds un homomorfismo de grupos categéricos simétricos con

isomorfismos candénicos,

PO (X0 (P) = 0y (P+P) y g 20,(0) =0,
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dados por la conmutatividad de los diagramas:

o(P) +o(P)—t—oP + P

o"(P) + oM (P") O(P+P')

x %

ON(P)+ON(P') = 0N (P+P')

0(0) ————0™(0),

para cualesquiera objetos P, P' de N, (A,).
Finalmente, la transformacién monoidal y : 9*> = 0 del complejo C(A,)

determina una transformaciéon monoidal
N (0N)? =0, (1.41)

que, para cada objeto P de N(A,), es dado por la conmutatividad del dia-

grama
oNoN (p) —-° 90N (P)

le Joo

0 99(P)

X

Concluimos entonces, de forma inmediata, que

Proposicién 1.3.12. El complejo N'(As) definido por (1.38), (1.40) y (1.41)
es un complejo de grupos categoricos simétricos, que llamaremos complejo
normalizado de A,.

Si denotamos, para cada n > 0, por (Jn,an) @ Nu(As) — A, al
homomorfismo definido por la inclusion (véase la demostracion del Lema

1.3.10), entonces se tiene un homomorfismo de complejos de cocadenas

(J,0) : N(A,) — C(A,) :



1.3. COHOMOLOGIA DE TAKEUCHI-ULBRICH. 57

N

No(A) 2 NA) 2 o N ()~ N (A) s
A

LAk

An+1

Al An

0 ) P} ) a

donde 0,, : 0J,, = J,110V se define para cada objeto P de N,(A,), por el
homomorfismo (1.39).
|

El resultado fundamental es:

Teorema 1.3.13 (Teorema de Normalizacién). Sea A, un complejo co-
simplicial de grupos categoricos simétricos verificando la condicion de nor-
malizacion y supongamos que los homomorfismos d; son estrictos. Entonces

(J,0) : N(A,) — C(A,) es una equivalencia homotdpica.

Demostracion.

La demostracion no difiere sustancialmente de la ofrecida por MacLane
en [43] y esquemadticamente es como sigue:

Para cada k > 0, consideramos

RF = (RZ AL — An)

n>0
definida por
RF =

n

(=116, sin>k
0 sin <k

Por la Proposicién 1.3.5, R* tiene asociado un morfismo de complejos
R = (R*,0%) : C(A,) — C(A,) tal que H™(R*,0%) = 0, para todo n > 0.

Entonces el homomorfismo
F* =ideea,) + R* : C(AJ) — C(AL)

es homotdpicamente equivalente a la identidad en C(A,) (véase la Definicién
1.3.6), para todo k > 0.
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Como Ff(P) = P, para todo objeto P de A;, 0 < j < k — 1, podemos
considerar la composiciéon F = FOF'F2?... que define un homomorfismo de
complejos F': C(A,) — C(A,) homotdpicamente equivalente a la identidad.

Si consideramos los morfismos canonicos, para cada objeto P de A,
can : ij(P) — P, las identidades cosimpliciales implican la existencia de
morfismos naturales canoénicos Z}},P : 0;F(P) — 0, para cada 0 < ¢ < n
y P € Obj(A,41). Usando que S, : A1 — A, (A,) es una fibracién, po-
dremos elegir un morfismo en A, 1, Bp : F(P) — F'(P), con 6;(Bp) = Bi,P;
en particular, F'(P) es un objeto de N,1(A,). F’ extiende a un homo-
morfismo de grupos categdricos simétricos F’ : A, 1 — N,y1(A,), ya que si
f P — P esun morfismo en A, 1, entonces F”(f) es el tinico morfismo en

Noi1(A,) tal que el diagrama

F(P) F'(P)
F(f)i iF’(f)
F(P) 5 F'(P)

es conmutativo. Ademds, por naturalidad, se cumple que 6; F'(f) = id. Tene-
mos, pues, un homomorfismo de complejos F’ : C(A,) — N(A,) de manera
que 8 : FF — J - F’ es una equivalencia de homomorfismos de complejos.
Concluimos asi que J - F’ es homotdépicamente equivalente a la identidad
en C(A,). Por otro lado, F' - J = ida,) y esto concluye, a su vez, la
demostracion.

Como consecuencia del teorema anterior, podemos utilizar cociclos y
cobordes normalizados para el calculo de la cohomologia de un complejo
cosimplicial de grupos categéricos simétricos que verifique las condiciones
del Teorema. Asi el grupoide de n-cociclos Z"(A,), n > 1, es equivalente
al grupoide de m-cociclos normalizados Z%(A,) que tiene por objetos los
n-cociclos (P, g), con 6;(P) =0, 0<j<n-—1y §j(g) = can, para cada

0 < j < n; esto es, el morfismo candnico siguiente:
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n+1

0;(0u(P)) = 8;( 32 (1) &i(P))

S (=1)"65ei(P)

=0

0
Los morfismos en Z(A,) son los morfismos entre cociclos normalizados,

f:(Pg)— (P,¢), tales que 6;(f) =idy, 0 < j <n—1.
j

> (=1)edj1(P) + (=1 P +

1<j

—1)7HP 4+ 3 (—1)'ein16;(P)

1>75+1
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Capitulo 2

Cohomologia simplicial con
coeficientes en grupos

categoricos simétricos.

En este segundo capitulo definimos y estudiamos, de forma exhaustiva, una
teoria de cohomologia de conjuntos simpliciales con coeficientes en grupos
categoricos simétricos, haciendo uso de la cohomologia de Takeuchi-Ulbrich
estudiada en el capitulo anterior. Relacionamos esta cohomologia con otras
bien conocidas (cohomologia singular, cohomologia de grupos de Eilenberg-
MacLane) y con otras menos clasicas (cohomologia de Ulbrich-Frolich-Wall
[57] v los conjuntos de cohomologia definidos por Breen [2], Carrasco-Cegarra
[9] o Cegarra-Garzén [14]). Definimos y estudiamos los complejos K (A, n),
n-nervio de un grupo categérico simétrico A, que juegan para nuestra coho-
mologia un papel analogo al jugado por los clasicos complejos de Eilenberg-
MacLane, K(A,n) en cohomologia singular. En particular, los conjuntos sim-
pliciales K (A, n) se usan para dar un Teorema de representacién homotépica,
para la cohomologia que definimos. Finalmente, demostramos que los fun-
tores p,(—), n-ésimo grupoide fundamental, y K(—,n), n > 3, establecen
una situacion de adjunciéon, con propiedades que nos proporcionan una nueva
forma de probar que grupos categoricos simétricos son modelos algebraicos
para tipos de homotopia de CW-complejos conexos con grupos de homotopia

nulos en dimensiones distintas de n y n+1. (El grupoide de homotopia supe-

61



62 CAPITULO 2. COHOMOLOGIA SIMPLICIAL.

rior (X, *) resulta ser el modelo algebraico de X, y el n-nervio de K (A, n)
es complejo clasificador de A). Obtenemos también, haciendo uso de esta
adjuncién, un Teorema de clasificacion andlogo al teorema de clasificacion de

Eilenberg-MacLane.

2.1 Definicion y primeras propiedades.

Es bien conocido que si X es un conjunto y éste es considerado coma una cate-
goria discreta, entonces la categoria de funtores de X en un grupo categorico
simétrico A, AX, hereda la estructura de grupo categérico simétrico de A.
Anélogamente, si f : X — Y es una aplicacién, entonces el funtor inducido
f*+ AY — AX por composicién con f (ie., ff(F:Y - A)=F-f: X — A)
es un homomorfismo de grupos categoricos simétricos estricto.

Entonces si

52
S1

/’s‘\ S 50
X, = - X, X, =—d—= x, ; X,
d3 d2 1

es un conjunto simplicial, obtenemos un complejo cosimplicial de grupos

categoricos simétricos

O
01
)
P S0 Aﬁ; (2.1)
AX' = AXO AXl o—= AXQ AX3 cee
€1 €2 €3

como (1.32), donde ¢; = d; y 0; = sj. Podemos entonces definir:

Definicién 2.1.1. Para X, un conjunto simplicial y A un grupo cateqgori-
co simétrico, definimos la cohomologia de X, con coeficientes en A como la

cohomologia del complejo cosimplicial AX® (Definicion 1.3.8). Esto es,
H™"(X,,A) = H"(A**), n>0.

Puesto que H"(AX*) = H"(C(A*+)), n > 0, entonces para el cdlculo de
estos grupos de cohomologia, el complejo de cocadenas de grupos categoricos

simétricos a considerar es:
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0

donde 0, : A%*» — AX»+1 viene dado por:
n+1 .
Op = (—1)"d;, (2.3)

Il
o

i
y la transformacién monoidal y : 3> = 0 es la tinica posible a partir de los
isomorfismos canoénicos.

Consecuentemente, para n > 0, un n-cociclo de X, con coeficientes en
A consiste de un par (P, g), donde P es un objeto de AX" es decir, una
aplicacion P : X,, — Obj(A); y g : OP — 0 es un morfismo en AXn+1 es
decir, una aplicacién g : X,,11 — Mor(A) tal que

A A (2.4)

Denotaremos por Z™(X,, A) al grupo categdrico simétrico de n-cociclos y

es conmutativo.

por Z"(X,, A) al grupo abeliano de componentes conexas o clases de isomorfia
de n-cociclos.

Andlogamente, B"(X,, A) denotard, para todo n > 0, el subgrupo de
Z"(X,,A) de n-cobordes. Esto es, BY(X,,A) = 0y, paran > 1, B*(X,, A)
el subgrupo de los elementos representados por los n-cociclos (0Q), x¢g), para
Q : X,,_1 — Obj(A) un objeto en AXn-1.

Entonces sera

H"(X.,A) = Z"(X.,A)/B"(X., A) (2.5)

La proposicion siguiente nos permite asegurar, usando el Teorema 1.3.13

de normalizacion, que podemos reducirnos a cociclos normalizados.

Proposicion 2.1.2. El complejo cosimplicial de grupos categoricos simétri-

cos AXe satisface la condicion de normalizacion (Definicion 1.5.9).
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Demostracion.

La condicién i) es clara, pues los ¢; son morfismos estrictos. Sean > 0y
consideremos S, : AX+1 — A (AX*), para ver que S, es fibracién suponga-
mos un objeto P en AXn+1 es decir, una aplicacién P : X, — Obj(A),
y un morfismo en A, (AX*) de dominio S,(P) = (Psq,..., Ps,), es de-
cir, una lista de aplicaciones (Ag,...,\,), con A; : X, — Mor(A), tal que
s(A\;) = Ps; (s denota la aplicacién dominio), 0 <7 <mn y A;s; = A\;sj_1,
para 0 < i < j <n. Bajo dichas condiciones, hemos de encontrar un mor-
fismo en AXn 1 g1 X, 1 — Mor(A), tal que s(g) = Py S,(9) = (Mo, s An),
ie., gs; =\, para 0 <1 < n.

Para x € X, 11, si x es degenerado, es decir, x=s;(y), para
cierto y€ X, e 1€ {0,...,n}, definimos g(z) = \;(y). Esta definicién
es buena ya que si s;(y) =z =s,(2), con z€ X, y j€{0,..,n}, en-
tonces \;(y) = A\j(2): En efecto, supongamos i< j (si ¢=j trivial-
mente \;(y) = \;(2)), entonces y=d;s;(y) =d;s;(z) =s;_1di(2) y, asi,
di(y) = d;sj_1d;(z) = d;(z). Ademds, z=d;i15;(2) =d;j115:(y) = sid;(y),
con lo que, A\;(y) = Nisj1di(2) = A\jsidi(2) = Ajsid;(y) = A\j(2).

Si # € X,41 es no degenerado, definimos g(x) = idp(y). Es claro que g es

el morfismo pedido. |

2.1.3. De esta forma, como concluiamos al final del Capitulo anterior,
Z"(X,,A) es equivalente al grupoide de n-cociclos normalizados, que en lo
sucesivo denotaremos Z3(Xe,A), n > 0, cuyos objetos son los n-cociclos
(P, g) tales que Psj(x) =0, paratodor € X, 1 y0<j<n-1y

n+1

gs;j(y) = can : Z )! Pd; isi(y) — 0,

paratodoy € X,, y 0 <j < n.
Un morfismo f:(P,g) — (P,g) en Z}j(X,,A) es un morfismo
f: P — P en A% tal que fs;(x) = idy, paratodoz € X,, 1 y0<j<n-—1.

2.1.4. Tanto la construccién del complejo cosimplicial AX* como la del com-
plejo de cocadenas C(A~*) son bifuntoriales, contravariantes respecto a apli-

caciones simpliciales y covariantes respecto a homomorfismos de grupos ca-
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tegdricos simétricos. Esto es, si a : Y, — X, es una aplicacién simplicial,

entonces induce un homomorfismo

af c AT — A (2.6)
de complejos cosimpliciales de grupos categéricos simétricos por composicion
con «,, en cada dimension:

5
51 2

60 /’m\‘\ /"\
o /75\
TE) T 0 o 0 =
AXe = AXo ° AX1 /803 AX2 EO\AXS ...
€1 €2 €3
ag af . al 5 ag
60 /’.«‘\ /—‘\
; Y P
2" E) T 0 o >
AY. — AYO 0 AYI @ AYQ %Yg .
_—

€1 €2 €3

Ademas, cada o], es un homomorfismo estricto de grupos categéricos simé-
tricos. El homomorfismo (2.6) induce un homomorfismo entre los complejos
de cocadenas asociados

o 1 C(A%) — C(AY),

donde las transformaciones monoidales ¢,, : do, = o ;0 son, en este caso,
identidades.

Asi, segin observdbamos en la Seccién 1.3.1, (a*,id) : C(AX*) — C(A%+),
define, para cada n > 0, un homomorfismo de grupos categoéricos simétricos,

entre las correspondientes categorias de m-cociclos, que denotaremos por
Z"(a, A):
Z™Ma,A) - ZM( X, A) — Z7(Y,, A).

Este homomorfismo es estricto y su definicién, en este caso, es particu-

larmente simple y se reduce a componer con «, es decir,

Zn(a7A)(f : <P> g) - (Plag/)) - f T Ol (Panagan—H) - (P,anag,an-‘rl)
y entonces el homomorfismo entre los grupos de cohomologia

H"(o,A) : H'(X,,A) — H"(Y,,A), n>0,
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estd dado por H" (0, A)([(P, 9)]) = [(Patn, gans)].
Notemos que puesto que a,s; = s;a,—1, 0 < i <n—1,n>1, Z"«,A)
aplica cociclos normalizados en cociclos normalizados o, equivalentemente, «

induce un morfismo de grupoides
Zy(a,A) - Z3(Xe, A) — Z3(Ye, A), n>1 (2.7)

Respecto a la segunda variable, supongamos F' = (F, ) : A — B un ho-
momorfismo de grupos categoricos simétricos. Este induce un homomorfismo

de complejos cosimpliciales F, : AXe — BXe

8o o
m
€0 / \
AXe = AXo AT ———F A%
€1 £2
2.8
Fy F Fx ( )
8o o
i N N
2"TE) T Z [
BX = BN — =B ——EB%. ..
€2

donde F, : A¥» — B*» es dado en objetos y morfismos por composicién con
F : A — By el isomorfismo canénico pu, : Fy(P) + F.(P') — F.(P + P’) se
define, para cada x € X,,, por (1.(T) = fip(z),p/(2)-

F, : A*+ — BX* induce un homomorfismo de complejos de cocadenas
(F.,0) : C(A%*) — C(BX*),

donde 6,, : OF, = F,0 se obtiene a partir del isomorfismo candénico de F', es

decir, si P es un objeto de A%" entonces, para cada = € X,,,1,

Op(x) = can : (OF.(P))(x) = Z (—l)i F(Pd;(x)) —
n+1
F(Z (—1)' Pd;(z)) = (F.O(P))(x).

Denotaremos por Z"(X,, F') al homomorfismo de grupos categéricos si-

métricos inducido entre las categorias de n-cociclos

ZM(Xe, F) : 27X, A) — Z"(X,,B)
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que, segin (1.22), esta definido por: Z™(X,, F)(f : (P,g) — (P',¢")) =F-f:
(F-P,(F-g)-0p)— (F-P,(F-g)-0p);y entonces el morfismo de grupos
abelianos

H"(X.,F): H'(X.,A) — H"(X.,B)

viene dado por H"(X,, F)([(P,g)]) = [(F - P,(F - g) - 0p)].
Finalmente, si (F,pu) : A — B es estricto en el objeto cero, es decir,

F(0) =0, entonces Z"(X,, F) restringe a un morfismo de grupoides
Z0(Xa, F) : Z0(Xo, A) — Z0(Xo,B), n > 1. (2.9)

En efecto, si (P, g) es un n-cociclo normalizado, entonces §;(F - P)(x) =
(F'-P)(sj(x)) =F(0)=0, para todo z€X,; y 0<j<n-—1.
Anélogamente, 0,;((F-g)-0p)(z) = (F-g)(sj(x))-0p(s;(z)) es el mor-
fismo canodnico, por ser composicion de morfismos candnicos, esto es,
Z3(Xe, F)(P, g) es también normalizado.

La siguiente proposicion muestra el comportamiento de H"(—, —) con
respecto a aplicaciones simpliciales homotdpicas y homomorfismos de grupos

categoricos homotopicos.

Proposicion 2.1.5.

i) Sia,B Yy — X, son aplicaciones simpliciales homotdpicas, en-
tonces los homomorfismos H"(a, A), H*((,A) : H"(Xe,A) — H"(Y,, A) son
tguales.

i) Si 0:F =G es una transformacion monoidal entre homo-

morfismos de grupos categoricos simétricos F,G:A — B, entonces
H"(X., F),H"(X.,G) : H*(X.,A) — H"(X,,B) son iguales.

Demostracion.

i) Veamos que (a*,id), (3*,id) : C(A**) — C(AY*) son homomorfismos de
complejos homotépicamente equivalentes (Definiciéon 1.3.6), y entonces, del
Teorema 1.3.7, se sigue el resultado.

Sea h = (h!': Y, — X,41,n > 0,0 <i<n) la homotopia de a en [y
sea (h?)* : A%n+1 — AY» el homomorfismo de grupos categéricos simétricos

inducido. Tomando sumas alternadas, obtenemos una familia de morfismos



68 CAPITULO 2. COHOMOLOGIA SIMPLICIAL.

H = (Hn = zn:(—l)i(h?)* P AN AY”) , que tendrd asociada, por la
i=0 n>0
Proposicién 1.3.5, un homomorfismo de Comp_lejos (H,0) : C(AX) — C(AY*).
Ahora, usando las identidades homotépicas para h, obtenemos, a par-
tir de los isomorfismos canénicos de A, un tnica transformacion monoidal
v ol = (3% + H, de forma que v = {vn}, >0 define una equivalencia entre
oty [+ H , es decir, a* y * son homotépi_camente equivalentes.

it) Para cada n > 0, sea 0, : F, = G, la transformacién monoidal

F
T
[
S~ Y 7
Gy

A

que asocia a cada objeto P de A*" el morfismo en B 0, p: F - P — G- P

dado por:

On,p(7) = Op(a) : F(P(z)) — G(P(x)),

para cada € X,,. Entonces la familia {6,},., establece una equivalencia

entre F, y G, y el resultado se sigue, de nuevo, del Teorema 1.3.7. |

Finalizamos esta seccion con la obtencién de dos sucesiones exactas largas
en cohomologia. La primera de ellas es la asociada a una sucesion exacta
corta de grupos categoricos simétricos y la segunda establece la relacién de
nuestra cohomologia con la cohomologia simplicial usual con coeficientes en

grupos abelianos [45]. En primer lugar tenemos:

J q L.
Lema 2.1.6. Sea A——B——C una sucesion exacta corta de grupos cate-
goricos simétricos y Xo un conjunto simplicial. Entonces la sucesion de com-

plejos de cocadenas inducida

(j*ve) (Q*vel)

C(AX°) C(BX') C((CX')

es una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas (Definicion 1.5.3).

Demostracion.

En primer lugar, es facil demostrar que para todo n > 0, la sucesion

Jx qx

AX" ]BX" (CX"
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es una sucesién exacta corta. Asi, por ejemplo, sean P : X, — Obj(B)
vy Q: X, — Obj(C) objetos en BX" y C*»  respectivamente. Suponga-
mos dado un morfismo en CX» f:¢q.(P)— Q, esto es, una aplicacién
f: X, — Mor(C) con f(x) : q(P(x)) — Q(x), paratodo x € X,,. Puesto que
¢ es una fibracién, existird un morfismo en B, f(z): P(z) — Q'(z), tal que
q(f(:v)) = f(z), para todo x € X,,. En otras palabras, ]?: X, — Mor(B) es
un morfismo en B*» verificando que q*(f) = f. Con ello, ¢, es una fibracion.
El resto de las condiciones se demuestran de forma anéloga.

Por otro lado, puesto que la transformacién monoidal 6 : 95, = j.0 (res-
pectivamente €' : dq, = ¢.0) viene definida a partir del isomorfismo canénico
de j (respectivamente de ¢), entonces la conmutatividad del diagrama (1.24)

es consecuencia de que la composicién ¢ - j es el homomorfismo nulo. |

Entonces por el Teorema 1.3.4, tenemos:

J q ..
Teorema 2.1.7. Sea A——=B——C una sucesion exacta corta de grupos
categoricos simétricos y Xo un conjunto simplicial. Para cada n > 0, existe

un homomorfismo de grupos
w, : H"(X,,C) — H""(X,, A)

tal que la sucesion

Hn(X01j) Hn(X'vq)

- —— H"(X,, A) H"(X,,B) H"(X,,C)
n+1 n+1 n+1 e
(X, ) e HY (X0, B) o HYP (X, €) —

es exacta

Respecto a la segunda sucesién anunciada, recordemos que a partir de un

complejo de cocadenas de grupos categdricos simétricos (A, x)

./4 — A() 9 Al 9 AQ 9 et An 9 An+1 9 v (210)

podemos considerar dos complejos de grupos abelianos: El complejo



70 CAPITULO 2. COHOMOLOGIA SIMPLICIAL.

mo(A) = mo(Ag) 2 —Lo mo(An) =L mo(Apgr) 2>+, (2.11)

que se obtiene al considerar los grupos de componentes conexas de cada A,, y
donde, para cada objeto P de A,,, 9P = JP, denotando por P la componente
conexa de P en A,. Y el complejo

m(A) = m(A) L= —LomAy) —Sm(An) 2>, (212)

que se deduce al considerar los grupos de automorfismos en el objeto cero
de cada A,. El homomorfismo 0 : m(A,) — m (A1), n > 0, aplica un
automorfismo u : 0 — 0 en A, en d(u) = pug' - Ou - po, donde pg : d(0) — 0
es el isomorfismo canénico de 0 : A,, — A, 41, [50].

La relacion entre la cohomologia de estos tres complejos viene dada por

medio de la siguiente sucesion exacta obtenida por Ulbrich [52]

67

e H m (A)) o HY(A) = HY (r0(A)) 5 HY 2y (A)) 5
(2.13)

donde los morfismos «,,, 3, y 7, son definidos como sigue:

Si wem(Appy) es un  (n+1)-cociclo de (2.12), entonces
O(u) = pg* - Ou- po = 1o, lo que implica que (0, o - Ou) es un n-cociclo
en A, y entonces a,([u]) =[(0,uo-d(u))]. Supongamos ahora (P,g) un
n-cociclo en A entonces P € my(A,) es un n-cociclo del complejo (2.11),
por la existencia de g : P — 0, el homomorfismo (3, es dado, entonces,
por 3.([P,g]) = [P]. Finalmente, sea P un objeto de A, verificando que
O(P) = OP = 0, entonces existird un morfismo en A,,;, g : 9P — 0. Sea

Up € m1(A,42) definido por la composicién

0 92p —22-0(0) 2,

resulta que Up es un (n + 2)-cociclo, que ademds, médulo cobordes en

el complejo (2.12), no depende de g. Consecuentemente, 7, es dado por

[ P] = [Up].
Supongamos ahora que A = C(A**) es el complejo (2.2) asociado a un

conjunto simplicial X, y a un grupo categorico simétrico A.
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Puesto que mo(AX") = mo(A)*", el grupo abeliano de aplicaciones
de X, en m(A), y de la misma forma m(AX") 2 (A)%"  en-
tonces los complejos (2.11) y (2.12) son, respectivamente, mo(A)Xe
vy m(A)Xe. Consecuentemente, H*(mo(C(A%*))) = H*(X,,m(A)) ¥y
H*(m1(C(A%*))) =2 H*(X,,m (A)), donde los segundos miembros denotan la
cohomologia usual de X, con coeficientes en un grupo abeliano.

De la sucesién (2.13) concluimos:

Proposicion 2.1.8. Para cualquier conjunto simplicial X y cualquier grupo

categorico simétrico A, existe una sucesion exacta larga y natural

> H"(X,, m (A)) — H"(X,, A) —— H™(X,, m(A))

e

H"2(X,, 7 (A)) — H" (X, A)

Si consideramos ahora X, = S(X) el complejo singular asociado a un
espacio topoldgico X, la sucesién anterior nos da una relacion general de
nuestra cohomologia con la cohomologia singular de espacios topoldgicos.
En particular tenemos:

Corolario 2.1.9. Sea X un espacio topologico y A un grupo categorico si-

métrico:
i) Si A es conezo (es decir, mo(A) = 0), entonces
HY(S(X),A) = H™ (X, m(A)),  n >0
ii) Si A es discreto (es decir, m(A) =0), entonces

H™(S(X),A) = H" (X, m(A)),  n>0.

Aqui, H"(X, —) denota la cohomologia singular de espacios topoldgicos.

En el siguiente apartado estudiamos otros ejemplos de teorias de coho-

mologia relacionados con la definida aqui.
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2.2 Algunos ejemplos y casos particulares.

2.2.1 Cohomologia de grupos con coeficientes en cate-

gorias de Picard simétricas.

En [56], Ulbrich define los grupos de cohomologia de un grupo G con coe-
ficientes en una categoria de Picard simétrica (i.e., un grupo categdrico
simétrico estrictamente coherente) A con una estructura de G-moédulo iz-
quierda coherente (véase Definicién 3.1.3). Estos grupos de cohomologia son
isomorfos, como Ulbrich prueba en [57], a los grupos de cohomologia definidos
por Frolich y Wall en [25] de G con coeficientes en un grupo categérico G-
graduado candénicamente asociado a A (véase el Ejemplo 3.1.6).

Si suponemos que la estructura de G-moédulo es trivial, estos grupos de

cohomologia se definen como los del complejo de cocadenas
0—=C%G, A) LCl(G,A) _9. ... — - C(G, A) L>C"+1(G, A) 0 ..

que no es otro, si quitamos el grupo categoérico 0, que el asociado al com-
plejo cosimplicial AKX donde K (G, 1) es el espacio de Eilenberg-MacLane

definido por G. Concluimos entonces que
H"(K(G,1),A) = H NG, A), n > 0. (2.14)

Por otro lado, en este caso, el grupo categorico G-graduado asociado a A
es el producto cartesiano (G = 1) x A con graduacién dada por la proyeccion.

Entonces, de [57, Teorema 2.2|, obtenemos isomorfismos:
HY(K(G,1),A) = HEHG, (G = 1) x A),  n>0.

En particular, si A es un grupo categérico discreto definido por un grupo
abeliano A, i.e. A = (A = A), entonces

H'(K(G,1),A= A) = Hp_(G,4),  n>0;

mientras que si A = (A =% 1) es el grupo categdrico con un sélo objeto

definido por A, entonces

H"(K(G,1),A=1)= Hp (G, 4), n>0,
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donde Hj, ,,(G, A) denota la cohomologia de grupos de Eilenberg-MacLane
de G con coeficientes en el G-modulo trivial A.

Finalmente, en el caso estricto, esto es, si A = A(0) es el grupo categérico
definido por un médulo cruzado estable 6 : N — O, (véase Ejemplo 1.1.4), en-
tonces, para X, cualquier conjunto simplicial, H"(X,, A(J)) = H"(X,, A(d)),
n > 0, donde estos ultimos son los grupos de cohomologia estudiados en [6], y

que son también definidos por medio de la cohomologia de Takeuchi-Ulbrich.

2.2.2 H!y Torsores.

Para X, un conjunto simplicial y A un grupo categorico simétrico, el grupo
H'(X,,A) tiene la siguiente descripcién alternativa:

Un 1-cociclo de X, con coeficientes en A se identifica con un par (P,t),

donde
P:X,—O0ObjA) y t:Xy— Mor(A)

son aplicaciones tal que, para todo z € Xs, t(z) es el morfismo en A
t(z) : Pdy(z) + Pds(2) — Pdy(2), (2.15)

(correspondiéndose canénicamente con el morfismo g : P — 0), y tal que el

siguiente diagrama es conmutativo, para todo w € Xsj:

t(do(w))+1

Pdodo(w) + Pdgd()(w) + Pdgdg(w) Pdldo(w) + Pdgdg(w)
1+t(d3(w))i lt(dz(w)) (2.16)
Pdgdo(w) -+ Pdldg(’LU) Pdldg(’LU)

t(d1(w))

que se corresponde con la condicién de cociclo. Por esta identificacion, la

condicion de normalizacién se expresa por:

P(so(z)) =0, € Xy,
Y)) =rpw : Ply) +0— Py), ye X,
) =lpy) : 0+ Ply) — Py), ye X
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En cuanto a la relacién de cohomologia, dos pares (P,t) y (P',t'), como
anteriormente, definen el mismo elemento en H'(X,,A) si existen aplica-
ciones

Q : Xo — Obj(A), q: Xy — Mor(A)
tal que, para cada y € X,
q(y) : Qdo(y) + Ply) — P'(y) + Qda(y),

(correspondiéndose canénicamente con la existencia de un morfismo en AX1,
f:0Q® P — P) y tal que el diagrama en A

Qdody(2) + Pdo(2) + Pda(z) — 2~ Qdody (2) + Pdi(2)
q(do(Z))+1l
P'dy(2) + Qdydo(z) + Pda(2) q(da(2)) (2.17)
1+q(d2(Z))l
P'dy(z) + P'dy(z) + Qdyda(2) T P'di(z) + Qdids(2)
es conmutativo, para todo 2z € Xs. Esta conmutatividad expresa

que el morfismo, en A%, f:0Q® P — P define un morfismo
[:(0Q,xq)® (P',¢) — (P,g) en Z'(X,,A). Finalmente, si (P,t)y (P, )
son normalizados, entonces el par (@, q) puede elegirse normalizado: lo que

se expresa por la condicion

q(so(x)) = égz) TQ@)  Qx) +0 =0+ Q(x), xe X,.

El grupo H'(X,,A) es entonces el correspondiente conjunto co-
ciente. La suma de elementos [(P,t)],[(P’,t)] € H'(X,,A) es dada por
(P, t)] + [(P',t)] = [(P+ P',t")], donde t" : X9 — Mor(A) se define, para

cada z € X5, por la composicién

(P+P')(do(2))-+(P+P') (da(2)) T Pao (2)+ Pda(2)+ P'do(2)+ P'da (=) <ﬂz8p+pf)(dl(z)> :

El elemento neutro es [(0,ly = 19)] y el opuesto de [(P,t)] es [(—P,t)],

donde t : Xy — Mor(A) es dada por la composicién

_Pdy(2) — Pds(z) " —(Pdo(z) + Pds(2)) L —Pd,(z) .
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Después de esta identificacién, observamos que H'(X,, A) coincide con el
conjunto de 2-cohomologia H?(X,, A) definido en [12], cuando los coeficientes
son simétricos.

En particular, si X, = Ner(B) es el nervio de una categoria pequena B, re-
sulta entonces que H!(Ner(B), A) coincide con el conjunto de 2-cohomologia
H?(B, A) de B con coeficientes en A, definido por Cegarra-Garzén en [14].

Entonces, apoyandonos en el Teorema 3.3 del citado trabajo, se tiene una
biyeccién

H'(Ner(B),A) = Tors[B, A],
donde Tors[B, A] es el conjunto de componentes conexas de la categoria de B-
torsores sobre A. Un B-torsor sobre A [14, Definicién 2.5 es una B-categoria,
es decir, un funtor F' : E — B, dotada de una A-accién simplemente transi-
tiva, es decir, un B-funtor A x E-*“~FE (verificando las condiciones usuales

de accién salvo isomorfismos naturales coherentes) de forma que el funtor

(ac,pr) . . , (
A x E——E xg E es una equivalencia de categorias. Se supone ademéas que

el funtor F' es sobreyectivo en morfismos.

La biyeccién anterior define en T'ors[B, A] una estructura natural de grupo
abeliano inducida por la de H*(Ner(B), A).

Finalmente, si A = A(J) es el grupo categérico asociado a un médulo
cruzado estable § : N — O y X, = K(G, 1), para G un grupo arbitrario,
entonces es facil ver que un 1-cociclo de K (G, 1) con coeficientes en A(d) se
traduce exactamente en un 2-cociclo de Dedecker de G con coeficientes en ¢,

[17], v en definitiva podemos concluir con un isomorfismo de grupos
H'(K(G,1),A(6)) = Hp. (G, 0),

donde la estructura de grupo del segundo viene asegurada por la existencia
del operador corchete {—, -} : O x O — N, [7, Proposicién 2.4]

2.2.3 H? y Extensiones.

Procedemos como en el caso anterior: Un 2-cociclo de X, con coeficientes en

A puede identificarse con un par de aplicaciones

P: Xy — Obj(A) v t:X3— Mor(A)
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tal que, para cada z € X3, t(2) es el morfismo en A
t(z) : Pdy(z) + Pdy(z) — Pds(z) + Pdy(2).

La condicién de cociclo establece que, para cada w € Xy, el diagrama

siguiente es conmutativo

Pdydy(w) + Pdady(w)+ tdo(w)+1  Pdsdo(w) + Pdydo(w)+

Pdgdg(ﬂ)) Pdgdg(w)
1+t(ds(w)) 1+t(d2(w))
Pd1d3<w) Pdldg(w) '
o1 t(da(w))+1
Pdgdg(w) + Pdodo(ﬂ))—f— Pd3d4(w) + Pd1d4(w)+
Pdyds(w) Ltt(dy (w)) Pdydy(w)

mientras que la condicién de normalizacién se traduce en las siguientes igual-

dades:
P(so(z)) = P(s1(x)) =0, 2 € Xy,
t(so(y)) = crayo: Py) +0 =0+ Ply), y e Xy,
t(s1(y)) = idosp) : 04+ Ply) = 0+ P(y), yeXo,
t(s2(y)) = copy) 1 0+ Ply) — P(y) +0, ye X,.

Dados 2-cociclos (P, t) y (P',t') de X, con coeficientes en A, representan

la misma clase de cohomologia en H?(X,, A) si existe un par de aplicaciones

Q: Xy —O0bj(A) v q:Xo— Mor(A)
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con
q(y) : P(y) + Qdi(y) — Qdz(y) + Qdo(y) + P'(y),
para y € X5 y tal que el diagrama, para todo z € X3,

PdQ(Z)+Qd2d2 +Qd0d2 Z)+Pld2

1+q(d2(2)) \

Qdad2(z)+Pdo(2)+Qdod2(2)+ P d2(z)

W@zo(,znﬂ
Pdo(2)+Pd2(2)+Qd1d2(z)
Qd2d2(2)+Qd2do (2)+Qdodo (2)+P'do(2)+P'd2(2)
t(z&\ \t\/(ﬂ

Pds (Z)+Pd1 (Z)+Qd1 da (Z)
Qdads (z)+Qd0d3 (Z)+Qd0d1 (Z)+P/d3 (Z)+P/d1 (z)

1+q(d1(2))
Pds (Z)+Qd2d1 (Z)+Qd0d1 (Z)+Pld1 (Z)

14c+1
Q(d3 (Z)R

Qd2d3(z)+Qdods(z)+P'd3(2)+Qdod1(z)+P'd1(2)

es conmutativo. Si los 2-cociclos (P,t) y (P’,t') son también normalizados,
se puede suponer que el coborde (@, q) es normalizado, lo que se expresa por

las condiciones:
Qso(t) =0, te X,
q(so(a:))—r0+Q 0+ Q(z) =0+ Q(z)+0, ze€ Xy,
q(s1(z)) = Tc_g(lx)Jro C0,Q) 0+ Q(2) — Q) +0+0, =€ X.
H?*(X,,A) es el correspondiente conjunto cociente de 2-cociclos normali-

zados bajo la relacién de equivalencia definida por los cobordes. La estructura

de grupo abeliano de H?(X,, A) se traduce, con esta identificacién, en

[(PO)] + [(P, 1)) = [(P+ P t")], (2.19)
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donde t” : X3 — Mor(A) es definido, para cada z € X3, como la composicién

Pdo(Z) + P,d()(Z)—l— t"(z) Pdg(Z) + Pld3(2)+
PdQ(Z) + P,d2<2) Pdl(Z) + Pldl(Z)
1+c+1 1+c+1
Pdo(Z) + Pd2(2)+ Pdg(Z) + Pd1(2)+

P'dy(z) + P'dy(2) H(z)+t (2) P'ds(z) + P'dy(2)

Con esta identificaciéon nos es mas fécil relacionar este grupo de coho-
mologia con el conjunto de cohomologia definido por Breen en [2], as{ como
el definido por Carrasco-Cegarra, [9].

Dados G un grupo y G un grupo categérico (no necesariamente
simétrico), Breen define un conjunto de cohomologia uno dimensional,

HL, ... (G,G—=Eq(G)) de G con coeficientes en el cuadrado cruzado

G#Eq(@), donde £¢(G) es el grupo categdrico de autoequivalencias del
Ejemplo 1.1.3 e ¢ es el homomorfismo de grupos categéricos que asocia a cada
objeto X de G el homomorfismo de conjugacién por X, ix : G — G (i.e.,
ix(Y)=X+Y - X).

Si consideramos ahora un grupo categdrico simétrico A, entonces el homo-
morfismo A——>Eg(A) es homotépico al homomorfismo constante 1a, esto
es, existe una transformacion monoidal 6 : 7 = 1, que asocia a cada objeto

X de A el homomorfismo en £q(A), 0y :ix = 1a, dado por la composicién

ix(Y)=X+Y - X Sy x-x "y 0-">y,

para cada Y € Obj(A).

Entonces, en este caso, un 1-cociclo de Breen de G con coe-
ficientes en A—>Eq(A) consiste en dar una terna (j,P,t), donde
j=0,n): (G=G)— Eq(A) es un homomorfismo de grupos categdricos
(i.e., una accién de G sobre A segtin la Definicién 3.1.1) y P : G* — Obj(A),

t : G — Mor(A) son aplicaciones tales que

t91,92,93) : "' P(92,93) + P(g1,92 + 93) = P(91,92) + P(g1 + 92, 93)

y, para todo g1, g2, g3, g4 € G, el diagrama siguiente es conmutativo
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NY2P (g3, ga) + 9 P(ga, g3 + ga)  1+Ha1,92.95+91) I T2 P(gs, g4) + P(g1, 92)

+P(g1,92 + g3 + 94) +P(g1 + 92,93 + 94)
glt(92793794)+1l lCJrl
I P(g2,93) + 9 P(g2 + g3, 94) P(g1,92) + 9192 P(g3, g4)
+P(g1,92 + g3 + g4) +P(g1 + 92,93 + 94)
1+t(g1,gz+gs,g4)l l1+t(g1+gz,gs,g4)
" P(92,93) + P(g1, 92 + gs) P(g1,92) + P91 + 92, 93)
+P(g1 + 92 + g3, 94) t(g1,92,93)+1 +P(g1 + g2 + g3, 94)
(2.20)

donde hemos denotado la operacién del grupo G también aditivamente y la
imagen de un objeto X de A por j(g) es denotada por 9X.

Sea X, = K(G,1), como es bien conocido, los operadores cara
di: K(G, 1)1 = G — K(G,1),, = G", n > 1, vienen dados por

(92 -5 Gnt1), sii=0
di(gb "'7gn+1> = (917 7gl +gi+17 "'7gn+1)a Si 1 S 7/ S n
(15 Gn), sii=n-+1

con lo que el diagrama (2.18), para w = (g1,92,93,91) € G*, coincide
con (2.20), cuando j: (G = G) — Eq(A) es el homomorfismo nulo, es de-
cir, j(g) = 1a, para todo g € G. En otras palabras, tenemos definida una
aplicacion

A Z*(K(G,1),A) — Z;

Breen

(G, A—=Eq(A))
(P,t) — A(P,t) = (1, P,t),

que aplica 2-cociclos normalizados en 1-cociclos de Breen reducidos. Ademas,
la relacion de cohomologia entre 2-cociclos es equivalente a la relacién de
cohomologia de Breen entre sus correspondientes imagenes. En definitiva, A
induce una aplicacién inyectiva

A: H*(K(G,1),A) — H;

Breen

(G, A—=Eq(A))
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que establece la relacion que buscabamos.

1
Breen

El conjunto H (G, A—>Eq(A)) esté en biyeccién [2, Proposicién
2.2.6] con el conjunto Ext(G,A) de clases de equivalencia de extensiones
de G por A, esto es, sucesiones exactas de grupos categéricos, segun la
Definicién 1.3.2, de la forma e : A*]'>H*q>g , (donde H no es necesaria-
mente simétrico). Por otro lado, por (2.14), H*(K(G,1),A) = HZ, (G, A)
y éste ultimo [56, Teorema 1.8] es biyectivo al conjunto Fztc(G,A)
de clases de equivalencia de extensiones centrales de G por A, esto
es, extensiones como anteriormente, junto con isomorfismos naturales
{opx : X +j(P) — j(P) + X}(px)cobj(a)xobj(ny Verificando ciertas condi-
ciones de coherencia. En ambos casos, el método utilizado para construir
una extensién a partir de un cociclo es una extension del andlisis de Schreier

para extensiones de grupos y asi, se tiene un diagrama conmutativo:

H2(K(G,1),A) o~ Exto(G, A)

- |

H, ... (G i: A—Eq(h) = Ext(G,A)

La nocién de extension central de Ulbrich es un caso particular de la
nocion mas general de extension central de un grupo categorico G por un
grupo categorico trenzado K establecida por Carrasco-Cegarra [10], y que son
definidas como pares (g, ¢), donde ¢ : K ~F—"~G es una sucesion exacta
de grupos categéricos y ¢ = (cxo : J(X) @ 0 = 0 @ (X)) (x,0)c0bj(K) x Obj(F)
es una familia de isomorfismos naturales en F sujeta a ciertas condiciones de
coherencia.

La clasificacion cohomolégica de estas extensiones, [10, Teorema 3.5], se
establece en términos de un conjunto de 1-cohomologia de G con coeficientes
en K: Hi_ o(G,K). Si tomamos como coeficientes un grupo categdrico
simétrico A y consideramos el conjunto simplicial X, = Nery(G) asociado al
grupo categérico G, [9], (véase el Ejemplo 2.3.6), entonces H?(Nery(G), A)
coincide, después de la identificacién anterior, exactamente con Hg,_ (G, A)

y, por tanto, se tiene una biyeccién

H?*(Nery(G),A) & Extce|G, Al (2.21)
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que, en particular, define de forma natural una estructura de grupo abeliano
en Extoe|G, Al.

Finalizamos, como en los dos apartados anteriores, con el caso particular
de que A = A(J), siendo 6 : N — O un médulo cruzado estable. Asi para G
un grupo cualquiera, es facil ver, haciendo uso de la identificaciéon anterior,
que H*(K(G,1),A(d)) no es otro que H*(G, d), el conjunto de 3-cohomologia
no abeliana de G con coeficientes en ¢ estudiada en [7], aunque en dicho tra-
bajo se consideran modulos cruzados reducidos. En particular, este conjunto
H?(G, 0) tiene de forma natural una estructura de grupo abeliano cuando §

es estable.

2.3 Representatividad homotoépica. Los com-
plejos K (A, n).

Sea A un grupo categoérico. A continuacién definiremos y caracterizare-
mos ciertos conjuntos simpliciales K (A,n) que juegan, para la cohomologia
definida en 2.1, un papel anédlogo al jugado por los complejos de Eilenberg-
MacLane, K(A,n), en cohomologia simplicial con coeficientes en un grupo
abeliano A. De hecho, estos complejos resultan ser una generalizacion natural
de los complejos de Eilenberg-MacLane.

Veremos ademéds que la familia {K (A, n)},>0 constituye un Q-spectrum
cuya correspondiente teoria de cohomologia es precisamente la definida por
nosotros.

Haremos uso reiterado de los conjuntos simpliciales representables A[n],
n > 0, como funtores en Set®”. La categorfa A tiene como objetos los
conjuntos ordenados [0] = 0, [1] = {0, 1},... y funciones preservando el orden
entre ellos como flechas.

Entonces A[n] = Homa(—,[n]) y, asi, un m-simplex de A[n]| es una
(m + 1)-upla (ao,...,a,) de enteros con 0 < ag < a3 < ... < a, < n.

Mientras que los operadores cara y de degeneracion

//7"_11\
e —
INDE=—"=NE»
dm
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estan definidos por d;(ag, .., am) = (G, ..y Gio1, Qix1y -y @), 0 < 0 < m, y
sj(ag, .., am—1) = (ag, ..., a;,aj, ...;am—1), 0 < j <m—1.

Denotaremos por ¢, = (0,..,n) € A[n], al inico n-simplex no degenerado
de Aln]. Cualquier otro simplex no degenerado de A[n] se escribe de forma

Unica como:
diy..dy, (1), con0<i3 <..<iy<nyl<k<n.

Recordemos que dar un n-simplex en un conjunto simplicial X, es equi-
valente a dar una aplicacion simplicial desde A[n] en X,, que aplica 1,, en el

n-simplex elegido. Asi, se tienen aplicaciones simpliciales
0+ A[n] — Aln + 1] y o; : Aln+ 1] — Aln],
0<i<n+1,0< 5 <n, tnicas tales que

0i(tn) = di(tns1) y 0j(tnt1) = 55(2n)

Estas aplicaciones simpliciales ¢;, o; son, de hecho, las inducidas por los
morfismos en A, €' : [n] — [n+ 1] y 1/ : [n + 1] — [n], respectivamente, y
estan definidas por

; k sik <1 . k sik<j
e'(k) = . k)= o
kE+1 sik>1 k—1 sik>j

Consecuentemente, el diagrama

0'2
0'1

Al - AD)=RE AL *%mz( %% (222

constituye un complejo cosimplicial de conjuntos Simpliciales. Aplicando el
funtor Z3(—,A), (véase 2.1.4), para cada n > 0, obtenemos un complejo

simplicial de grupoides y entonces

Definicién 2.3.1. Sea A grupo categorico simétrico y n > 0, definimos el
complejo n-nervio de A, K(A,n), como el conjunto simplicial de objetos del
complejo simplicial de grupoides Z3(A[—],A). Es decir,

52
S1

/"\ 50
/\ T T :
K(An) = K(A{ dO%(A,n)‘/:do;?((A ) —= K (A,n)o

d3 d2 dl
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donde K(A,n), = Obj(Z}(Algl,A)) y asi sus elementos son pares (P,g),
donde P : Algl, — Obj(A) y g : Alglnt1 — Mor(A) son aplicaciones de

forma que cada (ag, ..., an11) € Alqlni1, g(ag, ..., any1) es el morfismo en A

n+1
glag, ..., any1) : Z(—l)iPdi(aO, ey Upp1) — 0 (2.23)

=0

y tal que g = g "X p, 0 equivalentemente si (ag, .., Any2) € Alglnsa, entonces

n+2 n+2 n+1
Z(—l)jgdj(ao, vy Q) = Can : Z Z ) Pd;dj(ag, ..., apiz) — 0
j=0 1=0

Puesto que ademds se trata de cociclos normalizados, entonces se ha de
verificar también que
st(ao, ceey an,1> = O, (224)

para todo (ag,...,an—1) € Algln-1, 7=0,...n—11y

n+1
gsj(ag, ...,a,) = can : Z ) Pd;s;(ag, ..., an) — 0, (2.25)

para todo (ag, ...,a,) € Alqln, 0 < j < n.

Como observamos en 2.1.4, la funcién Z3 (X,, —) define un funtor cuando
nos restringimos a la categoria de grupos categoricos simétricos con homo-
morfismos estrictos en el objeto cero. En consecuencia, tenemos definido un

funtor, para cada n > 0,
K(—,n): GCS, — Set®” (2.26)

que en morfismos, asocia a cada homomorfismo F' : A — B en GCS,, la
aplicacién simplicial K(F,n) : K(A,n) — K(B,n) definida en g-simplices
K(F,n), : K(A,n), — K(B,n),, ¢ > 0, como la funcién sobre objetos del
funtor Z% (Alq], F) : Z¥%(Algl, A) — Z%(Alg],B), (véase 2.9).

La proposicién siguiente describe las caracteristicas homotépicas de los

complejos K (A, n):

Proposiciéon 2.3.2. Sea A un grupo categorico simétrico yn > 0. Entonces:
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i) Sim <n, K(A;n), =1, el conjunto unitario.

i) K(A,n) = Cosk"(K(A,n)), el (n + 2)-coesqueleto de la (n + 2)-
truncacion de K(A,n).

ii1) Para todo m > n+2 y todo 0 < k < m, la aplicacion candnica
d* = (do, ..., dy, ..., dy) : K(A,n), — AF (K(A,n))

es una biyeccion. Asi, K(A,n) es un (n+1)-hipergrupoide en el sentido
de Duskin-Glenn [18], [28].

iv) K(A,n) es un conjunto simplicial de Kan.

v) Los grupos de homotopia de K(A,n) son:

0, sij#n,n+1
m (K (A,m) = { mo(A), sij=n
m(A), sij=n+1

donde my(A) es el grupo de componentes conexas de A y m(A) =

Auta(0) el grupo de automorfismos en A del objeto cero.

Demostracion.

Puesto que para m < n todos los n-simplices y (n + 1)-simplices en A[m]
son degenerados, entonces K(A,n),, = 1y se tiene i). Por [28, lema 1.1.1],
ii) es consecuencia directa de 7). Veamos ii):

Supongamos r > 2y (P, g), (P, ¢') € K(A,n),+, dos n-cociclos tales que
d;(P,g) = (Pd;, g0;) = (P'0;,¢'6;) = di(P',q'), para todo 0 < i < n+r
cont # ky0<k<n+r. Puesto que cualquier n-simplex no degenerado
z € Aln +r], es de la forma

z=djdiy...d; (1pyy) con 0<iy <ipg<..<i,<n+r,

entonces podemos escribir  z = 0;,d;,—1...d;, —1(2p4r—1), © también
z=0;,diy...di,_ (tngr—1)- Por lo que P(z)=PFP(z) y P=P.
Andlogamente, cualquier (n+ 1)-simplex de A[n+7] es de la forma
z=dydiy...di_ (tpiy) = 0y diy1.di ;1 (tnar—1) = 0, iy odi, oy (tnar1),
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con 0 <iy < ..ip_1 <n-+r. Asi, si r > 3, como anteriormente tenemos de
forma automaética que g = ¢'.

Sea r=2 v z=di(tns2) € Aln+ 2],41. Si i#k, entonces
9(2) = 9di(tn12) = 96i(tn1) = g'0i(tn41) = ¢ di(1n42) = ¢'(2). Para el
caso z = dg(,42), procedemos como sigue: Puesto que P = P’ entonces

Xp = xp vy por la condicién de cociclo sobre g y ¢’, serd dg = 0¢’, es decir,

k—1 n+2

Z gd Zn+2 + (_1)kgdk(zn+2) + Z <_1)igdi(zn+2) =

=0 1=k+1
k—1 n+2 .
S (1) g (tns2) + (—) g yimsa) + 3 (1) gdi(tnss),
=0 i=k+1

y en consecuencia, se tendra también que gdy(tn42) = ¢'di(tni2) y 9 =19 .

Tenemos pues que el morfismo canénico
d¥ . K(A,n)u — AFL (K (A, n))
es inyectivo. Respecto a la sobreyectividad, sear =2y

((Posg0): s (Prs i) (Pas, i) ) € Ao (K (A, ),

0 <k <n+2. Definimos P : Aln+ 2], — Obj(A) por

P(ddy(agz)) = { 1 Botlnsa) AR
P(dy(ns)) s =k
0<i<j<n+2yg:An+2u — Mor(A) por g(dj(tni2)) = gj(tnt1),
si j # k, que facilmente se observa que tiene dominio (0P)(d;(t42)) ¥ rango
cero. Para j =k, definimos ¢(dg(2,12)) : (OP)(dg(1p42)) — 0, como el tinico
morfismo tal que el diagrama siguiente es conmutativo:

1
|
3

XP

2
T(—l)kgdk(lnu)
can 4

donde
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k—1
1= (=1)"(0P)(di(tns2)) + (=1)*(OP)(diltn+2))+
n+2
+ Y (1) (OP)(di(tny2)),
i=k+1
2=0,
3= 0+ (~1)*(OP)(di(tns2)) + 0,
4= (—1)*0P)(dk(tn+2))
Y k—1 2
h = ;}(—1)9(0@'(@%2)) + (‘Dkid + ':%1(—1)9(@‘(%&2))-

Tenemos pues un elemento (P, g) en K (A, n),o y claramente se verifica
que d*(P,g) = ((Po, o), (P i) s (Pasa, gns2) )

Supongamos r > 3y ((PO, 90)s s (Pry gi)y vy (Pt gn+7«)> € Al (K(An)).
Definimos P : A[n +r], — Obj(A) y g : A[n+ 7|41 — Mor(A) por

Pi1 (diQ—l---dir—l(Zn-i—r—l)) si le 7& k

P(di,...d; (tnyr)) = ..
Br<di1---dz;,1(ln+r—1)) S1 17 = k

iy (dizfl"'di7-71fl(ZnJrrfl)) si i 7£ k

g(dir"duq (ZN-H“)) = o .
Gir o (diy 5 (tgr—1)) siig =k

Se tiene entonces un elemento (P,g) € K(A,n),,, cuya imagen por d*
€s <(P0,90)7 coes (Pry Gr)s s (PnJrragnJrr))

Después de i) y ii), la propiedad iv) se reduce a demostrarla en dimensién
n+ 1. En primer lugar, observamos que, ya que todo (n+ 1)-simplex en Aln|
es degenerado e 1, € A[n],, es el unico n-simplex no degenerado, todo ele-
mento (P, g) € K(A,n), estd totalmente determinado por la imagen P(1,) €
Obj(A). Entonces, usando de nuevo i), un elemento de A¥ (K (A, n)) es
simplemente una lista de objetos de A, (P, oy Py P.y1) € (Obj(A))™+.
Definimos P : A[n + 1}, — Obj(A) por
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P sii#k
P(di(zn-i—l)) = (_1)k+1 Z(_l)zpl sii=k
i#k
n+1 )
vy g: An+1],41 — Mor(A), por g(tn41) : > (=1)"Pd;(t,41) — 0 el candnico
i=0

determinado por los isomorfismos de asociatividad, conmutatividad, etc. y
se tiene iv).

De i) y iv) se deduce que m;(K (A, n)) =0, si j # n,n+ 1. Como hemos
observado anteriormente K (A, n), se identifica con Obj(A). Dados objetos
A, A’ de A, la existencia de una homotopia de A en A’ significara la existencia

de un n-cociclo (P, g) de A[n + 1] con coeficientes en A tal que

0 sii<n
Pdi(tny1) = A sii=n
A sii=n+1
y donde g(1p41) : (OP)(ths1) = %1(—1)i0 + (=1)"A+ (—=1)"A — 0 es
un morfismo en A. Claramente lé:gxistencia de tal morfismo equivale a la
existencia de un morfismo de A en A". Asi, m,(K(A,n)) = mo(A).
Finalmente, puesto que un (n + 1)-simplex en K (A, n) con caras nulas es
justamente un automorfismo en 0 y, por ), la relacién de homotopia entre

(n + 1)-simplices es trivial, resulta que m,+1(K (A, n)) = w1 (A). [ |

2.3.3 (Descripcién de K(A,n)). A partir de la proposicién anterior, y
siguiendo los pasos de la demostracion, podemos dar una descripcion mas
explicita del conjunto simplicial K(A,n). Por i), K(A,n) estd completa-
mente determinado por su (n + 2)-truncacién. Ahora, por i), K(A,n),, =0,
para m < n, mientras que segin hemos observado K(A,n), = Obj(A). En
dimensién n + 1, un n-cociclo normalizado (P, g) de A[n+ 1] con coeficientes
en A esta totalmente determinado por las imagenes de los elementos no dege-
nerados, asi, por la (n+ 2)-upla de objetos de A, (Pdy(tn+1); -y Pdpt1(tns1))

n+1

y el morfismo en A, g(1,41) : > (—=1)"Pd;(1p+1) — 0. Esto es, K(A,n), 1 se

=0
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identifica con el conjunto

{(Q,Pm s Pai1) € Mor(A) x Obj(A)"2) s(g) =Y (=1)'Pi t(g) = 0} :

=0

Anélogamente, un elemento (P,g) € K(A,n),4+2 estd totalmente deter-
minado por el conjunto de objetos de A {Pd;d;(1,42)/ 0<i<j<n+2}
y el conjunto de morfismos en A {gd;(1,42)/ 0 <i<n-+2}. Asi, podemos

escribir un elemento de K(A,n),,2 como una matriz

9o Po,o T Po,n+1

In+2 Pn+2,0 T Pn+2,n+1

cong; € Mor(A),0<i<n+2,y P; € Obj(A),0<i<n+2,0<j<n+l,

n+1

tal que a) s(g;)) = D (=1)P; vy t(g;) = 0; b) Pij = Pj_y;sii > jy
=0
n-+2 ) ’ n+2 n+1 )
¢) Y (=1)'gi = can = > (—1)" > (=1)’P,; — 0, (que corresponde a la
i=0 i=0 j=0

condicién de cociclo g = p5 ' xp).

Con estas identificaciones, K (A,n) es el conjunto simplicial (n + 2)-

coesqueleto del conjunto simplicial truncado siguiente:

Sn+1 Sn
/_Sg\ /;(;\ d d S0
/7”40? /doﬁ . *0> *0> do Fdo™~
K(Aan)n-ﬂ . K Avn)n-i-l D b](A) .1 e ==1—=
dn+2 dnt1 dn dn_1 d2 di

donde di(g, Py, ..., Ppi1) = P, 0<i<n+1 y di(A(gi, B j))=
(9is Pioy -y Pint1), 0 < i <n+2. Los morfismos de degeneracién estan dados
por: s;(P) = (can{a,(),...,(), P,P0,..0),0 < j <mn, Pe Obj(A), donde

can’}, denota el morfismo canénico

cany - 04 ... + 0+ (=1 P+ (=1 'P+0+..+0—0
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Yy para (g’ POa"'7Pn+1) € K(A7n)n+1 y 0 S] S n+ 17

cangl 0o --- P, P, 0o ... 0

cang_ll 0 - Py Py 0 - 0
S](g PO Pn+1) — g PO f)j,1 Pj Pj+1 PnJrl
g P - Py P P oo P

canp . 0 -+ 0 Py Py oo 0

cang%”rl 0 - 0 Pn+1 Pn+1 T 0

Notemos que por ) en Proposicién 2.3.2, para cada n > 1, el funtor

K(—,n) toma rango la categoria de complejos de Kan (n — 1)-reducidos:
K(—,n): GCS, — Complejos de Kan (n — 1)-reducidos (2.27)

de forma que para (F,pu) : A — B un homomorfismo de grupos categéricos
simétricos con F(0) = 0, K(F,n) : K(A,n) — K(B,n) es el extendido del

morfismo simplicial (n + 2)-truncado

do do do do do

KA n)pe @ KA n),y ¢ Obj(A) + 1 1 ---—=1
dn+2 dpy1 dn dn_1 di
" 229)
L d04> L ﬂ) do
KB,n)pro : KB,n)pyr ObjB) : "1 : ---—=x1
dnt2 dni1 dn dn_1 di

donde F,, = F sobre objetos; F,y1 aplica un (n+ 1)-simplex
(9; Fo, oy Poy1) € K(A,n)pyn en (Fppa(9); F(F), .., F(Pat1)),  siendo

n+1 )
Foii(g): Y- (=1)"F(F;) — 0 dado por la composicién
i=0
n+1 ) ) n+1 ) r
> (~1) F(P) S5 F(Y (<1)P) =0, (2:29)
i=0 i=0

con fip;y el inico morfismo canénico construido a partir de p y los candnicos

en A. Finalmente, las identidades simpliciales conducen a la definicién de
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Foy por

Fn+1(90) F(Po,o) T F(Po,n+1)
Foio(A(gi, Py)) = : : : ;
Fn+1(gn+2) F<Pn+2,0) T F(Pn+2,n+1)

que, en efecto, pertenece a K (B, n), 2 como consecuencia de las condiciones

de coherencia sobre el homomorfismo (F) p).

Veamos a continuacién algunas construcciones conocidas estrechamente

relacionadas con nuestros K (A, n).

Ejemplo 2.3.4. Como deciamos al comienzo de este apartado, los comple-
jos K(A,n) resultan ser una generalizacién de los complejos de Eilenberg-
MacLane. Asi, si A es un grupo abeliano y consideramos el grupo categérico
discreto A = (A =2 A), entonces K (A =2 A, n) se identifica con el complejo de
Eilenberg-MacLane K(A,n), i.e., K(A = A,n) = K(A,n). Si por otro lado,
consideramos el grupo categorico simétrico con un sélo objeto, A = (A = 1),
resulta que K(A = 1,n) = K(A,n+1).

Ejemplo 2.3.5. Para n = 0 y A un grupo categérico simétrico, K(A,0) es

isomorfo a Ner(A), el nervio de la categoria A, (véase, por ejemplo, [17] 6

[18]). En efecto, se tiene un isomorfismo de conjuntos simpliciales truncados:

S1

m /%g\
Ner(A 27%%670(.&)1 "—>0bj(A)

d2 dl
f2 f1
/ASTI)‘\ /’;L\
K (A, 0, ==2=2K (A, 0} ————=0bj(A)
d2 1

donde fi(g: P — Q)= (¢,Q,P), siendo ¢ dado por la composicién,
g Q-P=-Q-Q"%0,y

g PR P
fo (POL)PILE): (9291)/ P, P )
9 P R
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que, puesto que tanto K(A,0) como Ner(A) son 1-hipergrupoides, se ex-
tiende a un isomorfismo Ner(A) = K(A,0).

Ejemplo 2.3.6. Supongamos ahora n = 1. Entonces el complejo K (A, 1) es
isomorfo al complejo Nery(A) definido por Carrasco-Cegarra en [9].
Nery(A) se define como el 3-coesqueleto del conjunto simplicial trun-
cado dado por: (Nery(A))y = {0}, (Nery(A)); = Obj(A), (Nerg(A)) =
{(z, Ag, A1, A3) € Mor(A) x Obj(A)3/z : Ag+ Ay — Ar}y (Nera(A))s es el

conjunto de diagramas conmutativos en A de la forma

1+x3

A+B+C A+ E
mll lx (2.30)
D+C F

2

Los operadores cara y de degeneracién son dados por d;(x, Ag, A1, As) = A;,
0 < i <2 ydi(zo,z1,22,23) = x5, 0 < 7 < 3; 50(A) = (ra, A4, A0),
s1(A) = (14,0, A, A) y para x : Ag+ Ay — Ay en A, so(z) = (x,2,74,,74,),
s1(x) = (Tag, T, T, la,) v S2(x) = (lay, L4y, T, T).

Nery(A) es como K (A, 1) un 2-hipergrupoide [9, Proposicién 2.3] y, en-
tonces, el isomorfismo entre ellos es el extendido del isomorfismo de conjuntos

simpliciales truncados

o d
N@TQ (A)g do N€7’2 (A)Q :ZO—> Obj (A) dO 1
d3 2 1
f3 f2
do——> e . do
ds 2 1

donde fo(z: A9+ Ay — Ay) viene dado por (fa(x), Ag, A1, Az), siendo
fa(x) : Ag — A1 + Ay — 0 el tinico morfismo en A haciendo conmutar el dia-

grama:

Ag+ Ay — Ay — L A — A, + A,

ac—i—ll lfg(x)

A — A 0




92 CAPITULO 2. COHOMOLOGIA SIMPLICIAL.

y
fg(xo) A D B
B fQ(ZL’l) A F FE
f3($0,$1,1‘2,$3) = f2($2) D F C )
f2($3) B E C

[\]

que pertenece a K (A, 1)s3, pues la conmutatividad de (2.30) es equivalente a

la condicion fa(zo) — fo(w1) + fa(x2) — fo(ws) = can.

Ejemplo 2.3.7. Andlogamente, para n = 2, se tiene un isomorfismo de
conjuntos simpliciales K (A,2) = Ners(A,c), donde Ners(A,c) es definido,
también en [9], como el 4-coesqueleto del conjunto simplicial truncado que
tiene: El conjunto unitario 1 = {0} en dimensiones cero y uno; el con-
junto de objetos de A en dimensién dos; en dimensién tres, (Nersz(A))s =
{(x, Ag, A1, Ay, A3) € Mor(A) x Obj(A)/x : Ag + Ay — Az + A1} y, en
dimensién cuatro, (Ners(A))s es el conjunto de diagramas conmutativos

a = (:C07x17x27x37x4) en A

A+B+C 2L pyE+C
y m
A+H+J D+F+G (231)
c+1 x4+1

1

Los operadores cara y de degeneracién son dados por d;(z, Ag, A1, Az, A3) =
A, 0 <0 <3 di(a) = x5, 0 < j < 4; s50(A) = capo, 51(A) = loya,
s9(A) = coa y para x : Ag + Ay — Az + Ay en A, so(x) = (z,2,¢,¢,c),
si(z) = (¢,z,x,1,1), so(x) = (1,1, z,2,¢) y s3(x) = (¢, ¢, ¢, z, x).

El isomorfismo entre Ners(A,c) y K(A,2) es, como en los ejemplos an-

teriores, el extendido del truncado a nivel cuatro

do do do do
Ners (A>4 Ners (A)g Ob] (A) s1——21
d4 d3 d2 dl

fa f3
do do dO do

dy ds do dy
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con fg(I‘ . Ao + AQ — Ag + Al) = (fg(l’),Ag,Al,Ag,Ag), donde fg(l‘) €S
definido por la conmutatividad del diagrama

Ag+ Ay — Ay — A3 et Ag — A1+ Ay — A3
mi
Az + A — A — Ay f3(2)
1+m+1i
A3 +0— Ay ——F— A3 — A3 — 0

y para a = (2o, T1, To, T3, 74) € Nerz(A)y

fszo)) A E B D
fs(z1) A G J K
filo) =1 f3(zs) E G C F |,
fs(xzs) B J C H
foles) D K F H

donde, de nuevo, la conmutatividad de (2.31) es equivalente a la identidad
4

S (=1) f3(x;) = can.

i=0

Ejemplo 2.3.8. Sea § : N — O un médulo cruzado estable y consideramos
el grupo categdrico estricto y simétrico A(d) (véase Ejemplo 1.1.4) asociado
a 0. Consideremos los complejos K (A(d),n), n > 0, asociados a A(d).

Segun hemos observado en el Ejemplo 2.3.5, se tiene un isomorfismo
K(A(5),0) = Ner(A(9)).

Ahora bien, A(0) es en este caso un grupoide interno en la categoria de grupos
y, asi, su nervio es un grupo simplicial. Podemos aplicar entonces el funtor
complejo clasificador, [45] W a Ner(A(6)) y, de esta forma, obtenemos un
complejo de Kan, usualmente llamado el complejo clasificador de §, que es
isomorfo a K(A(d),1), i.e.,

K(A(6),1) = TWNer(A(5)).

Si miramos ahora 6 : N — O como modulo cruzado reducido, éste tiene
asociado un grupo simplicial G4(d) con complejo de Moore nulo en dimen-

siones distintas de 1 y 2, [15]. El complejo K(A(d),2) es entonces isomorfo
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al complejo clasificador de G,4(9), i.e.
K(A(0),2) 2 WG,.(0).

Supongamos n > 3. En [15] se prueba que la categoria de médulos
cruzados estables es equivalente a la categoria de grupos simpliciales con
complejos de Moore nulo en dimensiones distintas de n — 1 y n. Sea Gsn(d)
el grupo simplicial correspondiente a d. Resulta entonces que el complejo
K(A(8),n) es isomorfo al complejo clasificador de GY'(6), i.e.

K(A(0),n) = WG (), n>3.

Notemos que GV(8) y GV (6) estén relacionados mediante el funtor
complejo de lazos: En efecto, ng((S) se identifica con el subgrupo simplicial
de Dec(GE"H((S)), (obtenido a partir de GS”H((S) olvidando el operador cara
do en cada dimension) que es el nicleo de dy en cada dimensién. Asi, puesto
que Dec(GS”((S)) 1no es otro que el complejo de arcos de GE”H((S), ya que este

dltimo es reducido, resulta entonces que G"(5) es isomorfo a QG (5), [16].

En la proposicion siguiente observamos esta misma propiedad para los
complejos K (A,n). En otras palabras, la sucesion {K (A, n)},>o constituye

un )-spectrum:

Proposicion 2.3.9. Para cada n > 0 y cualquier grupo categorico simétrico

A, se tienen isomorfismos
K(An) =2 Q(K(A,n+1)).

Demostracion.

Puesto que K(A,n + 1) es un conjunto simplicial reducido su complejo
de arcos P(K(A,n)) es Dec(K(A,n+1)):

s3

52
K (b )RR, n 1) =22 K (A, n + Doz K (A n+1),
d4 d3 2

y entonces el operador cara dy : K (A, n+1),.1 — K(A,n+1), determina una
fibracion d : P(K(A,n+1)) — K(A,n+1), cuya fibra es isomorfa a K (A,n)
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mediante el isomorfismo « : K(A,n) — d~*(0) tal que, para cada k > 0,
ag : K(An)pe — K(A;n + 1)1 aplica un cociclo (P, g) € K(A,n)pik
en ax(P,g) = (P',g’) con

P :Aln+k+1),01 —O0bj(A) v ¢ :An+k+ 12 — Mor(A)

dadas por

P<di171---dik71<2n+k>>
Pl(dil...dik<zn+k+1)) - Si 1 S il < ... < Zk; S n + k + 1

0 siip =0

Yy
g(dh—l“'dikfl—l(zn-&-k))

g/(dh'--dik_l(@n—&—k—kl)) = sil S il < ... < ik—l S n+ k +1

0 siip =0

y se tiene el resultado. |

Consecuentemente, la sucesion { K (A, n)},>¢ determina una teoria de co-
homologia por
H*(X°7 A) = [XM K(A7 *)]v

para cada X, conjunto simplicial y donde [X,, K(A,n)] denota al conjunto
de clases de homotopia de aplicaciones simpliciales de X, en K(A,n). El
teorema siguiente prueba que esta teoria de cohomologia se identifica con la

teoria de cohomologia definida, en el presente capitulo, de X, con coeficientes

en A.

Teorema 2.3.10 (Teorema de Representacién). Sea A un grupo cate-
gorico simétrico, Xo un conjunto simplicial y n > 0.

i) Existe una biyeccion natural

entre el conjunto de aplicaciones simpliciales de Xo en K(A,n) y el conjunto

de n-cociclos normalizados de X, con coeficientes en A.
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i1) La biyeccion anterior induce un isomorfismo natural
[(Xe, K(A,n)] = H"(X,, A),

entre el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones simpliciales de X,

en K(A,n) y el n-ésimo grupo de cohomologia de X, con coeficientes en A.

Demostracion.

i) Como K(A,n) es un (n+ 2)-coesqueleto, (n — 1)-reducido, cuyos
(n + 2)-simplices estan univocamente determinados por cualesquiera n + 2
de sus caras, dar un morfismo simplicial de X, a K(A,n) es equiva-
lente a dar un par de aplicaciones P = f, : X;, — K(A,n), = Obj(A) y
for1 s Xor1 — K(A,n),y verificando:

a. difny1 = fud;, 0<i<n-+1, esto es, para cualquier z € X, 1,
far1(x) = (g9(x), Pdo(x), ..., Pd,y1(z)) v resulta asi que la aplicacién
g: X1 — Mor(A) es dada por

n+1

g(x) Y (=1)'Pd;(x) — 0.

1=0

b. fns; =0,0< 75 <ny fori8r = Spfn, 0 <k < n+ 1. Esto es, para
cada © € X, 11, Psj(x) =0, y, para cualquier z € X,

gsp(z) = can’fg(w) 04 ...+ 0+ (=1)"P(x)+
(=1)*P(z) +0+...4+0—0.

y, finalmente,

c. El par de aplicaciones f,, f,+1 puede extenderse a un morfismo simpli-

cial de X, a K(A,n), lo que se traduce en que, para cada x € X,, 1,

n+2

Z(—l)igdi(a:) = can;

1=0

osea, 0g = fig" - Xp.
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Consecuentemente, dar un morfismo simplicial de X, en K (A, n) es equiva-
lente a dar un n-cociclo normalizado de X, con coeficientes en A.

ii) Supongamos que partimos ahora de f, f': Xq — K(A,n) dos morfis-
mos simpliciales correspondientes a n-cociclos normalizados (P, g), (P, ¢') en
Z% (X, A), respectivamente, como se ha descrito en el punto anterior.

Sea h = (hi: X, — K(A/n)1,<i<k) una homotopia de f en f
Como anteriormente, esta homotopia esta determinada por las aplica-
ciones hi: para 0<i<k, k=n,n+1. Teniendo en cuenta la ex-
presion de los elementos de K(A,n),.;, cada h! se expresard por

hi = (', doht, ...,d,11ht), para ciertas aplicaciones ¢': X,, — Mor(A) con

4 n+tl . .
o' (x): Y (=1)’d;h! (z) — 0. Las identidades homotdpicas con las apli-
i=0
caciones, hi ,, 0<i<mn—1, nos permiten observar como el morfismo

n

d(=1)"¢"(x), junto con los morfismos canénicos, determina, para cada
i=0

x € X,,, un tnico morfismo:

+2 (-1 Z )7 hy,_ydi(w) — P'(x).

Jj=
Las identidades homotopicas en la dimensién siguiente, es decir, aplicadas

a ht 41, se traducen en que, para cada x € X, 4, el diagrama siguiente es

conmutativo:
n+1 n ) - n+1
SO (D" | Pdy(x) + > (=1)'Tddy () > (=1)fP'dy(x)
k=0 i=0 k=0
can Ql
n+1 n+1 n )
> (=D)FPdi(x) + 32 (1" 3 (= 1) Tdidy(2) — 0
k=0 k=0 i=0
n+1
donde o = Y (=1)*¢(dp(z)) y T : X,_1 — Obj(A) es la aplicacién dada,
k=0

n—1 .
para cada y € X, 1, por I'(y) = > (—=1)7h)_;(y). Esta conmutatividad
j=0
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nos dice justamente que ¢ : (P, g) + (0", xr) — (P’,¢') es un morfismo de
n-cociclos y, por tanto, (P,g) v (P’,¢') representan el mismo elemento en
H"(X,, A).

Reciprocamente, supongamos ¢ : (P, g)+ (9, xr) — (P

', ¢') un morfismo

de n-cociclos, para I' : X, 1 — Obj(A) una aplicaciéon. Definimos una ho-
motopia h = (k% : Xy — K(A,n)gy1,0 < i < k), entre los correspondientes

morfismos simpliciales como sigue:

hi; =0,0<i1<k<n-—1,

Rt =0, 0<i<n-—]1,

hp—y =T,

hi =sP 0<i<n-—2,

R = (can,0,...,0, P+ I'd,,I'd,) y
h' = (3,Tdy,....,Td,_1, P +Td,, P,

donde, para cada z € X,,,

|
—

n

P(r) (—=1)'Tdi(z) + (=1)"(P(2) + Tdu(z)) + (=1)""'P'(z) = 0

@
Il
=)

es el unico morfismo en A determinado por
o(z): P(z) + > (=1)Td;(z) — P'(z), (i.e.,, salvo candnicos ¢ —idp:).
i=0

La conmutatividad del diagrama en AXn+1

d(P +T) —2¢ oP'
canl lg’
OP + T ———0

que no es otra que la condicién de morfismo entre n-cociclos, se traduce en
que la homotopfa truncada {ht}, 0 < k < n, 0 < i < k, asf definida, extiende
a una homotopia de f a f’. |

Cuando el grupo categdrico simétrico A es discreto, es esto, A = (A = A)

para A un grupo abeliano, entonces, como hemos observado en el Ejemplo
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2.3.4, K(A,n) = K(A,n) y el Teorema de representacién anterior es el teo-
rema de representacién para la cohomologia simplicial usual con coeficientes
en grupos abelianos, (véase, por ejemplo, [45, Teorema 2.4.43]). Por otro
lado, si X, es un K(G,1)-complejo (G grupo), el Teorema 2.3.10 propor-
ciona un teorema de representacién para la cohomologia de Ulbrich (véase
2.2.1) con coeficientes en grupos categéricos simétricos con estructura de G-
modulo trivial, que tiene, como caso particular, el teorema de representacién
de Eilenberg-MacLane para la cohomologia de grupos.

Si A = A(0) es el grupo categérico simétrico asociado a un moddulo
cruzado estable, entonces, nuestro Teorema 2.3.10, particulariza en el obtenido
en [6] para la cohomologia simplicial con coeficientes en grupos categéricos

estrictos y simétricos o médulos cruzados estables.

2.4 La adjuncion p,—K(—,n). Teorema de

clasificacion.

Es bien conocido que el funtor nervio, Ner(—), define un funtor fiel y pleno
[49] desde la categoria de grupoides a la categoria de conjuntos simpliciales

de Kan. De hecho, se tiene una situacion de adjuncion

Grupoides N—p> Complejos de Kan , (2.32)

donde p es el funtor grupoide fundamental, (véase 1.5), la counidad de
la adjuncién es la identidad, es decir, pNer =1, y para X, un conjunto
simplicial de Kan, la unidad u: X, — Ner(p(X,)) es una l-equivalencia
débil; esto es, mo(u) : m(Xe) — mo(Ner(p(X,))) es una biyeccion y
m(u) : m(Xe, %) — m(Ner(p(X,)), *) es un isomorfismo para cualquier 0-
simplex * € Xy. En particular, la adjuncién (2.32) induce una equivalencia
entre la categoria de homotopia de la categoria de grupoides y la categoria
de homotopia de aquellos complejos de Kan con grupos de homotopia nulos
en dimensiones mayores o igual que 2.

En [9] se demuestran anélogos resultados, para el caso en que se conside-

ren las categorias de grupos categoéricos o la de grupos categéricos trenzados.
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Concretamente se tienen adjunciones

1

GC, Complejos de Kan reducidos , (2.33)

Nerso

2

GCT. Complejos de Kan 1-reducidos , (2.34)

Ners
donde g1 y g2 son los dados en la Definiciéon 1.2.1 y Nery y Ners en los Ejem-
plos 2.3.6 y 2.3.7, respectivamente. Se verifica entonces que la counidad de
ambas adjunciones son isomorfismos y para X, un conjunto simplicial de Kan
reducido (respectivamente, 1-reducido) la unidad u: X, — Nery(p1(X,)),
(respectivamente, u : Xy — Ners(p2(X.))) es una aplicacion simplicial so-
breyectiva que induce isomorfismos en los grupos de homotopia para dimen-
siones menores o igual que 2 (respectivamente, menores o iguales que 3). En
particular, como en el caso de grupoides, se deduce que la categoria de gru-
pos categéricos proporciona modelos algebraicos para 2-tipos de homotopia
de espacios conexos y la de grupos categoéricos trenzados modelos para 3-tipos
de homotopia de espacios 1-conexos. Ambos fueron probados inicialmente en
el caso estricto, y entonces los modulos cruzados son los modelos algebraicos
para 2-tipos de homotopia (véase [3] y [44]) y los médulos cruzados reducidos
los modelos algebraicos para 3-tipos de homotopia [7], [15].

El resultado fundamental de este apartado es la obtencion, para n > 3,

de una situacién de adjunciéon

©n

GCS. Complejos de Kan (n-1)-reducidos , (2.35)

K(f’n)

con propiedades andlogas a las anteriores (Teorema 2.4.3). Este tltimo, junto
con el Teorema 2.3.10 de representaciéon homotopica, nos permitiran concluir
en el Teorema 2.4.5 de clasificacién del conjunto de clases de homotopia de
aplicaciones simpliciales entre dos complejos de Kan, X, e Y,, con 7;(Y,) = 0,
sit#n,n+ 1.

En primer lugar tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.4.1. Sea A un grupo categorico simétrico. Para cada n > 0,

se tienen isomorfismos naturales

on(K(A,n)) = A,



2.4. TEOREMA DE CLASIFICACION. 101
que es de grupoides paran = 0, de grupos categoricos paran =1 y de grupos
categoricos simétricos para n > 2.

Demostracion.

Segtin hemos visto en los Ejemplos 2.3.5, 2.3.6 y 2.3.7 se tienen isomor-
fismos K(A,0) = Ner(A), K(A,1) = Nery(A) v K(A,2) = Ners(A), y
entonces el resultado se tiene para n = 0,1,2, como hemos observado ante-
riormente.

Supongamos n = 3, entonces usando la Proposicién 2.3.9, tenemos
P3(KC(A,3)) = p2(QK (A, 3)) = p2(K(A,2)) = A,

como grupos categoricos trenzados y, puesto que ambos son simétricos, tam-
bién sera un isomorfismo de grupos categoricos simétricos. Por una facil

induccion, se tiene el resultado para n > 3. |
Presentamos ahora un lema técnico que utilizaremos en la demostracién
del teorema siguiente.

Lema 2.4.2. Sea X, un conjunto simplicial de Kan (n—1)-reducido, (n > 3)
y sea d = (do, ...,dpy1) : Xps1 — Api1(Xe) el morfismo candnico al nicleo
simplicial. Elegimos un n-simplex, (que para mayor claridad escribiremos
con letra mayiscula), A € X,,, entonces:

i) Para cada n > 3, existen (n + 1)-simplices ua,t4 € X, tal que
d(ug) = Gk, yk, Aykgok, A) oy d(ta) = (ke k, Ak A %)
it) Para cadan > 4, existe ry € X, tal que
d(ra) = (k,.px, A 5%, A%, %)
iii) Para n >5 e impar, existe ua € X, 41 tal que
d(wa) = (%, A, *, ..., %, A)
y para n > 6 y par, existe t4 € X, 41 tal que

d(ta) = (%, A, %, ..., %, A, %)
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Demostracion.

Puesto que X, es conjunto simplicial de Kan, los morfismos canénicos
d* = (dy, ey di, ceorlpi2) ¢ Xnpa — AR (XL), 0 < k < n+ 2, son sobreyec-
tivos. Haremos uso reiterado de ellos.

Sean Uy, Ty € X1 tal que

A™(Us) = (%, ooy 5, 501 (A), 50(A), — 8n_2(A), $n_1(A)),

dl”_l(TA) = (%, .o, %, dy(Un), $Sn(A), =, %, Sn_2(A), sp_3(A)),

entonces los (n + 1)-simplices requeridos en i) son wuy =d,(Us) ¥y
tA - dnfl(TA).
Supongamos n > 4 y consideremos ahora R4 € X5 con

dn—l(RA) = (s, .o, Un, Sp(A), %, —, Sp_1(A), ta, s0(A)),

esto es, dj(Ra) = %, 0 <1 < n—2>5, dy_gy(Ra) = ua, dy3(Ra) = s,(A),
dn—2(Ra) = #*, dp(Ra) = Sp-1(A4), dut1(Ra) = ta y dpi2(Ra) = so(A).
Entonces el (n + 1)-simplex buscado es 74 = d,—1(R4), cuyas caras son:

dira =did,_1(Ra) = dp_2d;i(Ra) = dp_o(%) =*,810<i<n-—5,

dpara = dp_ydy_1(Ra) = dp—odp_s(Ra) = dy—2(ua) = A,

dpn—37a = dp_3dp_1(Ra) = dp_2dn_3(Ra) = dp_95,A4 = *,

dyp—ora =dp_od,_1(Ra) = dp—odp_2(Ra) = dy_ox = *,

dp1r4 =dp1dy—1(Ra) = dp1d,(Ra) = dy—15n—1A = A,

dora  =dpdp_1(Ra) = dp_1dni1(Ra) = dp_1ta = * y

dpy174 = dnp1dp-1(Ra) = dp-1dpi2(Ra) = dp-150A = *;
esto es, d(ra) = (%,...,%, A *, %, A % %) y se tiene ii).

Para demostrar 4i) hacemos induccién en n. Sin = 5, sea Uy € X7 tal
que:

d"(U ) = (x,un, %, %,7 4, 54(A), 55(A), —),

entonces d;U 4 € Xg vy verifica dyd;U s = dgdoU s = *, did;U s = dgd U 4 =
deug = A, dod;Uy = dgdoUs = %, dsdiUs = dedsUs = x, dyd7Us =
dedsU 4 = ders = *, dsd;U 4 = dgdsU 4 = dgss(A) = *, dgdyU s = dgdsU 4 =
dgss(A) = A. Esto es, g = d;U 4 es el elemento buscado.

Sean =6y A€ Xg. Puesto que X, es 5-reducido, A € Q5(X,, %) y, por

el caso anterior, existird U5 € Q4(X,,*) con dqo(u’) = (x, A, x,*,*,%, A),
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donde dg : Qg(Xe, ¥) — Ag(2(X,, %)) denota el correspondiente morfismo
al nicleo cosimplicial del complejo Q(X,,*). Como Q4(X,.%x) C X; con-
siste de aquellos 7-simplices cuyo dy es *, entonces uy € X7 y d(u’) =
(¢, %, A, %, %, %, %, A). Consideramos entonces T, € Xg tal que d®(T,) =
(%, up, 54(A), %, %,51(A), T, %, —), se tiene que T4 = dg(T4) € X7 es el
sfmplex buscado, es decir, d(ta) = (%, A, x, %, %, %, A, x).

Sea n > 7 y supongamos el resultado probado para k < n. Si n es par
y A € X, considerando A en 2, 1(X,,*), y por hipétesis de induccion,
encontramos U ' € Q,(X,, *), con do(uWy ') = (x, A, *, ..., x, A). Equivalen-
temente Uy ' € X1 con d(Th ) = (%, %, A, x, ..., %, A).

Como antes, consideramos T 4 € Xnao tal que
d" (T a) = (%,ua, Sn_o(A), %, ...,k 51 (A), 051 *, —),

entonces t4 = dpy2(T 4) es el (n + 1)-simplex buscado, ya que:

dota = dOdn—l-ZTA = dn+1dOTA =k,

dita = dydp 2T 4 = dpsrdi T4 = dpqus = A,

dola = dodp 2T 4 = dps1doT 4 = dpi18p_2(A) = *,

ditg = didpioTh = dpirdiTa =%, 3<i<n-—2,

dp_1ta = dnfldnJrQTA = dnJrldnflTA = dpy151(A) = *,

dpta = dpdysoT s = dpi1d, Ta = dp 05 = A,

dn—l-l%A = dn+1dn+2TA = dn—i—ldn—i-lTA = k.

Si n > 7 e impar, entonces considerando A € €, 1(X,, %), v,
de nuevo, por induccién, encontramos %2—1 € Q(X,) C X101 tal que
dg(fﬁ_l) = (%, A %, ..., %, A %), es decir, cﬂ(fz_l) = (%, Ak, ok, A x).
El (n + 2)-simplex a considerar es Uy € X, tal que d"(U,) =
(%, Spn_2(A),ua, *, ..., %, 81(A), —, *,ff(l), y el (n + 1)-simplex buscado es
Ug=d,(Ua).

|

Podemos ahora demostrar el siguiente resultado fundamental:

Teorema 2.4.3. Sea n > 3, el funtor

K(_vn)

GCS.

Complejos de Kan (n-1)-reducidos (2.36)
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es pleno, fiel y tiene a p, como adjunto izquierda. La counidad de la ad-
Juncion es un isomorfismo y la unidad u : Xg — K(pn(Xe),n), para Xo un
complejo de Kan (n — 1)-reducido, es un morfismo sobreyectivo que induce
1somorfismos en los grupos de homotopia en dimensiones menores o iguales

que n+ 1, es decir, es una (n + 1)-equivalencia débil.

Demostracion.

La demostracién, aunque mas laboriosa, es esencialmente la misma que
la que aparece en [9] para los casos n = 1, 2.

La counidad de la adjuncién v : p,(K(A,n)) — A es el isomorfismo dado
en la Proposicién 2.4.1 y, consecuentemente, K(—,n) es fiel y pleno.

Para definir la unidad de la adjuncion, primero demostraremos que, para
cada conjunto simplicial (n — 1)-reducido, X,, y para cada (n + 1)-simplex,

x € X411, existe un morfismo h, en @,(X,), cuyo dominio y rango, segun la

paridad de n, es: Si n = 2k, h, : Zk: doj(x) — zk: doj1(x) ysin =2k +1,
k k+1 = =

hy : ;)dgj+1(l') — Z:Ddgj(x).

l\JTotemos, que Suesto que X, es (n — 1)-reducido, [Q(Xe)]o = Xn ¥
QY (Xe)1 ={zr € Xs41/ di(z) =%0<i<n-—1}.Como en el Lema ante-
rior, demostraremos la existencia de h, por induccién. Sean =3y x € Xy,
entonces usando la condicién de extension, elegimos 5-simplices o, € Xj,
1 <1 < 4, sujetos a las siguientes condiciones sobre sus caras:

d?(al) = (sedo(x), s2di (), $3do (), —, T, Zay () da(x))

d*(3) = (s3d3(2), Zay(2),ds (), 5201 (), $1d1(x), —, s0d3(2)),

d'(03) = (dsog, = ta, (@), *, dacid, so(d2(x) + dy())),

d? () = (Wdg(w)s *, Lo () —» Ldo().ds(2)+da(2)> 10,
donde los 4-simplices {Z_ _} son los empleados para definir la estructura
monoidal de p3(X,,*), (véase 1.2.2), y u_ y t_ son los dados en el Lema
anterior 2.4.2.

Entonces el 4-simplex dza verifica que dydsay = dadpot = dotigymy = *,
dldgoéi = dgdlai = x y dodsal = dydyai = dotayzy = *.  Asi,
dsat € Q3(X,) y su clase de homotopia define un morfismo en g3(X,, ),
cuyo dominio es dydsal = dzdsal = dsdiad = didyad = didio? =

d3d104§ = d3 24y (2)ds(z) = di(z) + ds(z) y cuyo rango es dzdza, = d3d404i =
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A3 Zao(w) ds(x)+da(z) =do(x) + (d2(x) 4 da(z)). Definimos, entonces

hy = [dsai] tdy () + ds(z) — do(x) + (da(7) + du(2)),

cuya clase no depende de las elecciones realizadas para su construccion.

Sea ahoran =4, y x € X5, aplicando de nuevo la condicion de extensién,
y puesto que X, es 3-reducido, encontramos y € X5 tal que dy(y) = x,
di(y) = di(z), 1 < i < 4, (ie., d°(y) = (x,di(2),ds2(x),ds(x),ds(x), —)).
Entonces y € Q4(X,, *) y, por el paso anterior, podemos elegir un elemento
fy € Qu(Xa, %) tal que do(fy) = (x, %, %, di(y) + (ds(y) +ds5(y)), d2(y) +da(y)),
o bien, f, € X5 con d(f,) = (x,*,%,%,dy(x)+ (ds3(z) + d5(2)), da(x) + da(x)).

Elegimos 6-simplices o, € X4, 1 <17 <5, tales que:

d®(a)) = (Udg(x), S2di(2), Sada(x), 2, y, s3da(x), —),

d®(a3) = (sado(), %, %, Zay(a),ds(x)> Zats(2),ds(v)> — D60ty.),

d®(3) = (sado (), %, %, Zay ().ds (x) +ds (2)» Ly (2) da(2) +ds (4)> —> D5C2),

d*(az) = (Lag(xys 51do(2), Sodo (), =, fy, dsil, s3(da(2) + da(x))),

d*(a2) = (%, tag(a)> 51d0(T), Udg (@) = A3, Zao () da (@) +da(a))-

Entonces d;dyo = %, 0 < i < 3y dsad € Qf(X,,*). Su clase de homo-
topia, que no depende de las elecciones tomadas, es h,, es decir,

he = [daal] : do(2) + (da(2) + da(x)) — di(@) + (ds(z) + ds(2)),

pues dydsad = dydsad = dydzal = dzdsal = dzdsa® = dydzad =
AaZ, (), ds(@)+ds@) = di(z) + (ds(z) + d5(2)) v dsdsal = dadsay =
A4 Z 4y (2).ds () +da(x) = do(x) + (do(2) + da(x)).

Sea n > 5y supongamos n = 2k + 1. Para x € X1, procedemos como
anteriormente, y asi, elegimos y € X,41 con do(y) = * y d;i(y) = d;(x),
para 1 < i < n. Entonces y € ,(X.,*) y, por hipétesis de induccion,

encontramos f, € X, tal que
d(fy) = (, ... %, do(z) + (d2(y) + ... + (dn-1(2) + dny1(2))),
di(z) + (ds(y) + ... + (dn—2(2) + du(y))).
Elegimos (n + 2)—sfmplices a,, 82710 <r < k—1,79,, A\s € X,,,» tales que:

dnJrQ(am) = (ud0($)7 3n72d1 (:C)a 3n72d2 (1’)7 ) Sandan(x)a

x,Y, Sn—ldn(w)7 _)7
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d™H(BE) = ($pdo(T), %, oy %, Zay 1 (2),dnsr ()5 Ld1(2)dnss (5)s —» A2,
paral <r <k-—1,

d" B = (5ndo()s %, ooy %, Za 1) (0). a1y (@)1 (@)1 (2):

2r—1
Zdn7(2r+1)($)7dn7(2r71) (@) +dn—1(2)+dnt1(y): ~ s dn+1ﬁx )7

Cﬂn_l(%c) = (tdo(x)7 8n—3d0<x)) Ky ey Xy SOdO(I)7 ) fya dn-l—lﬁik_la
Sp—1(di(z) + d3(x) + ... + dp_o(z) + du(2))),

dnJrl()\m) = (*, Ed0($)7 Sldo(l’), 52d0($>, caey Sn_gdo(l’),

Zdo(w).d ()44 dn—1 (2)+dnsr (2)s =5 An-1Vz);

siendo u_ el dado en el Lema 2.4.2.

Entonces d, 1A € QF(Xe, %) y su clase de homotopia, es el mor-
fismo buscado, es decir, dod, 1A = dpdory, = x, didpii Ny =
dodiNy = dpligy)y = *, didnpide = dpdidy = dpsiado(z) = *,
2 < i < n—1, didpyide = dndpde = dnZag(a)do(a)+tdpr (@) +dnsr (@) =
do(z) + (do(x) + ... + (dp_1(x) + dpy1(x))...) 'y, también, por ultimo,
dni1dny1de = doprdpiode = dppidp1v: = dpadngoye =
dp_15n-1(dy () + (d3(x) + ... + (dp—2o(z) + dp(x))...). Definimos entonces

*

he = [dpiiXe] : di(x) + (d3(x) + ... + (dy_2(x) + dy(2))...) —

Sea n = 2k, para x € X,,+1, sean y, f, € X1 con do(y) = * y di(y) = d;(z),
1<i:<ny

d(fy) = (%, oy x, di () + (d3(y) + ... + (dn-1(2) + dnt1(y)))
do(x) + (dy(y) + ... + (dp2(x) + dp(x))).

Elegimos (n + 2)—simplices a,, 87710 <7 < k— 1,79, A\s € X142 tales que:
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d"?(ay) = (Udg(z)s Sn—2d1 (T), ...y Sp—adp_o(2), 2, Y, Sp_1dn(2), —),

dr (ﬁ;) = (Sndg(l‘), *y ey Ky Zdn—l(x),dn+1(z)7 Zdn_l(x),dn+1(y)7 > dn+2aa:)7

paral <r<k-—1,

Cﬂm_l(ﬁiﬂ_l) = (Sndo(x>> *y ey ¥y Zdn*(27'+1)(x)vdn*(%“fl)(w)+---+dn71($)+dn+1(x)7

2r—1
Zdn—(27‘+l)(w)adn—(Zr—l)(x)+“~+dn71 (@)+dn+1(y)s dnJrlﬁ:c )’

dn_l(Vx) = (tdo(a:)a Sn—3d0($)a k%, 30d0($)7 ) fy> dn—&-lﬁik_ly
Sn_l(do(.T) + dQ(ZE) + ...+ dn_2<l’> + dn(x))),

A" (As) = (%, Lag(a), $1do (), Sado (), ..., Sn—3do(T), Ugy (),

— n1Yas Zdo(2),da(2)+-.+dn—(@)+dn(z) )

donde t_ es el dado en el Lema 2.4.2. Entonces d, ;1\, € QF(X,,*) y su

clase de homotopia, es el morfismo buscado. Entonces h, es dado por

he = [dn)a]  do(x) + (da() + .. + (dno(@) + dy(2))) —
di(2) + (d3(2) + . + (dn-1(7) + dnya(2)))

Entonces, si X, un conjunto simplicial de Kan (n — 1)-reducido, n > 3,

la unidad u : X¢ — K(p(X,,*),n) es dada como sigue: Para i-simplices,
n+1 .

0 <i<mn,u; es laidentidad. Para z € X, 11, sea g, : > (—1)'d;(x) — 0, el
i=0

unico morfismo tal que,si n = 2k, el diagrama siguiente

é}d%(iﬂ) - gkodwﬂ(l“) — g(—l)idi(iﬁ)

O <

k k
> doji(w) — > dojya(x) can
=0 =0
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es conmutativo, y si n = 2k + 1, lo es el diagrama

k1 k can ntl ;
Y doj(x) — D dyjpa () > (=1)'di(x)
=0 =0 i=0
hz+1T gz
k k Y
> dojyi(x) — D dyjpa(w) can 0
=0 j=0

Entonces definimos u(x) € K (p(Xa,, *),n),11, como el siguiente elemento:
u(r) = (gz,do(x),...,dnio(z)). Es inmediato observar que se verifican las
identidades simpliciales y, asi, u es un morfismo simplicial (n + 1)-truncado.
Puesto que un (n + 2)-simplex en K (p,(X,,*),n) estd univocamente deter-
minado por sus caras, las identidades simpliciales fuerzan la definicién de u

en dimensién n + 2 por

Gaop)  dodoB  dyidoB - dnyrdofB

Jap  dodif didif - dppadif3
u(B) = | : : : U

Gdnir(p) dodnt1B didpa 8 -+ duyidpa

Ydny2(B) dodyof didpiofB - dpi1duiof

La demostracion de que u((3) es efectivamente un elemento perteneciente
a K (pn(Xs),n)nt2 consiste, como en la definicién, en aplicar la condicién de
extension en X, y proceder de manera inductiva, teniendo en cuenta que, por

ejemplo, para n = 3, ésta es equivalente a la conmutatividad del diagrama:

I+ha, (s)+1
1——2

3 4
(+hgy (p)+1)(1+ct1) (A+hgg (p)+1)(1+c+1)
5 6
hdo(ﬁ)+1 14+c+1
7 8

-
1+c+1
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donde
1 = dido(B) + dida(B) + dids(B) + dsds(B),
2 = dydo(B) + dodyi(5) + dodyi (5) + dadyi(5) + dsds(5)
3 = d1do(3) + d1d2(3) + dods(B) + dads(B) + dads(B),
( (8) (8) )
( (8) (8)

()
(8) B3),
()
4 = dydo(B) + dod:1(B) + dsdi(B) + dods(B) + dads(B) + dads(3),
(8)
()
()
(

o~ o~ o~ o~

5 = dido(B) + dods(B) + doda(B) + dada(B) + dada(B) + dada(B),

6 = dido(B) + dody(B) + dods(B) + dads(B) + dods(5) + dads(5) + dads(5),
7 = dodo(B) + dado(B) + dado(3) + dod2(8) + dada(B) + dada(5) + dada(),
8 = dydy(B) + dods(B) + dido(B) + dads(B) + dods(5) + dads(3) 4 dads ().
Tenemos, asi, un morfismo simplicial (n + 2)-truncado que, debido a que

\_/\_/

K(pn(Xs),n) es un (n + 2)-coesqueleto, extiende a un morfismo simplicial

u: Xo — K(pn(X,),n). Es facil comprobar que las composiciones

(X)) 2 K (pn(Xa),n) —— > pn(X4)

K(A,n) Kwn)

K(pn(K (A, n)),n)

K(A n)

son ambas identidades. Consecuentemente, @, es adjunto a izquierda a
K(—,n) con u y v como la unidad y la counidad de la adjuncién, respec-
tivamente.

Finalmente, para cualquier conjunto simplicial de Kan (n — 1)-reducido,
como ,41(X,) se identifica con Aut,, (x,)(*) y 7,(X,) lo hace con el grupo
de componentes conexas de p,(X,), podemos concluir que 7;(u) es un iso-
morfismo para ¢ = n,n+ 1, ya que @, (u) : p(Xe) = @n(K(pn(Xe),n)) es un
isomorfismo. Al ser X, (n — 1)-reducido, resulta que u : Xo — K(p,(X,),n)

es una (n + 1)-equivalencia débil. [ |

El tipo de homotopia de CW-complejos X con m;(X) =0, para
iZn,n+1,n>3ym(X)=A, m1(X) = B esta clasificado, via su inico
invariante de Postnikov no nulo, por el grupo de cohomologia de Eilenberg-
MacLane H"™?(K(A,n), B). Como observdbamos en el Ejemplo 1.2.7, el
teorema de suspension de Eilenberg-MacLane [21] establece un isomorfismo
H"™(K(A,n), B) 2 H*(K(A,3),B) y un monomorfismo inducido por la

suspension



110 CAPITULO 2. COHOMOLOGIA SIMPLICIAL.

H?(K(A,3),B) — H*(K(A,2),B) = H3(A,B).

Por este monomorfismo, H°(K(A,3),B) se identifica con el sub-
grupo de H3 (A, B) de aquellos 3-cociclos abelianos (h,d) tales que
d(z,y) + d(y,z) = 0, [23, Teorema 17.2], [41].

La traza de un 3-cociclo abeliano (h, d) es la funcién ¢ : A — B dada por
q(z) = d(x,x). Esta aplicacién q : A — B es una forma cuadrética, (es decir,
q(x +y) — q(x) — q(y) es bilineal en z e y), y la funcién traza establece un
isomorfismo entre el grupo H>, (A, B) y el grupo de las formas cuadraticas
de A en B (c.f., [41]).

Si consideramos 3-cociclos abelianos (h,d) con d(z,y) + d(y,z) = 0, su
traza define un homomorfismo ¢ : A — 9B, donde 5B denota el subgrupo de
B de los elementos de orden 2. Concluimos entonces que el tipo de homotopia
de CW-complejos en las condiciones anteriores esté clasificado por el grupo
Homgz(A,B).

Por otro lado, Sinh prueba en [50] que Homgz(A, 2 B) clasifica, salvo equi-
valencia, aquellos grupos categéricos simétricos A tales que su grupo de com-
ponentes conexas es isomorfo a A, my(A) = A, y el grupo de automorfismos
en el objeto cero es isomorfo a B, m(A) = B.

Consecuentemente, combinando ambos resultados, resulta que clases de
homotopia de tales CW-complejos se corresponden biyectivamente con clases
de equivalencia de grupos categéricos simétricos. Este resultado ha sido
también probado en [15] y [6], aunque en ambos casos se trabaja en el con-
texto de mddulos cruzados estables. Nosotros podemos concluir el mismo

hecho mediante el uso de los funtores g, vy K(—,n). Esto es:

Teorema 2.4.4. Sean > 3. Todo complejo de Kan conexo con grupos de ho-
motopia triviales en cualquier dimension salvo, posiblemente, en dimensiones
n yn+1 es homotopicamente equivalente al n-nervio de un grupo categorico
simétrico. Explicitamente, si X, es tal complejo yx € Xy, entonces X, es ho-
motopicamente equivalente a K (p,(Xe,*),n). Ademds, si Xo es homotdpico
a K(A,n), para algin grupo categdrico simétrico A, entonces pn(Xe,*) y A

son grupos cateqoricos simétricos equivalentes.
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Demostracion.

Sea E™(X,,*) el subcomplejo (n — 1)-reducido en * de X,, es de-
cir, (E"(Xe,*))m ={zx € X/ di(x) =%,0<i<n-—1}. Entonces
E™"(X,,*) — X, es una equivalencia homotépica y @n(E™"(X,,*)) =
©n(Xe, *); la unidad de la adjuncién u : E™(X,, *) — K(p,(Xe,*),n) es, en
este caso, una equivalencia homotopica, y se tiene el resultado.

Ademéds, si Xo ~ K(A,n), entonces g,(Xe) ~ pn(K(A,n)) = A. [

Tenemos pues descrito de forma explicita un método para realizar alge-
braicamente tipos de homotopia de espacios (X, %), con m;(X,*) = 0, para
todo i # n,n+ 1y n > 3, haciendo uso de los funtores g, y K(—,n).

Los resultados anteriores, junto con el teorema de representacion de la
cohomologia definida en 2.1, nos permiten clasificar clases de homotopia de
aplicaciones simpliciales con rango espacios del tipo de homotopia de un
grupo categdrico simétrico.

Asi, como consecuencia inmediata de los Teoremas 2.3.10, 2.4.3 y 2.4.4,

se tiene:

Teorema 2.4.5 (Teorema de Clasificacién). Sea (X,,*) un complejo
de Kan punteado (no necesariamente conezxo) e (Yo, *) un complejo de Kan
punteado con w;(Ye,*) =0, para todo i # n,n+ 1, n > 3. Entonces existe

una biyeccion natural

[(Xe, %), (Yo, %)) = H™(Xe, on(Ye, %))

El caso n = 1, es decir, cuando Y, tiene el tipo de homotopia de un grupo
categdrico, ha sido ya estudiado en [12] y en [7], aunque en el segundo trabajo
se obtiene para el caso particular en que X, sea asférico.

Para el caso n = 2, i.e., cuando Y, es del tipo de homotopia de un grupo
categdrico trenzado, se obtienen andlogos teoremas de clasificacién en [7], en
el caso particular en que X, es asférico, y en [9], cuando X, es del tipo de

homotopia de un grupo categorico.

Ejemplo 2.4.6. Sean X e Y CW-complejos y supongamos que Y es un es-
pacio de Eilenberg-MacLane de tipo (7, n), con n > 3, esto es, con m;(Y") = 0,

para todo i #ny m,(Y) = 7.
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Si consideramos los complejos singulares asociados a X e Y, S(X),
S(Y'), es bien conocido [16, Teorema 1.35] que se tiene una biyeccién
(X, Y] = [S(X),S(Y)] entre el conjunto de clases de homotopia de apli-
caciones continuas de X a Y y el conjunto de clases de clases de ho-
motopia de aplicaciones simpliciales de S(X) en S(Y). Como ademas
mi(S(Y)) =2 m(Y) =0, para todo i # n, entonces el Teorema 2.4.5 nos da

isomorfismos:

(X, Y] = [S(X), S(Y)] = H"(S(X), pu(S(Y), %)).

Por otro lado, puesto que m1(p,(S(Y), *)) & 7, 1(S(Y)) = 1,1(Y) =0
Vv To(pn(S(Y), %)) = m,(S(Y)) = 7, (Y) = 7, entonces p,(S(Y), *) es equi-
valente al grupo categérico m = 1 y, asi, por el Corolario 2.1.9, se tiene un

isomorfismo

H™(5(X), pn(S(Y), %)) = H"(X, m),

donde H™(X, ) denota el n-ésimo grupo de cohomologia singular de X con

coeficientes en m. Combinando ambos isomorfismos obtenemos que
(X, Y] = H'(X,n),
que no es otro que el clasico teorema de clasificacion de Eilenberg-MacLane.

La proposicién siguiente nos permite clasificar [X,, Y,] para cuando ambos

X, e Y, son del tipo de homotopia de un grupo categérico simétrico.

Proposiciéon 2.4.7. Sean A y B grupos categoricos simétricos vy
(F, 1), (G, ) : A — B homomorfismos de grupos categoricos simétricos con
F(0) = G(0) =0. Para cada n > 1, consideramos los morfismos simpliciales
que definen K(F,n), K(G,n) : K(A,n) — K(B,n).

Entonces existe una transformacion monoidal entre (F,u) y (G, 1) si, y

solamente si, K(F,n) y K(G,n) son homotdpicamente equivalentes.

Demostracion.
En primer lugar, establecemos cierta terminologia. Sea f : P — () un

morfismo en A, entonces, para cada i € {0,1,...,n}, f determina de forma
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tinica un morfismo en A, f*: 0+ ...+ 0+ (=1)'P+ (-1)""'Q+0+...4+0 — 0,
dado por la composicion

04+ ..+0+ (-1)'P+ (-1)""Q+0+...+0

(-D'P+(-1)™Q
(D=1

(~1/Q +(-1*1Q

can

y entonces un elemento T4(f) € K(A,n),.;, dado por T4L(f)=
(f1,0,...,0,P,Q,0,...,0), 0<i<n. Es claro que la correspondencia
f — Ti(f) establece una biyeccién entre el conjunto de morfis-
mos de A y el conjunto de aquellos elementos de K(A n),;; de
la forma (g,0,...,0,P;, P;11,0,..0). Por esta biyeccién, el elemento
si(P) = (can,0,...,0, P, P,0,...,0), P € Obj(A), se corresponde con la
identidad idp : P — P.

Una vez introducida la terminologia anterior, pasemos a
la  demostracién: En primer lugar, recordemos (véase 2.3.3)
que si  denotamos mediante K(F,n)={F;};>0, (respectivamente
K(G,n) = {Gi}i>0), entonces F, =1y, para m<n, F,=F
y o Fuo KA )y — KB, n)y aplica  un (n 4 1)-simplex

(9, Pos s Pat1) € K(A,n)pi1 en (Fop1(9), F(F0), o F(Potr)) € K(B,n)ns1,
n+1 )

donde F,,11(g) : > (—=1)"F(F;) — 0 viene dado como en (2.29).
i=0

Sea § : F' = G una transformacién monoidal, entonces puesto que F'(0) =
G(0) = 0, Ay = idy. Definimos aplicaciones h?, 0 < i < j < n + 1, como se
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indica en el diagrama truncado

do do do

CAPITULO 2. COHOMOLOGIA SIMPLICIAL.

do d,

dn71 d2 dl
ho
dO S dO do
e T— 1—=
dn71 d2 dl
como sigue:
° hg(O)zoparaOgigjgn—l.
o hi(P)=T%(0p: F(P)— G(P)) = ((6p)° F(P),G(P),0,...,0).
e h}(P) = s;(G(P)) = (can,0,...,0,G(P),G(P),0,...,0), 1 <i<n.
e i (g, Py, ..., Poy1) viene dado por la matriz
Foia(g) F(R) F(PR) F(P) F(Py1)
Gni1(9) - (Or, +id)  F(P)  G(P) G(P) G(Pui1)
(0p,)° F(P) G(P) 0 0
(0p,)° F(P) G(P) 0 0
(an+1)0 F(Pn-i-l) G(Pn-i-l) 0 0
o W' (g, Py, ..., Puy1) es la matriz
(0p,)° F(R) G(R) 0 0 0
Guii(g) - (Op, +id) F(R) G(P)  G(R) G(B) G(Poy1)
Gri1(9) G(P) GP)  GP) G(B) G(Poi1)
can 0 G(P) G(P) 0 0
can 0 G(P;) G(P) 0 0
can 0 G(Pyy1) G(Py1) O 0

o (g, Py, ...

7Pn+1> - Si(Gn—l-l(g; P07

Pot)), 2<i<n+1l.
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Es facil comprobar las identidades simpliciales homotdpicas para estas
aplicaciones h{ , las cuales extienden, puesto que K(B,n) es un (n + 1)-
coesqueleto, a una homotopia h : K(F,n) — K(G,n).
o<i<i K(F,n) — K(G,n) una homo-
topia simplicial. Puesto que K(B,n) es (n — 1)-reducido (y n > 1), pode-

Reciprocamente, sea h = (hf)

mos suponer, sin restriccién alguna, que hg(O) =0, paral0<i<j<n—1.
Entonces, por las identidades simpliciales para homotopias, resulta que
dih}(P) =0, para i < j 6 i > j+ 1, y entonces

® hg(P) = (hgaF(P)adlhE)l(P)aOa?O)a
o h(P) = (h2,0,...,0,dih?(P), dip1 B2 (P),0,..,0), 1<i<n-—1,
o W(P) = (h,0,...,0,duh" (P), Gy(P)),

con d;h? (P) = d;h}(P), para 1 <i <n.
Definimos 6p : F'(P) — G(P) por la composicién
F(P)
g (kg (P)
Ak (P) = di (P)
Ty (hy(P) !

Ao (P) = doh3(P)

dp—1hp_o(P) = dn-1hy_1(P)
rE= (A (P)~!
dnhy_ (P) = dnhy;(P)
Lp(hn(P)~!

G(P)

La naturalidad de 6 es consecuencia de las identidades homotodpicas

simpliciales sobre AT (T%(f)), 0 <i<n, para f:P — @ un morfismo
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en A. La compatibilidad de 6 con los isomorfismos canoénicos p
de F y G se deduce también de las identidades homotdépicas sobre
hi 't (canpg, P, P+ Q,Q,0, ...,0), para Py @ objetos de A.

[

Notemos que para n = 0, también se tiene asegurada la existencia
de una transformacién natural 6 : F = (G, a partir de la homotopia
h: K(F,n) — K(G,n), realizando los mismos pasos que en la demostracién
anterior. Sin embargo, en este caso, # no es necesariamente coherente.

La Proposiciéon anterior, junto con los Teoremas 2.4.3 y 2.4.4, nos per-

miten concluir:
Teorema 2.4.8.

a. Sean A y B grupos categoricos simétricos, para cada n > 3, el funtor

K(—,n) induce una biyeccion
[A,B] = [K(A,n), K(B,n)|,

entre el conjunto de clases de isomorfia de homomorfismos de grupos
categoricos simétricos de A en B y el conjunto de clases de homotopia

de aplicaciones simpliciales entre sus n-nervios.

b. Si (Xe, %) e (Ys,*) son complejos de Kan punteados con m;(Xe,*) =

0 =m;(Ys,*), para j #n,n+ 1,n > 3, entonces existe una biyeccion
(X, ), (Yo, #)] = [n (X, %), (Yo, %)].

Como corolario del Teorema anterior y del Teorema 2.3.10 de repre-

sentacién, tenemos

Teorema 2.4.9. Sean A y B grupos categoricos simétricos, entonces, para

cada n > 3, existe una biyeccion
H"(K(A,n),B) = [A B

Para los casos n = 0, 1, 2 se verifica:
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Proposicion 2.4.10. Sean A y B grupos categoricos simétricos, entonces

existen biyecciones:
HO(K(A7 0)7 B) = [A7 ]B]Oa

HI(K(A7 1)7B) = [A7B]17
H*(K(A,2),B) = [A, B,

donde [A, By (respectivamente [A, By, [A,B]) denota el conjunto de clases de
isomorfia de funtores (respectivamente, homomorfismos de grupos categoricos,

de grupos categdricos simétricos) de A en B.

Demostracion.

Por el Teorema 2.3.10, H"(K(A,n),B) = [K(A,n), K(B,n)]. Como
K(A,0) = Ner(A), K(A,1) = Nery(A) y K(A,2) = Nerg(A), segin vimos
en los Ejemplos 2.3.5, 2.3.6 y 2.3.7, respectivamente, entonces el primer iso-
morfismo es consecuencia del hecho bien conocido de que [Ner(A), Ner(B)] =
[A,B]o. El segundo es consecuencia del Teorema 3.2 en [9] y, finalmente, el

tercero del Teorema 3.4, en el mismo trabajo.
[ |
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Capitulo 3

(G-modulos cruzados categoéricos

y 2-extensiones especiales.

En este capitulo definimos las nociones de G-mddulo cruzado categorico, para
G un grupo, y de 2-extension especial de G por un grupo categérico simétrico
A sobre el que hay definida una G-accién. Observamos que estos conceptos
cubren, respectivamente, las nociones usuales de médulo cruzado de grupos
y de 2-extension especial de un grupo GG por un G-médulo A; asi como las
de 2-médulo cruzado y 3-extensién no abeliana debidas a Conduché, [15].
Demostramos que la clasificacion cohomoldgica de estas 2-extensiones viene
dada por Hp, (G, A), el cuarto grupo de cohomologia de Ulbrich (Frolich-
Wall) de G con coeficientes en A; para lo cual, previamente, damos una
descripcién alternativa de Hp, (G, A). De esta forma, extendemos, en una
dimensién m4s, la interpretacién de Ulbrich de Hp, (G, A), en términos de
extensiones centrales de G por A. Finalmente, cuando la G-accién sobre
A es trivial, probamos que la clasificacién homotopica de estas 2-extensiones
viene dada por el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones simpliciales
desde el complejo clasificador de G, K(G, 1), en el complejo clasificador de
A K(A,3), definido en el capitulo anterior.

119
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3.1 G-modulos cruzados categoricos.

Comenzaremos recordando la definicion y algunos ejemplos de G-grupos
categdricos, (véase por ejemplo [2], [14]).

Para mayor claridad en la exposicion, seguiremos haciendo uso de la no-
tacién aditiva par la operaciéon de G, (no necesariamente abeliano), y para
el producto tensor de un grupo categérico H, (no necesariamente simétrico).

Es bien conocido que una accién de un grupo G sobre un grupo H consiste
de un homomorfismo de grupos, G — Aut(H), desde G en el grupo de
automorfismos de H. Cuando se consideran grupos categoricos, el papel
jugado por el grupo de automorfismos es ahora desempenado por el grupo
categérico de autoequivalencias, £q(H), de un grupo categérico H, (véase
Ejemplo 1.1.3).

Entonces dados grupos categoricos G y H, una G-accion sobre H es un

homomorfismo de grupos categéricos, [2],
(F,pn) : G — Eq(H). (3.1)

Cuando tal accién es dada se dice que H es un G-grupo categorico. SiH es
un grupo categérico trenzado o simétrico y el homomorfismo (3.1) factoriza
por el subgrupo categérico de E¢(H) de autoequivalencias que son homomor-
fismos de grupos categoéricos trenzados o simétricos, diremos que H es un
G-grupo categorico trenzado o simétrico.

Estamos principalmente interesados en el caso en que G sea el grupo
categorico discreto, con soélo identidades, definido por un grupo G,

G =G = (G = G). En este caso, tenemos la siguiente definicién equivalente:

Definicién 3.1.1. Sea G un grupo y H un grupo categorico. Una G-accion,

o simplemente una G-accion, sobre H consiste en dar equivalencias
I(—=):H — H, X —9X, (3.2)

para cada g € G, junto con isomorfismos naturales

V=v,xy I (X+Y)=IX+9Y (3.3)
¢ = bgnx WX -9 ("X) (3.4)
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tales que para cualesquiera objetos g, h, k € G y cualesquiera objetos X, Y y

Z de H, los diagramas siguientes son conmutativos:

X4 42] — s a(X 4y )4z

IXH(Y+2)] (IX+IVV+9Z (3.5)

IX4I(Y+Z) — IX+(IY +92)
1+41)g

Dy htk

(g+h+k) X 9((h+k) X)
Dgth,k IOn,k (3.6)
() (- X)) ———— 9(4 (- X))
0 (X +Y) Yath (g+h) X 4 (o+h)y
¢g,hl id)g,h“i’d)g,h
I(X +Y)) 9(hX) 4+ 9("Y) (3.7)
Iebp, %
X +Y)

Ademdas, si H es un grupo categdrico trenzado (o simétrico), entonces
el diagrama siguiente (que expresa la compatibilidad de la accion con los

isomorfismos canonicos de conmutatividad) ha de ser conmutativo

Vg XY

WX +Y) " ax qay

gcl lCQX,QY (38)
I(Y + X) Y +9X

9,Y, X

Proposicion 3.1.2. Sea H un G-grupo categorico. Entonces para cada g € G

y X € Obj(H) ezisten isomorfismos (inicos)

¢o = dox : 'X — X, §=¢&:90—0 (3.9)
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tales que los siquientes diagramas son conmutativos

90+ X)—2>904+9X  9(X +0) —2=9X +90
gli lfg—&-l grl ll-ﬁ-fg (310)
99X T 0+9X 9X —I9X+0
$0,9,X 0 bg,0,x 0
(9+0) x 9(°X) O0+9) x ——————"(9X)
\ \ / (3.11)
9o %o
9X 9X
Lo que nos garantiza también la conmutatividad de los siguientes diagra-
mas:
] h 0 %0
(g+h) ) —=9("0) (X+Y) X+Y
al igg X %: (3.12)
0 (f 90 OX + DY
Demostracion.

Puesto que los funtores °(—) : H — H son equivalencias, definimos, para
cada X € Obj(H), ¢ox : °X — X como el tinico morfismo en H tal que
%(¢ox) = dpox : °(°X) — °X. Consideramos ahora el diagrama (3.6) para
g = h = 0, que nos da la conmutatividad de la parte exterior del diagrama

siguiente:
(0+0+k) $o.0+kX Ok X)
/
o,k X 0k X) 0@ *(¢o,1,x)
S o
(EX) (X))

Puesto que @ es conmutativo por definicion de ¢q, el diagrama ) ha de ser
conmutativo y entonces, usando de nuevo que °(—) es una equivalencia, se
obtiene la identidad (¢oxx)"" = ¢ory, para todo k € G, que expresa la
conmutatividad del diagrama de la derecha en (3.11). La conmutatividad

del diagrama de la izquierda se obtiene de forma similar.
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Respecto a los morfismos ¢, se procede de forma andloga. Elegimos un
objeto X de H (por ejemplo, X = 0) y definimos, haciendo uso de que las
traslaciones son equivalencias, £ : 90 — 0 como el inico morfismo tal que
el diagrama de la derecha de (3.10) es conmutativo. Consideramos ahora
el diagrama (3.5) para Y = 0, que implica la conmutatividad de la parte

exterior del diagrama siguiente:

I[(X+0)+Z]

I(X+0)+9Z

Ir+1) (2

9q @ 9(X+7) @ Pg+1

9(1+1)
IX+(0+2)] @ IX+97 o XH0+9Z ~regi (9X+90)+97
IO @
" 1491 ®) IX+(0+92) "
1+(&g+1)

IX+9(0+2) — IX+(90+92)
donde ademas D y ® son conmutativos por coherencia; ), @ y @ por na-
turalidad de ¥ y a. El diagrama ) (respectivamente, @) es el diagrama de
la derecha de (3.10) (respectivamente, izquierda) tensorizado con 1z, (res-
pectivamente, 1y,x). Concluimos entonces que los diagramas en (3.10) son
conmutativos para cualesquiera objetos X y Z de H.
Finalmente, con demostraciones similares, se deduce que los diagramas

en (3.12) son conmutativos. [

3.1.3. Una G-accién sobre un grupo categorico H se dice estricta (respecti-
vamente normalizada) cuando todos los isomorfismos ¢gp x, Vg xv, ¢ox ¥

&,, (respectivamente ¢g x y £,) son identidades, o, equivalentemente, cuando
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el homomorfismo (F, p) : G — Eq(H), que define la accidn, factoriza a través

del subgrupo categérico Aut(H), (véase Ejemplo 1.1.3),
o) E£q(H)

G (

Aut(H

via un homomorfismo estricto.

Un G-grupo categorico simétrico A verificando que cx x = 1x1x, para
todo X € Obj(A), (es decir, A es un grupo categdrico simétrico estrictamente
coherente [48]), es lo que Ulbrich llama una categoria de Picard conmutativa
con estructura de G-mddulo a izquierda coherente, [54].

Sean H y E dos G-grupos categéricos. Un homomorfismo de grupos
categéricos F' = (F,u) : H — E diremos que es G-equivariante si existe
una familia de isomorfismos naturales

)\ = {)\g,X . gF(X) — F<9X)}(9,X)€G><Obj(H) s

tal que, para cualesquiera elementos g, h € G y cualesquiera objetos X,Y de

H, los siguientes diagramas son conmutativos:

IR(X+Y) — 2> F(9(X+Y))

= L

9(F(X)+F(Y)) FIX+9Y) (3.13)

T i

IF(X)+9IF(Y) EvTY FIX)+F(IY)

(o) (X ) > P X)
¢l lw)
"(OF(X)) FE(X)) (314
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En tal caso, los diagramas

0

IF(0) —>— F(%0)

F(X) A F(°X)
k %) 3 guol lF(é)
F(X)

0 F(0)

1o

también son conmutativos, siendo ¢q y £ los morfismos dados en la Proposicion
3.1.2.

Si (F',N):H — E es otro homomorfismo G-equivariante, una transfor-
macién monoidal 8 : F' = F’ se dice G-equivariante si, para cada g € G y
X € Obj(H), el diagrama

IF(X) ————F(°X)

99Xi l%x

IF(X) F'(9X)

>\/

es conmutativo.

Si(F,A):H—Ey (F',X): E— K son homomorfismos G-equivariantes,
su composicién es el homomorfismo G-equivariante (F”, \”) : H — K, donde
F'=F -F:H—-Ky\y: /(FF(X)) — F'F(9X) viene dado por la

composicion

!/
Ag, F(X) F'(A\g,x)

I(F'F(X)) FI9F(X)) F'F(IX) .

Veamos, a continuacion, algunos ejemplos de G-grupos categoricos:

Ejemplo 3.1.4. Los conceptos usuales de G-grupo y G-médulo son casos
particulares de la Definicién 3.1.1, (véase [11]). En efecto, es facil ver que si
H es el grupo categorico discreto definido por un grupo H, entonces dar una
G-accién sobre H = (H = H) es lo mismo que dar un homomorfismo de
grupos G — Aut(H). Por otro lado, si A es un grupo abeliano y consideramos
el grupo categérico simétrico con un sélo objeto (A =2 1), entonces una G-
accién sobre (A = 1) es lo mismo que una G-accién sobre A, junto con
una l-cocadena de G con coeficientes en el G-médulo A en el sentido de

Eilenberg-MacLane.
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Ejemplo 3.1.5. Sea 0 : N — O un médulo cruzado y consideremos el grupo
categérico estricto que define, G(d), ( véase el Ejemplo 1.1.4). Entonces
dar una G-accién sobre G(J) se traduce en dar una lista de aplicaciones y
condiciones sobre ellas que a continuacion describimos.

La existencia del funtor (3.2) y de los isomorfismos naturales (3.3) y (3.4)

se traduce en la existencia de aplicaciones
Gx0— 0, (g,2) — “x,
t:GXNxO—=N, V:GxO*=N ,0:G*x0 — N
tales que:
i) 6(t(g,n,x)) + 92 =9(én + x)
i) 6(W(g,x,y)) +9(x +y) =2 +%
iii) 6(®(g1, g2, ) + 920 = 9 (%)

para cualesquiera g, g1,92 € G,z,y € O,n € N.
Las condiciones de funtorialidad de (3.2) y las de naturalidad de (3.3) y

(3.4) se traducen en:
iv) t(g,0,2) =0
v) t(g,n +n,x) =t(g,n',0n +x)+t(g,n,x)
vi) t(g,n,x) + (g, z,y) = ¥(g,on + z,y) +t(g,n,x +y)
vil) U(g,z,0n +y) +t(g,*n,x +y) = "“t(g,n,y) + ¥(g,z,y)
viii) ¢(g1, (g2, 1, )% x) + P(g1, g2, ) = (g1, g2, 0n + x) + (91 + g2, 1, @)

para cada ¢,g1,92 € G, z,y € O y n,n’ € N y donde la accién de O sobre N
la denotamos igualmente por (xz,n) — “n.
Finalmente, la condicién de conmutatividad de los diagramas (3.5),(3.6)

y (3.7) se traduce en

ix) U(g,2,y) + (g, +y,2) ="“V(g,y,2) + (g, 2,y + 2)
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x) ®(g1, 92,9 2)+P(91+92, 93, ©) = (91, P(g2, g3, ), T3 x)+D (g1, g2+93, )

Xl) \Il(glag2$vg2y) + t(ga \Il(gQ,gj,y),W(aj + y)) + (I)(ghg%x + y) =
®(g1,92.7) + "D (g1, g2, y) + V(g + g2, 7, Y)

Si ademds 6 : N — O es un médulo cruzado reducido (o estable) con
operador corchete {—,—} : O x O — N, entonces la conmutatividad del

diagrama (3.8) se traduce en la siguiente condicién:

xii) {?y, %2} + (g, 2, y) = V(g y,2) + U9, {y. 2}, z + y)

para cualesquiera x,y € O,g € G,n € N.

En particular, si la G-accién sobre G(6) es estricta, entonces las aplica-
ciones ¥ y ® han de ser constantes e iguales a 0 y la condicién vi) nos dice,
entonces, que la aplicacién ¢ no depende de los elementos de O y por v) y viii),
define una accién de G sobre N, que denotaremos también por t(g,n) = 9n.
Por otro lado, i) y i) expresan que la aplicacién G x O — O es una accién
y la relacién entre estas dos G-acciones sobre N y O, con 6 : N — O, y la

acciéon de O sobre N viene dada por i)y vii), es decir,
8(*n) =96(n),  (*n) ="*("n). (3.15)

Concluimos entonces que dar una G-accién estricta sobre G(J) es equiva-
lente a dar G-acciones sobre N y O verificando las identidades (3.15), (pues
W), x) y xi) son triviales en este caso). Si ademéds § : N — O es un médulo

cruzado reducido (o estable) se ha de verificar también la identidad
{7z, Yyt = Hay},  VgeG Vr,yeO.

Ejemplo 3.1.6. En este ejemplo describimos la estrecha relacion que existe
entre la nocién de G-grupo categorico y la categoria monoidal G-graduada
definida por Frolich y Wall en [25].

Consideramos ahora GG como una categoria con un tunico objeto. Una
categoria establemente G-graduada es un par (C, p), donde C es una categoria
yp:C — (G =1) es un funtor tal que para todo X € Obj(C) y g € G,
existe un isomorfismo f en C con dominio X y p(f) = g (es decir, p es una

cofibracién en el sentido de Grothendieck [30]). Para f un morfismo en C,
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p(f) es llamado el grado de f y la subcategoria de C consistente de todos los
morfismos de grado 0 se denotard por Ker(C).

Un G-funtor entre categorias establemente G-graduadas es un funtor so-
bre la identidad, o equivalentemente, un funtor preservando el grado de los
morfismos.

Entonces, un categoria monoidal G-graduada consiste de: una categoria
establemente G-graduada (C,p), un G-funtor + : C x¢ C — C, (i.e., h + k
estd definida inicamente cuando h y k tienen el mismo grado y p(h + k) =
p(h) = p(k)), un G-funtor 0 : (G =% 1) — C y equivalencias naturales (de
grado0),a: (X +Y)+Z - X+ Y +2),1:0+X - X, r: X+0—- X
verificando las condiciones usuales de coherencia.

Si (C, p) es una categoria monoidal G-graduada, entonces Ker(C) es una
categoria monoidal en el sentido usual. Ademés, cuando Ker(C) es un grupo
categdrico es facil ver que C es también un grupoide.

Ulbrich demuestra en [57] que existe una correspondencia uno a uno entre
categorias monoidales G-graduadas simétricas y estrictamente coherentes y
categorias de Picard conmutativas con estructura de G-mddulo coherente
(véase 3.1.3). Este resultado es también cierto en el caso no simétrico y
puede expresarse en los siguientes términos:

Dar una G-accion sobre un grupo categorico H es equivalente a dar una
categoria monoidal G-graduada (C,p) tal que Ker(C) es un grupo categorico
isomorfo a H.

La demostracion esta basada en la equivalencia de Grothendieck entre
pseudofuntores y cofibraciones [30], (véase también [10]). Asi, supuesto dada

una G-accion sobre H, definimos un pseudofuntor
F=(F,i,0): (G=1)— Cat, (3.16)

donde Cat denota la categoria de categorias pequenas, por F(1) = H,
g« = 9(—):H—H para todo ¢ € G y las equivalencias naturales
i:(11)s = 1n, Cypn: (g + h)x — g« - he son dadas por ¢g y ¢, respectiva-
mente.

Las condiciones (3.6) y (3.11) expresan exactamente los correspondientes

axiomas del pseudofuntor. La cofibracion asociada a este pseudofuntor es,
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entonces, una categoria establemente G-graduada
p:C— (G=1)

donde C es la categoria con los mismos objetos que H y cuyos morfismos
son pares (g,z): X =Y, con g€ Gy x: 9X — Y un morfismo en H. La

composicion es dada por el diagrama

D% (g1,2)

Y
(g2+ghy,92x,m i(gz,y)

Z

y el funtor p es la proyeccién, esto es, p(g,x) = g.

(C, p) resulta ser, en este caso, una categoria monoidal G-graduada, donde
el G-funtor + : C x5 C — C es definido en objetos como en H, y dados
morfismos del mismo grado (¢g,x) : X =Y y (9,y) : Z — W, entonces

(9,7) +(9,9) = (g, (x +y) g) : X+ Z =Y +W.

El funtor 0: (G = 1) — C aplica el tnico objeto de (G = 1) en el ob-
jeto cero de H, y para todo g € G, 0(g9) = (g,&,), (donde & : 90 — 0 es
el morfismo de la Proposicién 3.1.2). Finalmente, las equivalencias na-
turales (de grado 0) de asociatividad, unidad a izquierda y derecha son
dadas por (0,a-¢): (X +Y)+Z =X+ Y +2), (0,l-¢9):04+X — X
y (0,7 ¢o) : X +0— X.

Se  tienen homomorfismos estrictos de grupos categoricos,
T:H— Ker(C) 'y S:Ker(C)— H, dados por T(X)=X,
Tx: X —=>Y)=x-¢ox v S(X)=X, S(0,2): °X -Y)==z(dox)" ",
(¢ es el isomorfismo candnico dado en la Proposicién 3.1.2), que claramente
verifican las identidades T+ S = lgerc) y ST = 1n. Asi, Hy Ker(C) son
grupos categéricos isomorfos.

Reciprocamente, sea (C,p) una categoria monoidal G-graduada con
Ker(C) un grupo categérico. Puesto que p es cofibracion, elegimos

un conjunto de isomorfismos en C, {ay(X): X — 9X} con

9,X)EGX0bj(C)
plag(X)) =g, (un cocleavage en la terminologia de [25]). Obtenemos un
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funtor (—)?: Ker(C) — Ker(C) que aplica un morfismo de grado cero
z: X — Y en el morfismo, también de grado cero,

ag(X)~! ag(Y)

9y 9IX — X = Y - 9y .

Definimos 9, xy : 9(X +Y) = 9X +9Y y ¢ypnx : 97" X —9("X), res-

pectivamente, por las composiciones:

@ —1 o o
g(X+y)ﬂ>X+YM>)HX+ Y
g+hX agyn(X)™1 X ag(X) 9x ag("X) g(hX) )

Se tiene que la terna (9(—), 1, ¢) define una G-accién sobre Ker(C).

Puesto que siempre podemos tomar ao(X) = 1y y o,(0) = 0(g), con-
cluimos, una primera consecuencia: Cualquier G-grupo categorico es isomorfo

por un isomorfismo G-equivariante a un G-grupo categorico normalizado.

Ejemplo 3.1.7. Sean N y O G-gruposy ¢ : N — O un moédulo cruzado veri-
ficando las identidades (3.15). Consideramos el G-grupo categorico estricto
G(0) asociado a d. Entonces la categorfa monoidal G-graduada (Cgs), )
obtenida desde G(J), se puede describir como sigue:

El conjunto de objetos de Cgs) es el grupo O y el conjunto de morfismos
de Cg(s) se corresponde biyectivamente con G x N x O. Un morfismo (g, n, x)
tiene a x como dominio, §(n) 4+ 92 como rango y grado g. La composicién es
dada por

(g1,n1,21) - (9o, 0, To) = (91 + go, 11 + Png, 20),

cuando x1 = §(ng) + %xy. El G-funtor + : Cg(5) Xa Cgs) — Cg(s) s dado en

objetos por la operaciéon en O y en morfismos del mismo grado por:
(gv ny, 'Il) + (ga Ny, l'()) = (97 ni + x1n0’ X1 + ZE())-
El funtor 0 : (G = 1) — Cgs) se define por 0(g) = (g,0,0) y las equi-

valencias naturales de asociatividad, unidades derecha e izquierda son iden-
tidades.

En particular, si N y O son G-médulos (i.e., son abelianos) y § : N — O
es un homomorfismo de G-médulos (y, entonces, un médulo cruzado, con-
siderando la accién trivial de O sobre N), obtenemos la categoria monoidal
G-graduada construida por Frolich y Wall en [25].
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Establecemos, a continuacion, la nociéon de G-mddulo cruzado categorico.

Definicion 3.1.8. Sea G un grupo, un G-mddulo cruzado categorico consiste

de una terna (H,d,~), donde H es un G-grupo categdrico y
d:-H—G=(G=Gq) (3.17)

es un homomorfismo de grupos categdricos (necesariamente estricto) G-

equivariante, considerando en G la accion dada por conjugacion, es decir,

d/X)+g=g+d(X), g€ G, X € Obj(H), (3.18)

v=(rxy Y +X - X +Y) (3.19)

(X,Y)€0bj(H)x Obj(H)
es una familia de isomorfismos naturales en H tal que, para cualesquiera
objetos X,Y,Z € H y cualquier elemento g € G, los siguientes diagramas
tienen que ser conmutativos:

VX, Y+2Z

Y +2)+ X —————X+Y +Z

P+1 Tx,v+1 (3.20)
WY 407 4+ X " Y + X + 2
d(X+Y)Z—|—X—|—Y TX+Y,Z X—l—Y—I—Z
¢+1 I+vy,z (3.21)
AX) (@ 7))+ X +Y X+Mz4y

Vx,dY z 11
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9(AX)Y 4 X) e 9(dX)Y) 40X

Ivx,y W-ﬁ-l
(g+dX)y 49X

I(X +Y) |
@EX)+9)y L 9X

Yy d(9x),g11
9X +9Y dEOX)(9Y) 49X

Y9X,9Y

(3.22)
Si (H,d : H — G,v) y (H,d : H' — G',7') son mddulos cruzados
categdricos, un homomorfismo entre ellos consiste de una terna (F,T,x)

H d G
H G’

d/ -

donde F = (F,u) : HH — H' es un homomorfismo de grupos categoricos,

7:G — G es un homomorfismo de grupos y

X = (xgx : "WF(X) - F(gX))(g,X)erObj(H) (3.23)

es una familia de isomorfismos naturales en H, sujetos a las siguientes condi-

ciones:
eT7.-d=d . F

o (Fx) : H — H es un homomorfismo G-equivariante (3.1.3), con-

siderando H' un G-grupo categdrico via T.

y, ademas, para cualesquiera X,Y € Obj(H), el diagrama siguiente ha de ser

conmutativo:

FEXY + X) o) F(X +Y)
F(XY) + F(X) F(X)+F(Y)  (324)

X P(Y) + F(X)



3.1. G-MODULOS CRUZADOS CATEGORICOS. 133

La relacién de compatibilidad de los isomorfismos naturales ¢ : °X — X
y & : 90 — 0 (Proposicién 3.1.2) con la familia v se establece en la

proposicion siguiente.

Proposicion 3.1.9. Para todo objeto X de H los diagramas

W) 4 X X 40 dOx 4004 X

SHi lr ¢>o+1l ll (3.25)
0+X X X+0— X

l

son conmutativos.

Demostracion.

Veamos, por ejemplo, la conmutatividad del diagrama de la izquierda:
En primer lugar, consideramos el diagrama siguiente, que es conmutativo,
por serlo los tres diagramas interiores suyos, (los cuadrados por naturalidad

de v y el tridngulo por coherencia).

ALY 404 0——=0+0+X
1479 ro+1

X +0 5 0+ X
WX +04+0—7—0+X+0

Dicha conmutatividad nos lleva a la conmutatividad del diagrama exterior
siguiente, donde, ademéds, @ es conmutativo por definicién de ¢q, (véase
Proposicién 3.1.2); @ es conmutativo, pues es el diagrama (3.21)y @, ® y ®
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son conmutativos por naturalidad de [, v y [, respectivamente.

d(0+0) X 4 040 0+0+X 0+X
o+1 ©) 1+ @ v !
@ 4O (40 X)+0+0 - T oHOX 0 WOx+0 @ X
po+1 ® I+¢o+1 (6)  ¢o+1 d
d(0) X 4+0+40 T 0+X+0 X+0
Consecuentemente, se deduce la conmutatividad deseada de (. [ |

3.1.10. Si (H,d : H — G, ) es un G-médulo cruzado y consideramos d~(0),
la fibra del homomorfismo d en el elemento neutro de GG, entonces, ya que
tanto G como d son estrictos, d~!(0) es un subgrupo categdrico de H. Ademas,
la identidad (3.18) implica que la G-accién sobre H se restringe a d—*(0), y

ast d71(0) es un G-subgrupo categérico de H.

Por otro lado, para cualesquiera X,Y € Obj(d"'(0)), sea

cxy : X +Y — Y + X definido como la composicién

-1
vy
X+y Loy x ™y 4 x. (3.26)
Entonces tenemos:
Proposiciéon 3.1.11. (d71(0),¢) es un G-grupo categdrico trenzado.

Demostracion.

En efecto, uno de los hexdgonos de coherencia es la parte exterior del
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diagrama
1 1
X4V 47 VX, v+ Oy L X427 $o,y+ Y4 X427
YX,Y+Z @ ly+vx,z @ ly+vx,z
Y +2)+ X e Y+ I X g Y+ 2 X
0, y+z+1 &) ly+¢o,z+1x
Y+ 7+ X

que resulta conmutativo puesto que el cuadrado (D) es justamente la condicién
de coherencia (3.20), @ es conmutativo por la funtorialidad del producto ten-
sor y la conmutatividad de @ se deduce de la conmutatividad del diagrama
(3.7), tomando g = h = 0 y usando (3.11). La conmutatividad del otro
hexagono de coherencia, asi como la compatibilidad de la G-accién con ¢, se

demuestran de forma similar. [ |

Es bien conocido que para 6 : N — O un médulo cruzado de grupos,
el nicleo de § es un subgrupo del centro de N. Este resultado también es
cierto para G-modulos cruzados categéricos en los términos enunciados en la

proposicion siguiente:

Proposicién 3.1.12. Sea (d : H — G,~v) un G-mddulo cruzado categdrico.
Existe un encage, j : d~*(0) — Zu, de la fibra de d en cero en el centro de
H, (véase el Ejemplo 1.1.5), que es un homomorfismo de grupos categdricos

trenzados.

Demostracion.
En efecto, la conmutatividad de los diagramas (3.20) y (3.25) implica que,
para cualquier objeto A de d~*(0), el par j(A) = (A, (¢o+1)-7,4 ") pertenece

a Zp y tenemos un funtor
j:d1(0) — Zp,

con j(f : A— B) = f. Asi, j es un funtor fiel y pleno, que resulta ser, por la

conmutatividad de (3.21), un homomorfismo estricto de grupos categéricos.
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Finalizamos este apartado observando como los conceptos de moddulo
cruzado de grupos y 2-médulo cruzado de Conduché [15] se obtienen como

caso particular del concepto de G-mdédulo cruzado categorico:

Ejemplo 3.1.13. Sea (H,d : H — G, ) un G-médulo cruzado categérico. Si
H es el grupo categdérico discreto definido por un G-grupo H, H = (H = H),
entonces 7y es necesariamente una identidad y, por tanto, obtenemos un ho-
momorfismo de G-grupos d : H — G tal que ®y+z = x4y, para cualesquiera

x,y € H, o equivalentemente, un médulo cruzado de grupos.

Ejemplo 3.1.14. Sea ¢ : N — O un médulo cruzado y consideramos el grupo
categérico estricto G(d) asociado a 6. Como observidbamos en el Ejemplo
3.1.5, dar una G-accién estricta sobre G(J) es equivalente a dar G-acciones
sobre N y O tal que § es un homomorfismo de G-grupos y para cualquier
geG,re0OyneN

a) 9("n) = "*(%n).

Ahora, en las condiciones anteriores, sea (G(9),d : G(6) — G,7) un G-
moédulo cruzado categérico. Desde el funtor d : G(0) — G obtenemos una

sucesion de homomorfismos de grupos:

N——s0—~L ¢, (3.27)

que es semiexacta, ya que para cualquier n € N, el par (n,0) define un
morfismo de 0 en d(n), (y asi dd(n) = 0). Ademads, la identidad (3.18)
implica que d(9z) = g+dx — g, g € G, x € O, o, equivalentemente, d es un
homomorfismo de G-grupos.

Los isomorfismos naturales 7, , : “y+x — x +y, r,y € O, proporcionan
una aplicacion

{-,—}:O0x0O—=N
de forma que 7., = ({z,y}, %y + x) y entonces
b) §({z,y}) =z +y —x — ¥y, para todo x,y € O.

La naturalidad de v implica que para todon € Ny x € O
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c) {on,z} =n—"n
d) {z,6n} =*n — %,

mientras que la conmutatividad de los diagramas (3.20), (3.21) y (3.22),

implica, respectivamente, que para x,y,z € Oy g € G,
¢) {z,y + 2} = {z,y} + “V{z, 2}
) {z+y, 2} ="{y, 2} + {z, ¥z}
g) Hx,y} = {%z,%}

Hemos obtenido, entonces, lo que Conduché define como un 2-mddulo
cruzado de grupos [15], esto es, un par (N*&>O*d>G,{—,—}), donde
N—2-0—%+(@ es una sucesién semiexacta de homomorfismos de G-grupos
y {—,—}:0 x O — N es una aplicaciéon de manera que § : N — O es un
modulo cruzado y las ecuaciones a), b), ¢), d), e), f) y g) son satisfechas.

Reciprocamente, dado un 2-moédulo cruzado como antes, obtenemos un
G-médulo cruzado categérico (G(4),d,~), donde v,, = ({z,y}, ™y + x),
para todo z,y € O. Consecuentemente, el concepto de 2-moédulo cruzado de

Conduché es un caso particular del concepto de G-mdédulo cruzado categérico.

3.2 2-Extensiones especiales de un grupo G

por un G-grupo categodrico simétrico A.

3.2.1 Definicion y ejemplos.

Fijemos G un grupo y A un G-grupo categoérico simétrico. En lo que sigue,
utilizaremos, como en el apartado anterior, notacion aditiva para la operacién
del grupo G, asi como para el producto tensor en los grupos categoricos que

nos aparezcarn.

Definicién 3.2.1. Una 2-extension especial de G por A es una sucesion

£ A -H-K-1-C (3.28)
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donde K denota, como para G, el grupo categorico discreto definido por un
grupo K, j y d son homomorfismos de grupos categoricos y q es un homo-
morfismo de grupos, junto con dos familias de isomorfismos naturales en
H

Y= (1xy Y + X - X +Y)

A= (Apa:7j(A) = j(7A))

(X,Y)€eObj(H)xObj(H)

(x,A)EK xObj(A)

Estos datos deben verificar las condiciones siguientes:

1. q es un epimorfismo de grupos.
2. (H,d,v) es un K-mddulo cruzado categorico.

3. Img(d) = Ker(q), donde Img(d) denota el subgrupo de K consistente

de las imagenes de los objetos de H.

4. (j, A) es un homomorfismo K -equivariante, considerando en A la K-

accion dada via el homomorfismo q.

5. 7 establece una equivalencia de grupos categoricos trenzados entre A y
d=1(0), la fibra de d en 0.

3.2.2. Nétese que si X e Y son objetos en H con d(X) = d(Y), entonces

podemos encontrar un isomorfismo en H,
X—=j(A)+Y.

En efecto, puesto que las traslaciones son autoequivalencias, existe en H
cierto isomorfismo X — Z + Y y entonces Z es un objeto en d~'(0), (pues
d(X) = d(Y)). Como j : A — d7'(0) es una equivalencia, entonces Z es

isomorfo a j(A), para algin A en A. El isomorfismo deseado es la composicién
X——7+Y——jA)+Y

Por otro lado, la condicién 5) nos dice también que el grupo categérico

trenzado d=1(0) es simétrico o, equivalentemente, que el diagrama

VX — XY
¢0,Y+1J/ ld’o,x-ﬁ-l
Y+ X X +Y

VY, X
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es conmutativo para cualesquiera X,Y objetos de d=*(0).

Otra consecuencia directa de la definicién de 2-extension especial es:

Proposicién 3.2.3. Sea (€ : A G By g G, v, \) una 2-extension
especial de G por A. Dados objetos X en H y A en A, sea

oax:j(A)+X — X +j(4) (3.29)
definido por la composicion

T3, . ,
G(A) + X —E L 0x 4 j(A) Po.x+1

X +3j(A),

donde ¢o.x : °X — X es el definido en la Proposicién 5.1.2.
Entonces, ¢ = {pax} es una familia de isomorfismos naturales de forma

que los diagramas

JA+B) <L j(A)+iB)  0)+X —F X +j(0)

j(c)i i‘PA,j(B) Ho+1i llﬂto

J(B+ A)~—— j(B) + j(A) 0+ X X X +0

l s

PAX+Y

JA+ X +Y X+Y+j5(4)

h\ My
A)+Y

X +4(

1+pp,x

J(A) +j(B)+X J(A) + X +j(B)
u—&-ll \L@A,X-ﬁ-l
J(A+B)+ X X +j(A)+4(B)

m 14+p

X +j(A+ B)
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Toax

"(7(A) + X) f(X+5(4))
v |+
j(A) +7X "X+ 75(A)
)\Z’A+1l \L1+)\w’A
SO + 2 X X IO

son conmutativos, para todo A, B € Obj(A) , X, Y € Obj(H) y =z € K.

Demostracion.

La conmutatividad de tales diagramas es consecuencia de las condiciones
de coherencia sobre 7 y del hecho de que j sea un homomorfismo de grupos
categoricos trenzados.

Asi, por ejemplo, la conmutatividad del tercer diagrama no es otra que
la de la parte exterior del diagrama

14+v;(B), 1+¢po+1
HA B X ~— DXy s0x i) %0 JALX+5(B)

Wj

OOX)+5(A)+5(B) Yia),x +1

W

J(A+B)+X X +j(A)+5(B)

14p
Vj(A+B),X Po+1

pt+1
V5 (A)+5(B),

YX+j(A+B) T X+j(A+B) s X+j(A)+j(B)
que se obtiene a partir de la conmutatividad de los diagramas internos, que
son consecuencia de la naturalidad de v y pu y de la hipdétesis de coherencia
(3.21) sobre 7. |

Antes de ver algunos ejemplos, formulemos la nocién de morfismo de

extensiones.

Definicién 3.2.4. Si (E,7,\) y (E,7,N) son 2-extensiones espe-
ciales de G por A, un morfismo entre ellas consiste de una 4-upla
(F7T7X79> : <g777A):>(8/77/7A/)7
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g At -tk

G
A
K' G

J d q

!

donde (F,7,x) : (H,d,v) — (H',d’,v") es un morfismo de mddulos cruzados
categoricos, (véase Definicion 3.1.8), tal que ¢'-T1=q y 0 : F-j = j' esuna

transformacion monoidal.

Tenemos asi definida la categoria de 2-extensiones especiales de G por
A, que denotaremos por 2 — Ext(G,A). El correspondiente conjunto de
componentes conexas serd denotado por 2 — Ext[G, A]. Nétese, que dos 2-
extensiones especiales £ y £ representan el mismo elemento en 2 — Ext[G, A
si, y solamente si, existe una cadena de morfismos de 2-extensiones especiales

de la forma

5 = 50 81 52 T <78n = 5/ (331)

3.2.5. Dado un morfismo (F, 7, x,0) : (€,7,A) = (£',7',N) de 2-extensiones
especiales de G por A, es facil probar que para todo par de objetos A de A
y X de H, el diagrama

F(SDA,X)

F(G(A) + X) —=F(X +j(A4))

\
f

Fj(A)+ F(X) F(X)+ Fj(A)

o e

J'(A) + F(X) — F(X) + j'(A)

PAF(X)

es conmutativo, donde ¢ y ¢’ son los isomorfismos naturales definidos en la

Proposicién 3.2.3.

Para concluir este apartado, veamos algunos ejemplos de 2-extensiones

especiales:
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Ejemplo 3.2.6. Sea A un G-médulo. Consideremos el G-grupo categorico
discreto A = (A =2 A) definido por A. Si

A2 K-"-G v\

es una 2-extension especial de G por A, entonces, como A es discreto, también
lo es d71(0), y, por tanto, todas las categorias fibras no vacfas son discretas.
Consecuentemente, H = (H = H), el grupo categérico discreto definido por
un K-grupo H. Asi, £ se identifica con la sucesion exacta de grupos

J d q

0 A H K

G 1

donde, segtn vimos en el Ejemplo 3.1.13, d : H — K es un moédulo cruzado de
grupos. Por otro lado, ya que A, , tiene que ser una identidad, entonces para
cada a € Ay x € K, se tiene que j(?®a) = %a, es decir, la sucesién anterior
es una 2-extension de G por el G-mddulo A en el sentido de Huebschmann
[32],[31].

Concluimos entonces que
2 — Ext|G,A =2 A] = 2 — Ext[G, 4],

donde el segundo es el conjunto de clases (médulo una relacién tipo Yoneda)

de 2-extensiones de G por A.

Ejemplo 3.2.7. Dado un G-mdédulo A, consideramos ahora el G-grupo cate-
gérico simétrico con sélo un objeto (A = 1).
Sea
(£ (A= 1)—H—K—"~G. 7)) (3.32)

una 2-extensién especial de G por (A = 1) tal que H es un K-grupo
categorico estricto definido por un moédulo cruzado 6 : N — O.

Como vimos en el Ejemplo 3.1.14, (H, d,~) tiene asociado un 2-médulo
cruzado (N—~0—2>K {—, =} : OxO — N), con,, = ({z,y},* y + z).

El funtor j : (A = 1) — H nos permite definir un homomorfismo de
grupos i : A — N de forma que j(a) = (i(a),0) : 0 — 0, y asi di(a) = 0.
Ademas, ya que j es un funtor fiel, entonces 7 es un monomorfismo.

Ahora, sin € Ker(d), entonces (n,0) : 0 — 0 es un morfismo en d~1(0), y,

asi, existe a € A con j(a) = (i(a),0) = (n,0), esto es, i(a) = n. Finalmente,
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si z € Ker(d), entonces z es un objeto de d~*(0) y, por la densidad de 7,
existe un morfismo, (n,0) : 0 — z, o equivalentemente, un elemento n € N
con d(n) = .

Consecuentemente, tenemos una sucesion exacta de grupos

E:0 A—sNLsp -t g1

G 1 (3.33)

con N—~0—%~K un 2-médulo cruzado, e ¢ un morfismo de K-grupos,
(pues los isomorfismos naturales A han de ser la identidad), considerando en
A la estructura de K-grupo dada via el homomorfismo ¢g. Esto es, E es una
3-extension no abeliana de G por A en el sentido de Conduché [15].

Es claro que cualquier 3-extensién no abeliana de G por un G-médulo A
como (3.33), tiene asociado una 2-extensién especial de G por (A = 1) como
(3.32) con A necesariamente la identidad.

Concluimos entonces que el concepto de 3-extensiones no abelianas de

Conduché son un caso particular de nuestras 2-extensiones especiales.

Ejemplo 3.2.8. Sea A un G-grupo categorico simétrico. Considerando el

homomorfismo nulo 0 : A — @, tenemos una 2-extensién especial

(: A—>A—">G—>CG 71)

donde yap =cpa-(dop+1a): "B+ A — A+ B, para cualesquiera objetos
A, B de A.
Esta extension, asi como cualquier otra 2-extensién especial represen-

tando el mismo elemento en 2 — Ext[G, Al se llamara una 2-eztension trivial

de G por A.

3.2.2 Clasificacién de 2-extensiones especiales.

Como comentamos en la introduccion de este capitulo, el grupo de coho-
mologia que clasifica el conjunto de clases de 2-extensiones especiales de un
grupo G por un G-grupo categdrico simétrico A es Hpy, (G, A), el cuarto
grupo de cohomologia de Ulbrich de G con coeficientes en A, (véase 2.2.1).
El método que seguiremos, para obtener esta clasificacién, es el clasico de

Schreier de conjuntos factores para extensiones de grupos. En nuestro caso
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el “conjunto factor” o “invariante de Schreier” asociado a una 2-extension
especial sera un 4-cociclo de Ulbrich de G con coeficientes en A.

Con este fin, comenzamos reformulando la nocién de 4-cociclo de Ulbrich
de G con coeficientes en A. En 2.2.1 recordabamos cémo estan definidos los
grupos H}, (G, A), cuando A es considerado con G-accién trivial. En el caso
general, en lugar de considerar el complejo de cocadenas asociado a AK(GD)
se considera el complejo

0—> 0" z Topemtt T (3.34)

AGl AG”

+1 .
donde los homomorfismos & : A" — A" son obtenidos como la suma
alternada de los homomorfismos
do
—_—
AGH : AGn+l

dn+1

definidos, para cada objeto P en AY" y para todo (g1, g2, ..., gns1) € G,

por
dO(P)(gb "'7gn+1) = glp(QQa --'7gn+1)7
di(P)(g1; s gn+1) =P(g15 s Gi + Git1, -+ Gnt1) 1<i<n,
dns1(P) (15 s Gnt1) =P (g1, -, gn)
y la misma férmula para morfismos. La transformaciéon monoidal

X : (6")> = 0 es obtenida por composicién de los morfismos candnicos de la
accién de G sobre A y los de A. Es claro que (3.34) no es otro que el asociado
a AK(GD i Ja accién de G sobre A es trivial.

Procedemos como en 2.2.2 y 2.2.3, y asi, un 4-cociclo de Ulbrich de G con

coeficientes en A se identifica con un par (P, t), donde

P:G® — Obj(A)

t:G" — Mor(A) (3:35)

son aplicaciones tales que, para cualesquiera g1, 92,93, 94 € G,
t(g1,92,93,94) es un morfismo en la categoria A con do-

minio " P(gy, 93, 94) + P(91,92 + 93,94) + P(91,92,93) 'y con rango
P(g1,92,93 + g4) + P(g1 + 92,93,94)  (correspondiéndose  canénicamente
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a un morfismo h:¢§P —0); y el siguiente diagrama, (donde, como
viene siendo habitual, hemos omitido algunos morfismos canénicos), es

conmutativo, para todo g1, 9o, g3, 94, g5 € G-

91(t(92,93,94,95))+1

(14+t(g1,92,93,94)+1) 1+t(g1,92+93,94,95)+1

(3.36)

14+t(91,92,93+94,95)+1 t(91,92,93,94+95)+1

N W<~——
O<~—h<—N

(1+t(g1+92,93,94,95))

donde, si escribimos Pjjr = P(9i,95,9%), Pijrrt = P(9i, 95,9k +9) ¥
'P,;r = 9P(gi, 9, gx), por simplicidad, entonces

1= 1(2133,4,5 + Pogias+ Posa)+ Proysa+ Pros+ Pioisias,

2= "(Py3u45+ Porsas) + Provsras + Provsa + Pags,

3= '(Psas+ Prsyas) + Prossias + Prosia+ Piiasa,

4= "Py34i5+ Piorsars + Pros+ Piioysas,

5= Piosiars+ (*Psas) + Praogras + Piiaga,

6 = Piosyars + Pryesats + Piyoisas.

Esta conmutatividad es la traducciéon de la condicién de cociclo sobre
h:d§(P)—0.
Decimos que el 4-cociclo (P, t) es normalizado si las siguientes condiciones

de normalizacidn se verifican:

NC1 Para ¢g1,9, € G
P(0,91,92) = P(91,0,92) = P(91,92,0) =0

NC2 Para ¢1, 92,93 € G
t(0, g1, g2, g3) = can : "P(gy, g2, g3) + 0+ 0 — 0+ P(g1, g2, g3)

t(91,0, g2, g3) = can : 7*0+ P(g1, g2, g3) +0 — 0+ P(g1, 92, 93)
t(.glv.g?:()ag?)) =can : 90 + P(gl7927g3) + 0— P(gl7927g3) + 0
t(917927g370) =can . 910+ 0 + P(Qlag2ag3) - P(gl7927g3) + 0
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Dados 4-cociclos (P,t) y (P',t') diremos que son cohomdlogos si existen

aplicaciones

Q: G® — Obj(A)

(3.37)
b:G* — Mor(A)

tal que #Q)(g2, g3)+Q (g1, 92+ 93) + P'(91, g2, g3) es el dominio de b(g1, g2, g3) ¥
P(g1,92,93) + Q(91, 92) + Q(g1 + g2, 93) es su codominio, (correspondiéndose
canénicamente a un morfismo en A® | o : §'Q+ P — P), y para cualesquiera

g1, 92, 93, 94 € G el siguiente diagrama tiene que ser conmutativo:

91b(g2,93,94)+1

1+t'(91,92,93,94)+1 1+b(g1,92+93,94)+1

14b(g1,92,93+94)+1 14b(g1,92,93)+1 (3.38)

b(91+92,93,94)+1 Ag&gdﬂ

7

1, 1
g g

donde

1= 1( Q34+Q23+4+P2/34)+P1/2+34+P1,23+Q12+3+47

2= "(Py3a+ Qaoz+ Qoi34) + Py 34+ Plos+ Q1344

3= "(Qsa+ Qas14) + Plogis+ Plioss+ Quassia

4= Y(Py34+ Qa3) +P12+34+Q12+3+Q1+2+34+P123,
'(*Qs4) + Prosra+ Qo+ Qiizsia + Plio34

6= '"Prss+ Proisa+ Pros+ Quo+ Quizs + Qirossa,

7= Piogia+ Piiosa+ Qia+ Q2 + Qii2y34,

(denotando, como anteriormente, Q;; = Q(gi,9;), "Qi; ="*Q(g:, 9;),
etcétera).  Esta conmutatividad significa que el correspondiente mor-
fismo en A9’ a:§'Q + P' — P define ademds un morfismo de 4-cociclos
a:(0'Q,xq) + (P, t') — (Pt).

Diremos que el par (@, b) es un coborde de (P,t) en (P’,t") y escribiremos

(@Q,b) : (P t) — (P, t).
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Cuando tanto (P,t) como (P’,t") son 4-cociclos normalizados, entonces
un coborde (Q,b) : (P, t) — (P, t') se dird normalizado si las dos siguientes

condiciones de normalizacion se verifican:

NCH1 Para todo g € G
Q(0,9) = Q(g,0) =

NCH2 Para cualesquiera g1, g, € G

b(0, 91, 92) = can : °Q(g1, 92) +0+0 — 0+ 0+ Q(g1, g2)

b(g1,0,92) = can : 0+ Q(g1,92) + 0 — 0+ 0+ Q(g1, o)
5(91,9270) = can: 00 + Q(91792) + O - O + Q(glagQ) + O

Aunque Ulbrich no trabaja con cociclos normalizados, sin embargo, es

rutinario, (aunque tedioso), probar la siguiente proposicién:

Proposicion 3.2.9. Todo J-cociclo es cohomdlogo a un 4-cociclo normali-
zado, y 4-cociclos normalizados cohomdlogos estan conectados por un coborde
normalizado. Ademds, el cuarto grupo de cohomologia de Ulbrich, Hy, (G, A),
es el conjunto cociente del conjunto de 4-cociclos normalizados por la relacion

de ser cohomoalogos.

3.2.10 (Sistema de Schreier asociado a una 2-extensién especial.).
Consideramos una 2-extensién especial de un grupo G por un G-grupo

categdrico simétrico A (Definicién 3.2.1)

(&: AL-H2-K—">G 7, N).

Elegimos para cada g € G un elemento s(g) € K con ¢(s(g)) = g. En-
tonces, para cualesquiera gi,g2 € G, q(s(g1) + s(g2)) = q(s(g1 + ¢2)). Por
tanto, ya que Img(d) = Ker(q), podemos elegir un objeto X, ,, en H tal
que

s(g1) + 5(92) = d(Xg, g,) + 5(91 + g2)- (3.39)

La asociatividad en G implica que, para cualesquiera g1, g2, g3 € G,

d(X91,92 + Xgl+g2,g3) - d<8(g1)Xg2,g3 + Xg1,gz+g3)
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y entonces, segin observdbamos en 3.2.2, podemos elegir un objeto P(g1, g2, g3)

en A y un morfismo en H:

Ug1,92,95 * s(gl)ng,gs + Xg1,gz+g3 - j(P(gla g2, 93)) + Xgl,gz + Xgl+gz,gs (3-4())

Ahora, ya que j es fiel y pleno, obtenemos un tinico morfismo en A

9P (g2, g3, 94) + P(91, 92 + g3, 94) + P(01, 92, 93)

t(91,92,93,94) i

P(g1, 92,93 + g1) + P(g1 + 92, 93, 94)

haciendo conmutativo el diagrama siguiente:

911592 X3 4 + X 344) + X1 94344

(A+1)(*9ugy,g5,94+1)

(1+ugy ,99,93+94)

G Pyga) + 2 X5+

891X2+374 + X1,2+3+4

[A(Xr2)+s(g1+92)] Xy 4 + (P osis)+
Xig+ Xit2344

(‘P_1+1)(1+“91,92+93794)

(90_1 + 1)<1 + u91+g2,g3,g4> (3'41>

Q+y+1)( " +1) .
JO Poga+ Protsa) + 9 Xo 3

+X1 243+ Xijo434

J(Prosa+ Piyosa) + Xio+
Xit23 + Xiyo434

14ugy,95,95+1

3 (t(g1,92,93,94))+1

J( Paga+ Pratsa + Pras)+
X+ Xigo3 + Xijo134

donde ¢ es el isomorfismo natural (3.29) de la Proposicién 3.2.3, X, ; denota

abreviadamente al objeto X,

g9i.9:> Xij+k denota al objeto Xy, .14, v la misma

notacion para P.
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Entonces tenemos:

Proposicion 3.2.11. El par de aplicaciones que hemos construido,
(P:G3— Obj(A), t:G*— Mor(A)), define un 4-cociclo de Ulbrich de

G con coeficientes en A.

Demostracion.
Tenemos que probar que para cualesquiera g¢q, g2, 93, 94, g5 € G, el dia-
grama (3.36) es conmutativo. Para ello, aplicamos el funtor j: A — H a

(3.36) y tensorizamos el diagrama resultante en H por el objeto

0 =Gy 09590 T Gor.92.95+91.95 T Gor+g2.05.91.051

g1
G92,93,g4,gs + G91,92+gs,g4,95 + G91792793794+95>

donde Ggiygﬁgk,gl = Xgivgj + Xgi+gj,9k + X9i+gj+9kvgl'
Obtenemos un nuevo diagrama en H, j(3.36)+1,, cuya conmutatividad es
equivalente a la conmutatividad de (3.36), ya que j y —+0 son equivalencias.

Desde la definicién de t(g1, g2, g3, 94) tenemos que

j(t(gb 92, 93, g4)) + 1X1,2+X1+2,3+X1+2+3,4 = (1JP1,2,3+4 + o+ 1X1+2,3+X1+2+3,4)
(1jP1,2,3+4+X1,2 + u91+92,g3,g4) ' <1jP1,2,3+4+X1,2 +7+ 1X1+2,3+4)
(90 + 1X1,2+X1+2,3+4) : (1dX1,2+S(91+92>X374 + ug1,g2,93+g4) : (sg1u92,93,94 + 1X1,2+3+4)71'
<)‘ + 1X1,2+3+4)_1 ) (1j(91P2,3,4)+391X2,3 + ug1,92+g3,g4)_1'

—1
(1j(91 P2,3,4) +e+ 1X1,2+3+X1+2+3,4) : (1j(91 Py 3 4+P1,243,4) + Ugy,g2,93 + 1X1+2+3,4)

y entonces, salvo isomorfismos candnicos, las dos caras componibles del dia-

grama j(3.36) + 1, son:

(jt(gla 92,93, 94 + 95) + 1jP1+2+3,4,5+0)'
(1j(91P273,4+5) + jt(gl, 92 + g3, ga, 95) + 1J'P1,2,3+0)

(] (glt(QQa 393, 94, 95)) + 1P1,2+3,4+P1,2,3+P1,2+3+4,5+U) =
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(1 + Ugi+g2.95,91+95) (1 + Ugg2,g5+9495) (L + 7 Ugs g5, g44.g5 + ™
(14 gy, ga+g5,g1+95) (L + Ugrgags + 1) 7 (14 Ugytgatgs gags + 1)
(L4 Ugygo+gs.9at+95 1) (14 7 Ugytg5 04,05 + 71+ Ugy,g2+gs+ga.gs T ™
(14 tgy gyrgs.gs + 1) (14" Ugy g5 gags + 11+ T gy g5 gatgs + 1)
(14 (P gy 00,05) + 17 LA Ugg gatgags + 17 (LA Ugy g g0 +1)7

(LiProsiass + 3891 + 92, 93, 92, 95) + 1o):
(Lj(o1 (92 Py 05)) + 38(915 G2, 93 + 94, 95) + LiPissato)

(Lj(91(92P3 454 Pspas)) T (91, 92,93, 94) + 1P o siasto) =

(1 + Ugy+go+5,91,95 + 1) (1 + Ugytgs,05,00+95 + 1)(1 elotoz) Ugs g1,95 + 1)
(L4 g +g2.95+90,95 T D71+ Ugy+g2,g3.94 T 71+ Ug, +2,95+91.95 + 1)
(14 gy g2,05+ga+95 + 1) (L7 gy ggag5 + 1) 7 (14 Uy gatgsrgugs + 17
(14 tgy o gsron + 1) (1 + Uit ggn + DL+ Uy g gygs + 1)
(14" gy gy g0 + 1)1+ gy g tgggn + 17 (14 tgy gy g5 + 1) 71

La igualdad de ambas expresiones se obtiene haciendo un uso reite-
rado de las condiciones de coherencia sobre la extensién (es decir, aque-
llas para v, A y d en la extensién, y las correspondientes para el iso-
morfismo natural ¢ definido en la Proposicién 3.2.3) y de la identidad
(f+1y)-(g+1x)=f+9g=(g9+1y) - (f +1x), que se tiene para cua-
lesquiera f: X' - Y'yg: X - Y.

Por ejemplo, la igualdad

(1+u91792793+94+1)_1 '(1+u91+92,93,g4+1) ’ (1+ug1,92,93+g4+1) - 1+ugl+g27g37g4+1

O, equivalentemente,

-1
(1P1+2,3,4+G1,2,3,4+P1,2+3+4,5) + Ug, ,gg,g3+g4>
(1jP1,2,3+4+X1,2 + Ug1+92,93,94 + 1X1,2+X1+2,3+4>'

(1dX1,2+S<91+92>X3,4 + Ugy,go,g5+94 T 1X1,2+X1+2,3+4> -

1X1,2 + Ug1+92,93,94 + 15"1X2,3+4+X1,2+3+4
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se sigue de la conmutatividad de los diagramas:

jP1,2,3+4 + X1,2 + 5(91+92)X374
Xigos4a + Xio+ Xiso344

(14ugy,g9,95+94+1) " Hp+1)

I4+ugi 492,935,941 Xio+ st X,  + X
2 3, 1+2,3+4

91 Xogra + X1 243414

JProgya+ Xio+ jPiyosa + Xijos+
Xiyopza+Xio+ X234

14ug) 195,953,941

(1+u91792,g3+g4+1)_1(‘P"‘l)

X2+ JjPiyoss + X1zt
Xiyog3a+ P Xozpa+ X131

Xiyo344 — Xig2344 — X2
S
NXozya+ Xipyzpa+ Xio

Yo

Ugy,g9,93+94 1

%91 X9 314 + X 24344

JPi2314+ X2+ Xito344 + Xi2

T1(1+7)
X1+2,3+4 - X1+2,3+4 - X1,2

(1+“g1,gz,g3+g4 +1)_1(4P+1)

Xig+ Xigo34a+ 1 Xo34y
X124314 — Xi423+4 — X1 2
donde los morfismos Tg y T; son morfismos candnicos en H, con-

cretamente, Yo=can=r(1+m)(1+)(1+m+1) y Ti=can=
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r(l+n) 1+ D1 +n—+1).

Definimos entonces:

Definicién 3.2.12. Dada una 2-extension especial de G por A, (€,7, ), el
4-cociclo de Ulbrich de G con coeficientes en A, (P,t), construido anterior-

mente lo llamaremos un sistema de Schreier de la 2-extension.

Nos ocupamos ahora de ver el efecto de diferentes elecciones de s(g),
Xg1.g2> P(91592,93) ¥ Ugy 60,95 €1 la construccién del 4-cociclo. Otra eleccion

de s'(g), X, 40> P'(91,92,93) ¥ Uy, g 45 cOMO en (3.39) y (3.40), define un

4-cociclo (P',t'), que es cohomdlogo a (P, t):
En efecto, ya que ¢(s(g)) = q(s'(g)), para todo g € G, sea h(g) € Obj(H)
un objeto tal que s'(g) = d(h(g)) + s(g). Entonces

d(h(g1) +*9h(gs) + Xgy ) = d(X), . + h(g1 + g2)),

91,92

para cualesquiera g1, g2 € G, y, por tanto, podemos elegir un objeto Q (g1, g2)

en A y un morfismo en H (véase 3.2.2)

Ugi,92 - h(gl) + S(gl)h(QQ) + Xg10 — j(Q(gla 92)) + Xg17g2 + h(91 + 92)'
Ahora, para cualesquiera tres elementos g1, g2, 93 € G, definimos

b(g1,92,93)
91Q(92,93)+Q(91,92+93)+P'(91,92,93) ———— > P(91,92,93)+Q(91,92)+Q(91+92,93)

como el unico que hace conmutar el siguiente diagrama

(,\@1)((dh1+sg1)v2’3®1)

1 2
1(?7/ &®u1,2,3)(’7®1)

3 4
1®UL2+3\L J{(v1,2®1)(99®1) (342)
5 6

(1®ul1,2,3®1)(1®90®k A®S&®l)(l®vl+2,3)

J(b(91,92,93))®1
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donde
1=5("Qq3) + (dh1+sgl)Xé,3 4 (@590 ot by A+ X143
2 =(htsa)(hy 4 59210 4 Xy 5) 4+ hy 4+ X1 203
3=j("Q23) + (dh”sgl)Xé,g + h1 4+ hoys + X143
4 =hy +*hy + (SglJrng)h:J, +j(Prag) + X124+ Xiqo3
5 =j(" Qa3+ Quavs) + M TNXG s+ X] 5 g 4 hirars
6 =j(Pros+ Qi) + X|o+ hiyo + @) pa + X0
7T=7("Q23+ Q1243+ P1/7273) + XLQ + X{+273 + hiyoys
8 =j(Pr23+ Q2+ Qui23) + X+ Xiyos+ hiyors

Entonces

Proposiciéon  3.2.13. El par de aplicaciones (Q : G* — Obj(A),
b:G* — Mor(A)) define un coborde de J-cociclos desde (P,t) en (P’ t').

Demostracion.
La demostracién es analoga a la de la Proposicién 3.2.11. Asi, la conmu-
tatividad del diagrama (3.38) para (Q,b) es equivalente a la conmutatividad

de j(3.38) ® 1,, donde, en este caso, o es dado por:

— s(g1)
o= Hy, 95,91 T Hyrgo195.00 + Hor.92.95 + Gg1.92,93.04

!
Gg1 ,92,93,94 + H91792793+94 + H91+92793,g4v
_ / _
con Go1,92.95.01 = Xg1.90 T Xg1+92.95 T Xo1+92+98.045 Ggl,gz,gg,g4 =
/ !/ / _ / / .
X91792 + Xg1+gz,93 + X91+gz+gs,g4’ Hgiygj,gk - Xgi,gj + Xgi+gj,gk + h9i+gj+9k’

que es elegido de forma que podamos usar la conmutatividad del diagrama
(3.42), que define b : G* — Mor(A).
[ |

Consecuentemente, la clase de cohomologia del sistema de Schreier asoci-
ado a la 2-extensién especial (€, 7, A) no depende de las elecciones realizadas.
Denotaremos dicha clase por I'(E,7,\) € Hf, (G, A).

Proposicién 3.2.14. Cualquier 2-extension especial de G por A, (€,7, ),

admite un sistema de Schreier normalizado.
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Demostracion.
Tomando s(0) =0y X, =0 = X, para todo g € G, entonces podemos
elegir P(g1,02,0) = P(¢1,0,92) = P(0,¢1,92) =0 y los morfismos ug, g, 0,

Ug, 0,9 ¥ %0,g1,90 POT la conmutatividad de los diagramas:

sl91)() + X192 — 3(0) + Xy, 9, +0

§+1l iﬂo—l—l

0+ Xgy g2 0+ X190 +0

s(91)() 4 X 1.0 %j(o) +0+ Xy, 0

§+1l luo—l—l

0+ Xy 0 040+ Xg g0
y
OXgl,g2 +0 %]’(0) +0+ X91792
¢0+1\L iuo-ﬁ-l
Xg1g0 +0 0+0+ Xg 4
{ |
X91792 1 0 + Xg17g2

Entonces, es facil probar que el 4-cociclo resultante es normalizado. W

Proposicién 3.2.15. Sea (F,7,x,0) : (€,7,\) — (£,79,N) un morfismo de

2-extensiones especiales de G por A :

Aot -K- -G
7y ,

A‘/H/ /Q
J d — q

Entonces I'(E,v,\) =T(E', v, X).

Demostracion.
Sea (P, t) el sistema de Schreier asociado a (€, 7, A), una vez elegidos s(g),
Xg1.g2 ¥ Ugy gongs- Como ¢ -7 =qyd-F =7-d, podemos tomar s'(g) = 7s(g),
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X! = F(Xy.4) v u

91,92
del diagrama:

t1.92.0s COMO el morfismo dado por la conmutatividad

!
Ug1,992,93

’ ng;mgs + XSIJ1,92+93 j(P(gl’ 92, 93)) + X;ng + X;1+92,93

pe(x+1) (OP(91792793)+1)'“_1

F(sgl X273 + Xg1 ,gz+g3)

F(j(P(gl»QQaQB)) + Xg1,gz + Xg1+g2,g3)

F(ugl ,92,93 )

Entonces, el sistema de Schreier resultante para (£',+', ') coincide con (P, t).
Por tanto, ['(E,v,\) = T'(&',+, X). [ |

Tenemos asi una aplicacion bien definida
[:2— Ext[G,A] — Hpy, (G, A), (3.43)
que probaremos que es biyectiva.

Lema 3.2.16. Sea (P,t) un 4-cociclo normalizado de G con coeficientes en

A entonces existe una 2-extension especial de G por A, E(P,t), tal que:

1. (P,t) es un sistema de Schreier de E(P,t).

2. Si (E,4',N) es una 2-extension especial de G por A que tiene a (P,t)
como sistema de Schreier asociado, entonces existe un morfismo de

2-extensiones especiales E(P,t) — (E',+', \).

3. Si (P,t) y (P',t') son 4-cociclos cohomdlogos, entonces existe un mor-
fismo de 2-extensiones especiales E(P,t) — E(P', ).

Demostracion.

Sea f el grupo libre con generadores {s(g):g€ G}, con
s(0)=0, y ¢q:F — G la proyeccién canénica. Es bien conocido
que el nucleo de ¢, L= Ker(q), es también libre con generadores
{li2a=5(g1) +5(92) —s(g1 +g2) : 91,92 € G*}, donde G* C G, denota el
conjunto de los elementos no nulos de G.

Para cualquier w € F 'y [ € L sea 3(w,l) € Obj(A) definido, inductiva-

mente en la longitud de [, por:
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e f(w,0)=0
o B(w,lip) = B(w,s(g1) + s(g2) — s(g1 + g2)) = Pla(w), g1, 92)
o f(w,=lz) = —Plq(w), 91, 92)

o fw, 1+ (=1)" l2) = f(w, 1) + (=1)" B(w, 1)

con v = =*1.
Entonces, para cualesquiera w,w’ € F, [,I' € F y g1,92 € G, podemos

considerar isomorfismos candnicos:
9 B(w, =) — —B(w,l), a=ayp:Bwl+1)— Bw,l)+ p(w,l),

r;: 5(0,1) — 0, r o B(LT) =0

’ ’ gw’wl’gl’QQ 2 / /
B(w,w'+11 2—w") —————— P(qw,qu’,g1)+P(qu,qw’'+g1,92) — P(qw,qu’,g1+g2)

construidos, inductivamente en la longitud de [, a partir de los canénicos de
A:a,c,l,r,myn.

Considerando ahora t : G* — Mor(A), definimos morfismos
tw,w’,l : Q(w)ﬂ(wla l) + B(wa w, + [ — U),) - B(w + wla l) (344>
para todo w,w" € F, inductivamente en la longitud de [, como sigue:

o Para l = l1p = s(g1) + s(92) — (91 + 92), 91,92 € G, twu ., es dado

por la composicion:

Qw1 ,2)+B(w,w' +11 2 —w')= 9 P(quw’,g1,92)+0(w,w’'+11 2 —w’)

1+§w,w/791»92
7 P(qu’,g1,92)+P(qw,qw’ ,91)+P(qw,quw’+g1,92)— P(qu,qu’ ,g1+92)
I4c+1
v P(quw’,g1,92)+P(qu,qu’+91,92)+P(quw,qu’,g1)— P(qu,qu’ ,g1+92)
t(qw,qw’ ,g1,92)+1
P(qw,qu’,g1+92)+P(qu+quw’,g1,92)— P(qw,qu’ ,g1-+g2)

I(m+1)(1+c)

P(qw+qwlzgl 792)::B(w+wl7l1,2)
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e Para | = —l1p = —(s(g1) + s(g2) — s(g1 + 92)), 91,92 € G, bww’—1y 5
como la composicion:

qwﬁ(wl’ —l172) + B(U), U)/ — ll’g — U}/)
1+9
qwﬁ(wla _ll,2> - 6(107 w' + l1,2 — w’)

—[qwﬁ(w’, ZLQ) + ﬁ(w, w’ -+ l172 — U},)]

—t

w,wl,lLQ

—ﬁ(w -+ 'U)/, 1172) = B(w + w’, _ll,Q)
e Finalmente, para cada [ € L, ty 141, , €8 la composicion:

v B(w' 411 2)+B(w,w' +1+1 2—w')
J{(1+c+1)(w+a)
0B DB H—w )+ B b ,2) B ww o —w')
ltwyw,ﬁtw,w/,lm

Blw+w’ 1)+B(w+w' 11 2)=B(w+w’ I+11,2)

Ahora, sea H el grupo categérico cuyos conjunto de objetos es el producto
Obj(A) x Ly, dados objetos (A,l),(B,l') € Obj(H), entonces resulta que
Homy((A, 1), (B,l')) es igual a Homa(A, B), sil =1, y vacio, sil #1'. La
composicion es la inducida por la de A y el producto tensor, o suma en H, es
dado, en objetos, por (A, 1)+ (B,l') = (A4 B, +!') y en morfismos como en A.
El objeto cero es el par (0,0) y los isomorfismos canénicos, de asociatividad
y unidad a izquierda y a derecha son dadas por los correspondientes en A,
(ademés ((—A, —1),ma,n4) es un opuesto para (A, 1) € Obj(H)).

La aplicacién 3 : F x L — Obj(A) y los morfismos t,, -, nos permiten

definir una F -accién sobre H como sigue:
YA = (A4 B(w, 1), w+ 1 —w),

para cada objeto (A,1) en H y wé€ F, y para cualquier morfismo
f:(Al)— (B,l)en H
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wf = q(W)f+1ﬂ(w,l) : (Q(w)A—i_ﬁ(wal)’w—i_l_w) - (q(w)B—i_ﬁ(wal)?w—i_l_w)

Dados objetos (A,1), (B,l') en H y elementos w,w’ € F, el isomorfismo
natural
Wy an, a2 [(A D) + (B, 1] — (A1) + (B, 1)
es definido por la composicién:

(1+c+1)-(¢+a)

A+ B)+ B+ 1) A4 (1) + 1B 4 ).
mientras que D, 4y : “T (A, 1) — “(*(A,1)) es dado por la conmutativi-

dad del siguiente diagrama:

aww) 4 4 Bw + !, Z)Lq(w)(q(w’)A + B, 1) + Blw,w' +1 —w')

Sl v+l
o) (4 A) + 95w, 1) + B, w + 1 — w)
Finalmente, ®g (4, : °(A,1) — (A, 1) no es otro que
Dy =74 (do+m): "A+5(0,1) — A
La condicién de cociclo (3.36) y las condiciones de normalizacién para
(P,t) implican, tras un cédlculo rutinario, la conmutatividad de las condi-
ciones de coherencia (3.6) y (3.7) para esta f -accién. La condicién (3.5) es
consecuencia directa de la correspondiente para la G-accién sobre A.
La 2-extension especial de G por A asociada a (P,t), (E(P,t),v, ), se

describe como sigue:
E(Pt): AL -H-4of -G, (3.45)

donde d(A,l) = [ para cualquier objeto (A,l) en H, y j(A) = (A,0) para
todo A € Obj(A) (asi, j es un homomorfismo estricto).
El isomorfismo natural vy, s : ‘(B 1) + (A1) — (A1) + (B,l'),

para objetos (A,l), (B,l'), es el morfismo en H haciendo conmutar el dia-

grama siguiente:

v

'B+p(L,I)+ A A+ B
¢0+lel/+1Al lCA,B
B+I+A— B+A

Bt+1la
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y para cualquier elemento w € F, Ay 4y es el isomorfismo canénico de

unidad a derecha en A, es decir,
Auag) = Tawr a2 “G(A) = (A + B(w,0),0) — j(*4) = (") 4,0).

(E(P,t),7,\) es llamada la 2-extension especial de G por A definida
por el 4-cociclo (P,t). Es claro que (P,t) es un sistema de
Schreier para esta extension, eligiendo, para cualesquiera g¢i,¢o, 93 € G,
Xoigo = (0,112 = 5(g1) + 5(g2) — s(g1 + g2)) € Obj(H) y el morfismo (3.40)
Ugy 90,95 € Mor(H), por la conmutatividad del diagrama

Ug1,92,93

904 P(g1,92,93) +0 P(g1,92,93) +0+0

g+1l l

0+ P(91,92,93) +0 P(g1,92,93) +0

y, asi, 1) estd probado. Veamos 2):

Supongamos que (£’ : A ¢ K2 >@G,~,X) es una 2-extension
especial que tiene a (P,t) como sistema de Schreier, una vez elegi-
dos s'(g9) € K', X, ,, €Obj(H') y wuy , . € Mor(H') como en (3.39)
y (3.40). Entonces definimos un morfismo de 2-extensiones especiales

(F7 7_7 X’ 9) : (5(P7 t)? ’y’ )\) - (5/’ 7/7 >\/)

AdeFq

G
0 F T
/l
A——=TH K —G

tomando 7:F — K’ como el unico homomorfismo de grupos tal que
7(s(g)) = §'(g9), para todo g € G.

Para definir F' = (F,pu):H — H', sea X' : L — Obj(H') la tnica apli-
cacién tal que X'(0) =0y X'(l12) = X, ,,, para cualesquiera gi,g2 € G.
Entonces F' : H — H' viene dado en objetos por F(A,l) = j(A) + X'(); y
para f: (A,1) — (B,l) un morfismo en H, F(f) = j'(f) + 1xq. El isomor-
fismo natural p: F(A,l)+ F(B,l') — F((A,l) + F(B,l')) es el morfismo en
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H' haciendo conmutar el diagrama siguiente:

H(An), (B,

J(A+B)+X'(I1+1) J(A)+X'(1)+ 5 (B)+ X'(I')

J'(A)+J'(B) + X'(1+1) J'(A) +5'(B) + X'(I) + X'(I)

1+can

donde ¢ v 1 5'(B) +X'(1) = X'(1) +j'(B) es el definido en la Proposicién
3.2.3.

Finalmente, la transformacion monoidal 6 : F'-j = j' es dada, para cada
objeto A de A, por

Oa=rja): Fj(A) =5 (A) +0 — j'(4)
y para cada w € F y (A,1) € Obj(H), el morfismo
Xw,(Al) * 7—(w)F’<147 l) - F(w(A7 l))

es la composicion

A)+X’()
7 (1A) + 56 w,j))+X(w+l w)
§' (™A + Bw, 1)) + X'(w + 1 —w)

donde uy; @ X'(1) — j'(B(w, 1)) + X'(w + 1 — w) es el morfismo en H' que,
para los elementos bésicos w = s(g1) y l23 = s(g2) + s(g3) — s(g2 + ¢3), hace

conmutar el siguiente diagrama:
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+ X

/
91+92,93

j,P(gl’ 92; 93) + Xslihgz + X;1+92793 - X;1792+93

1+n

“w,ll’2+1

j/P(917927g3) + XS,]1792 + XE/J + 0

1+92,93

X'’ +X;

91,92

1+92,93

1+r

I
Ug1,92,93

j/P<gl7927g3)+X, +X;

91,92 1+92,93

Para concluir, 3) se demuestra de forma anéloga. |

Como consecuencia inmediata del lema anterior, obtenemos:

Teorema 3.2.17. Sea G un grupo y A un G-grupo categérico simétrico. La
aplicacion (3.43)

[:2— Ext[G,A] — Hpy,(GLA)
es una biyeccion. Su inversa es la aplicacion que asocia a la clase de un 4-
cociclo (P,t) en H}y, (G, A), la clase de la 2-extension especial (E(P,t), 7, \).

Notemos que, usando la biyeccién anterior, el conjunto 2 —
Ext[G,A] hereda una estructura de grupo abeliano a partir de la de

H{, (G, A). En particular, la clase de la 2-extensién trivial de G por A,

(A L.a—.gt G, 7,1), que describimos en el Ejemplo 3.2.8, seria el
elemento neutro de 2 — Ext|[G, A] pues, como es ficil ver, su imagen por I’
es la clase del cociclo trivial.

El lema 3.2.16 nos permite simplificar la relacion de equivalencia definida

entre 2-extensiones especiales, en orden a obtener 2— Fxt[G, A], (véase 3.40).

Corolario 3.2.18. Dos 2-extensiones especiales de G por A, (E,v,\) y
(&4, N), determinan el mismo elemento en 2— Ext[G, A] si, y solamente si,
existe una 2-extension especial (E",~", N") y homomorfismos de 2-extensiones
especiales de la forma

E~—¢& —>¢
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Ejemplo 3.2.19. Sea G un grupo y A un G-médulo y con-
sideramos el G-grupo categérico discreto (A = A). Entonces,
2 — Ext|G,A =2 A] = 2 — Ext|G, A], como observamos en el Ejemplo
3.2.6.

Por otra lado, existe una biyeccién Hp, (G, A= A) = Hy (G, A),
(véase, por ejemplo, [56]), el tercer grupo de cohomologia de Eilenberg-
MacLane de G con coeficientes en el G-médulo A. Combinando ambas bi-
yecciones, nuestro Teorema 3.2.17 particulariza en la conocida clasificacion
de 2-extensiones especiales de un grupo G por un G-mdédulo A, [31], [32],

61).

Ejemplo 3.2.20. Con los mismos datos del ejemplo anterior, consideramos
ahora el G-grupo categérico simétrico con sélo un objeto (A = 1). Entonces,
en este caso, se tiene una biyeccién, Hp, (G, A = 1) & Hp (G, A), el
cuarto grupo de cohomologia de Eilenberg-MacLane de G con coeficientes
en el G-médulo A. Consecuentemente, el Teorema 3.2.17 proporciona una
interpretacion de este grupo en términos de clases de 2-extensiones especiales
de G por (A = 1).

Otra interpretacién conocida de Hp ,,(G, A) es la dada por Conduché

en [15], que prueba la existencia de una biyeccién
I: NA*G, A) — Hy_,,(G, A),

donde NA3(G, A) denota el conjunto de clases (por la relacién de Yoneda)
de 3-extensiones no abelianas de G' por A.

Segun vimos en Ejemplo 3.2.7, tenemos una aplicacion
A:NAYG,A) — 2 — Ext]G, A = 1],

que aplica  la  clase de una  3-extension no abeliana
E:0 A—>N">0- 4 K1-q 1 en la clase de la 2-
extension especial asociada, (€ : (A =1) ! G(8)—L>K—1-~G,,1) con
G(9) el grupo categérico asociado al médulo cruzado 6, j(a) = (i(a),0) y
Yoy = (.9}, Cy + ).

Siguiendo el método de 3.2.10, para calcular el cociclo asociado a

una extensién, elegimos, para g,¢1,92,93 € G, s(g) € K, con ¢s(g) = g,



3.2. 2-EXTENSIONES ESPECIALES DE G POR A. 163

X91792 €0 con d(Xgl,gz) = 3(91) + 5(92) - S(gl +92) Y TNgigags € N con
§(Ngy gogs) T 9 X gy 45 + Xy goras = X100 + Xgi 1205, (correspondiéndose
en este caso con la identidad (3.40)). Entonces, por un célculo elemen-
tal, obtenemos que el 4-cociclo de G con coeficientes en el G-moédulo A,

t : G* — A viene dado por la igualdad:

s(91) X s(g1)
92,93 g1
Ng1,92+93,94 + Ng2,93,94

Z.(t(917927g?ng4)) = Ngy,g2,93 T

s(

91)+s(g2)
- Xag a1 Mgy g2.95+91 — 1Xg s(gl+g2)Xg

— Xglng
1,92 3,94} Tg1+92,93,94

que no es otro que el obtenido por Conduché en [15].

Tenemos pues un diagrama conmutativo

2 — Ext|G, A= 1] = H}, (G, A)

NA3G, A)

y asi A es una biyeccion. Por tanto, cualquier elemento de
2 — Ext|[G, A = 1] puede ser representado por una 2-extensién especial
(E:(A=1)—L-H4-K—2-G ~,)\), donde H es K-grupo categdrico es-

tricto definido por un médulo cruzado.

Nuestro teorema de clasificacién de 2-extensiones especiales tiene impor-
tantes corolarios en topologia algebraica.

En 2.2.1 observamos que la cohomologia de Ulbrich, cuando el grupo
categérico de coeficientes A es un G-grupo categorico trivial, coincide con
la cohomologia simplicial definida en el Capitulo 2; es decir, se tienen iso-
morfismos H"(K(G,1),A) = HJ (G, A). En particular, para n = 3,
H3(K(G,1),A) = H}, (G, A). Siconsideramos ahora el complejo clasificador
K (A, 3), asociado al grupo categérico simétrico A (Definicién 2.3.1), entonces
el Teorema 2.3.10 de representacién homotopica junto con el Teorema 3.2.17

de clasificacion de 2-extensiones especiales nos permiten concluir:

Teorema 3.2.21. Para cualquier grupo G y cualquier grupo categorico simeé-
trico A, existe una biyeccion

2~ Bat[G,A] 2 [K(G,1), K(A,3)], (3.46)
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entre el conjunto de clases de 2-extensiones especiales de G por el G-grupo
categorico trivial A y el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones
simpliciales de K(G,1) en K(A,3).

Este teorema tiene como casos particulares:

Ejemplo 3.2.22. Sea G un grupo y A un grupo abeliano. Entonces segin
vimos en el Ejemplo 2.3.4, K(A = A,3) = K(A,3), y, por otro lado, por el
Ejemplo 3.2.6, la biyeccion (3.46) se reduce a

2~ Bat[G, A = [K(G,1), K(A,3)].

Si consideramos ahora el grupo categérico simétrico con sélo un
objeto A =1, entonces K(A=1,3)= K(A,4), (véase de nuevo el
Ejemplo 2.3.4), mientras que, segiin observamos en el Ejemplo 3.2.20,
2 — Ext[G, A = 1] 2 NA3(G, A). Consecuentemente la biyeccién (3.46) par-

ticulariza una biyeccion
NAY(G,A) = [K(G,1), K(A,4)], (3.47)

entre el conjunto de clases de 3-extensiones no abelianas de G por el G-
modulo trivial A y el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones sim-
pliciales entre los complejos de Eilenberg-MacLane K(G,1) y K(A,4).

Finalmente, por el Teorema 2.4.4, si (Y;, %) es un complejo de Kan arco-
conexo con T;(Ys, ) = 0, para i # 3,4, entonces (Y, *) es homotépicamente
equivalente a K (p3(Ys,*),3), donde p3(Ys, *) es el tercer grupoide de ho-
motopia superior de (Y, *), (Definicién 1.2.1), que por el Teorema 1.2.5 es
un grupo categorico simétrico. Consecuentemente, desde el Teorema 3.2.21

concluimos:

Teorema 3.2.23. Sean (X, *), (Ys, *) complejos de Kan punteados. Supon-
gamos que (X, *) es asférico, es decir, m;(Xe,*) = 0, para todo i # 1, y que

7;j(Ye, %) = 0, para todo j # 3,4. Entonces existe una biyeccion
[(Xe, %), (Yo, %)] = 2 = Eat[m (Xe, %), p3(Ya, %)), (3.48)

entre el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones simpliciales de

(Xe, %) en (Ys,*) y el conjunto de clases de 2-extensiones especiales de

m1(Xe, %) por p3(Ye, *).
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Cuando m3(Y,,*) =0, entonces g3(Y,,*) es conexo y la inclusion
(Aut gy v, ) (¥) = 1) — p3(Y,, %) es una equivalencia monoidal; pero como
Aut (v, ) (x) = ma(Ye, %), entonces p3(Ys, *) es equivalente a (m4(Ys, %) = 1).
Teniendo ahora en cuenta el Ejemplo 3.2.20, la biyeccién (3.48) se traduce

en el siguiente resultado de interpretacion:

[(Xh *)7 (Y;7 *)] = NA3[7H<X°> *)77T4(Y;7 *)]7
si m;(Xe, %) = 0= m;(Ys, %), para todo i # 1y j # 4.

De la misma forma, cuando m4(Y,, %) = 0, se tiene una equivalencia de gru-
pos categéricos simétricos (m3(Ys, %) = m3(Ys, %)) ~ p3(Ys, %) y, entonces, por
el Ejemplo 3.2.19, la biyeccién (3.48) tiene como caso particular la conocida
interpretacion [(X,, *), (Ys, %)] = 2— Ext[m (X, %), m3(Ys, *)], para complejos
Xo €Y, con m;(X,, %) =0=m;(Y,, x), para todo i # 1y j # 3.
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