LAFA. Laboratorio de Anélisis de Fourier Aplicado

e 7 /7 7/ L4 *
Introduccion a la teoria clasica del muestreo

1. Teorema del Muestreo de Shannon-Whittaker-Kotelnikov

Supongamos que tomamos muestras sucesivas de una sefial x(¢) midiendo sus valores en los
instantes de tiempo {t; < ty < --- < t,, < ...}. Podemos entonces preguntarnos si realmente
la informacién que obtenemos es dtil para lograr una descripciéon completa de la sefial =(t). Evi-
dentemente, la respuesta es negativa en términos generales, ya que un conjunto discreto de valores
{z(t1), ..., z(t;), ...} no puede servir, en general, para determinar completamente la sefial (que toma
valores en un continuo) x(t). Ahora bien, si supiésemos algo mas sobre la sefial, quizés la cosa cam-
biaba. Por ejemplo, para las sefiales de banda limitada podemos decir algo mas.

Definicion 1 La seiial z(t) € L*(R) se dice de banda limitada si la transformada de Fourier T(§)
posee soporte compacto. Es decir, x(t) se dice de banda limitada si existe algin b > 0 tal que
z(§) = 0 para todo || > b. El menor b verificando esta propiedad se llama ancho de banda de
la sefial x(t). El espacio de las sefiales x(t) € L*(R) tales que supp(%) C [—b,b] se denota por
PW(b)

La notaciéon PW (b) se debe a que dicho espacio suele llamarse espacio de Paley-Wiener en honor
los matematicos que caracterizaron los elementos de este espacio de la siguiente forma (ver [5], [54],
[33]):

PW(b) = {#() € H(C) : 21z € L2(R) y sup 2@ oy

eblIm z|

“Este documento estd basado ampliamente en el libro de texto del autor: J.M. Almira, “Matemdticas para la recu-
peracién de sefnales”, Grupo Editorial Universitario, 2005.
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Las sefiales de banda limitada! aparecen con frecuencia en aplicaciones reales. Por ejemplo, es cono-
cido que las sefiales de sonido que el oido humano puede percibir se mueven entre las frecuencias de
20Hzy 20,000H z.

Desde el punto de vista matematico este tipo de sefiales posee importantes propiedades. El resul-
tado que deseamos probar es un ejemplo claro de la bondad de dichas sefales.

Teorema 1 (Teorema del Muestreo. Shannon, Wittaker, Kotelnikov) Supongamos que z(t) € L*(R)
y (&) = 0 para todo |§| > b. Entonces x(t) queda completamente determinada a partir de sus val-

ores en los puntos {t,, = nm /b}, _,. Ademds, se satisface la siguiente férmula:

> b
t) = TYsine(—(t —nT)),
x(t) n;mx(n )smc(w( nT))
dondeT = 7y

sin(7t) .
| sin(nt) g £
t e i
sine(t) { 1 sit=0

Demostracién. Como z(t) € L*(R) entonces Z(£) € L*(R), pero al ser la sefial de banda limitada,
tenemos que también Z(t) € L'(R) y z(¢) es diferenciable (en realidad, es una funcién analitica).
Podemos, pues, utilizar el teorema integral de Fourier. Por otra parte, la senal 7(&) se puede desarrollar
en serie de Fourier en el intervalo [—b, b], ya que las exponenciales complejas {¢"™¢/*}, ., forman
una base ortogonal de L?(—b,b). En particular, los coeficientes de Fourier de 7(€) estan dados por

I .
— =~ —m7r§/bd
Por conveniencia, escribimos la férmula anterior como
b
cp = i a?(g)@lnﬂf/bdg
2b J_,

Ahora bien, como Z(£) = 0 para todo |£| > b, se tiene que en la anterior expresion podemos cambiar
el intervalo de integracin [—b, b] por la recta real, y, por tanto,

1 [ . 7 1 & - T nmw
_ ~ inm€/b _ 7 - -~ ignr e Sades
Con = o . z(&)e d¢ 7o _Oox(g)e b dE bx( ), n € Z.

b

'R.E.A.C. Paley (1907-1933). Matemitico inglés. Aunque comenzé sus investigaciones sobre series de Fourier con
Littlewood, fue Zygmund la persona que descubri6 su talento y con quien colaboré mds intensamente. Ellos demostraron
muchos resultados de existencia utilizando las ideas del libro de Borel, Calcul des probabilités denombrables. El famoso
libro de Zygmund, Trigonometric series (1935), debe mucho al trabajo conjunto de estos matematicos. Viajo a estados
unidos para trabajar con N. Wiener. Desafortunadamente, murié muy joven, al quedar, accidentalmente, aplastado por una
avalancha de nieve mientras esquiaba en Canada.

N. Wiener (1894-1964). Matemadtico estadounidense. Se gradu6 en Cornell y se doctoré en Harvard en 1913. Luego
estudié en Cambridge con B. Russell y en Gottingen con Hilbert. De su relacién con los fisilogos Cannon y Rosenbliith,
con los que colaboré en el instituto de Cardiologia de la Universidad de México, naceria su gran descubrimiento: la
cibernética. En relacion a los temas estudiados en este texto, es especialmente importante su libro The Fourier integral and
its applications(1933). También es interesante su autobiografia: I am a mathematician (1956)y, la recientemente publicada
biografia de J. M. Almira, “Norbert Wiener. Un matemadtico entre ingenieros”, en La Matemadtica en sus personajes, vol
41, Ed. Nivola, 2009.
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(En la ultima igualdad hemos usado el teorema integral de Fourier). Esto significa, obviamente,
que

HO = T el

n=—oo
- nm
, _ienm
= lim — E r(=—)e %%
N—oo b b
n=—N

siendo la convergencia vdlida en el sentido de L2(—b, b) y, por tanto, también en el sentido de
LY(=b,b) (pues L*(—b,b) estd inmerso continuamente en L'(—b,b), al ser b < o0). Ahora bien,
como (&) tiene soporte compacto, contenido en [—b, b], entonces podemos afirmar que, si multi-
plicamos el segundo miembro de la igualdad anterior por la funcién caracteristica de x4 (&) del
intervalo [—b, b], entonces las sumas parciales

N

s mr _jenm

b Z (= b hi X(=b(&)
n=—N

convergen a 7(¢) en las normas de L*(R) y de L'(R) para n — oo. Por otra parte, la transformada
inversa de Fourier,

FR©) = 5 [ e

o0

es un operador acotado F~! : L*(R) — L*(R) (esto es el Teorema de Parseval) y también es un
operador acotado F~! : L}(R) — Cy(R). Teniendo todo esto en cuenta, asi como el hecho de que
podemos utilizar el Teorema integral de Fourier para la sefial z(t) y, por tanto, z(t) = F1(&(£)),
podemos afirmar que:

N—oo

w(t) = FH&() = <hm 7 Z _ETX[ bb](f))

, mr p——
= lim E Z RO X(-6(8)),

N—oo

siendo la convergencia tanto en norma L?(R) como en norma uniforme (i.e., en la norma de Cy(R)).
Ahora bien,

— _jgnm 1 e _senT i
F ( ng[ bb](f)) = o R b X[- b,b](g)eftdf

1 3 o

- —ignr 1§td
2 6 S
]. nm

- 15t iger d
2T $

Qsm(bt — nm)
T bt —nmw
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Esto concluye la prueba del teorema?. [

Por supuesto, existe una version dual del teorema del muestreo, para sefiales de tiempo limitado
que son muestreadas en el dominio de la frecuencia. (La demostracion es andloga a la anterior. Para
verlo, téngase en cuenta la simetria que existe entre la transformada de Fourier y su inversa)(ver [54]).

Teorema 2 Supongamos que T(¢) € L*(R) y x(t) = 0 para todo |t| > L. Entonces T(§) queda com-
pletamente determinada a partir de sus valores en los puntos {&, = nw/L}, _,. Es mds: se satisface
la siguiente formula:

~ = __nm sin(LE — nn)

MO = 2 )T

n=—oo

2. Sobremuestreo

Desde el punto de vista practico, la descomposicion

- nr sin(bt — nm)
=(t) = n;mx( b ) bt —nm

tiene la desventaja de que en general la convergencia de la serie es lenta, debido a que la funcién
(sint)/t, converge (para t — oo) muy lentamente a cero. Podemos, pues, preguntarnos si es posible
recuperar la sefal de banda limitada x(¢) mediante algtin otro proceso numéricamente mds estable.

La respuesta es, afortunadamente, un si rotundo. El truco se basa en la observacion de que si la
transformada de Fourier de la senal x(¢) tiene su soporte contenido en el intervalo [—b, b] entonces
también tiene su soporte en el intervalo [—c, ¢| para todo ¢ > b. Esto permite utilizar el teorema
del muestreo para recuperar la sefial x(t) a partir de los valores en {z(“F)}>2__ . En principio, se
obtendria el desarrollo en serie

o0 .
T nm . sin(ct — nm)
wt)y== Y a(—)——
c ct —nm
n=-—00
Ahora bien, si hacemos las cuentas de esta forma, no evitaremos que la velocidad de convergencia
sea excesivamente lenta. Téngase en cuenta que si se introduce ruido en las mediciones de x(t) en

los nodos {**}, de modo que en realidad estamos evaluando la sefial z*(**) = z(") + n,, n € Z,

ZParece ser que este resultado fue demostrado de forma independiente (y en contextos y momentos diferentes) por
estos tres cientificos.

Shannon (1916-2001). Matematico estadounidense. Realizo, en el MIT, una tesina sobre el uso del dlgebra de Boole
para el andlisis de circuitos y una tesis sobre genética tedrica (1940). En 1941 ingresé en la compaiiia de teléfonos AT&T,
como investigador matemdtico. Entonces publicé su famoso trabajo: A Mathematical Theory of Communication, donde,
entre otras cosas, demuestra el teorema del muestreo y funda la Teoria de la Comunicacién.

A. P. Kotelnikov (1865-1944). Matematico ruso. Dedicé toda su vida a temas de Geometria y aplicaciones en Mecdnica
Tedrica.
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entonces tendremos que la sefial reconstruida estara dada por:

s = © Z w*(n_w)sin(ct—mr)

c ct —nm

3

o

n=—oo

T — nm sin(ct —nm) T sin(ct — nm)
B Cn;)ox(c) ct —nmw +CRZZOO% ct —nm
T — sin(ct — n)
= 2(t)+ = o
ac()—i_cnzzoo77 ct —nm

Si evaluamos, por ejemplo, en ¢t = -, obtendremos que el error de célculo en dicho punto estd dado

por
o ="
T(o) @ Zoon -
y, por tanto, es posible que dicho error sea infinito incluso para un ruido {7, }>°
hecho, basta tomar 7, = (—1)", n € Z).

(Qué podemos hacer, pues, para mejorar la convergencia?. Consideramos el desarrollo en serie de
Fourier de #(£) € L*(—c, ¢),

€ 1(Z) (de

—0o0

O =5 X0 e

n=—oo

Como supp(z) C [—b, b], podemos entonces multiplicar el segundo miembro de la igualdad anterior
por la funcién (ver la figura)

1 sif¢] <b
Rpo(§) = 1—E2 sib< ¢ < e
0 en cualquier otro caso
0.8
0.6
0. 4¢
0.2
-6 -4 -2 2 4 6 Ra5(6)
obteniéndose que, en realidad,
7 _T - nm € R
() = - nZ_@x( ) hel€)
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siendo la convergencia valida en las normas de L?(R) y L!(R). Ahora bien, la transformada de Fourier
inversa de Ry, (&) es la funcién

Gb,c@) = fﬁl<Rb,c(§))<t) — { T(c—b)t2 sit=#£0

bie sit=0
s

Yy, por tanto,

F U e F Ry o())(E) = Gyolt — ”7”), ne’.

Teniendo nuevamente en cuenta las propiedades de acotacion del operador transformada inversa,
asi como el hecho de que para x(t) se satisface el teorema integral de Fourier, se concluye que

L« s cos(b(t — 2F)) — cos(c(t — ™T))
N Z (c) c(c—Db)(t — )2 ’

n=—oo

siendo la convergencia uniforme en toda la recta real y también en el sentido de L*(R).
Es claro que los argumentos anteriores finalizan la demostracion del siguiente resultado:

Teorema 3 (Sobremuestreo) Supongamos que x(t) es una sefial de banda limitada, cuyo ancho de
banda es b > 0, y supongamos que b < c. Entonces podemos reconstruir la sefial x(t) a partir de los
valores {x("F )} _ .., como sigue:

- nm cos(b(t — ™)) — cos(c(t — *F))
Z o c ) cc—b)(t —=5)? '

Ademds, la serie del segundo miembro de la igualdad anterior converge en Cy(R) y en L*(R).

Es mas, podemos ahora demostrar que el proceso de sobremuestreo descrito por el teorema ante-
rior es numéricamente estable:

Teorema 4 Con la notacion introducida en el teorema anterior, si cada valor x("T) se mide sujeto
a un posible error, que estd acotado (uniformemente en n) por 6 > 0, entonces la senal recuperada
dista en norma uniforme de la sefial de partida, a lo sumo

5 b+c+2 c
c 3c—0b

Demostracion. Si nos ponemos bajo las hipétesis del teorema y denotamos por z*(t) la sefial recu-
perada (que, en principio, no coincide con la sefal original x(t)), entonces el ruido estd acotado de la
siguiente forma:

cos(b(t — T)) — cos(c(t — 1))
b =P

|27 (t) — = (t |<5Z

n=—oo
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Vamos a suponer momentineamente que ¢ € (0, Z). Sin > 2, entonces (t — 2T)? > (%X —
(n=1)%y

cos(b(t — ™)) — cos(c(t — ™)) 2
e

Por otra parte, si n < —1, entonces (t — *2)% > (21)2 =’y y
)

cos(b(t — ")) — cos(c(t — ™) 2
le—b)(— =y ‘ = -z

< 2c
~ (c—bn2n?

Ademas, si n = 0, entonces

cos(bt) — cos(ct)|  b+ec
c(c — b)t? - 2

y sin = 1, entonces también

cos(b(t — I)) — cos(c(t — T)) < b+ c
clc—Db)(t —I)? - 2

Utilizando todas las desigualdades anteriores, llegamos a que, para 0 < ¢ < Z, el error producido por

el ruido se puede acotar como

2*(0) — 2(0)] < 6<i Y s 1)2W2+bic)

s z 2 2 .
que es lo que queriamos demostrar. Obsérvese que hemos usado la formula >~ | # = % Sitno

pertenece al intervalo (0, Z) y no es de la forma “* (n € Z), entonces estard en algtin intervalo de la
forma (kZ, (k-+1)Z) y, por tanto, podremos repetir los argumentos anteriores mediante una traslacion
adecuada. Esto finaliza la prueba. [J

2.0.1. Algunos comentarios basados en el estudio de un ejemplo

Tomemos x(t) = w Esta funcién es de banda limitada, pues su transformada de

Fourier estd dada por #(§) = {x[-55/(£), donde X[, denota la funcion caracteristica del intervalo
[a, b] (ver los gréficos).

10 10

i

A
-10 -5/\/\/ \/\/\/Ef 0 -6 | -4 -2 2 4 6
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Podemos, pues, aplicar tanto el teorema del muestreo como el teorema de sobremuestreo para re-
cuperar la sefial x(¢) completamente. Ahora, nos interesa disponer de informacién sobre la velocidad
de convergencia de las series

N .
7 sin(bt — nm)
Myz(t) = r(n—)—=, b=5
velt) = 3 anH I =,

n=—

(que es una suma parcial de la serie cardinal, del teorema del muestreo)

SMN]J

l i, cos (b(t — mT)) — cos(c(t — "T))
=2 T S -y

C

(que es una suma parcial de la serie que aparece en el teorema de sobremuestreo) y

N :
t_
SMyx(t) = Z x(nz)u, c =0,

¢’ ct—nm
n=—N

(que seria una suma parcial de la serie que aparece al usar el teorema del muestreo, tomando un ancho
de banda mayor; es decir: sobremuestreando sin usar el “truco”de multiplicar por la funcién R, .(£))
para N — oo.

El siguiente grafico representa los errores para Moz y SMsox y en el intervalo [0, 50] (la linea
gris representa la curva del error para Myxz(t) y la linea negra representa el error para SMyx(t)):

Si hacemos el grafico correspondiente para el intervalo [—50, 50], obtenemos
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0.4

y si hacemos el grafico de las mismas funciones en el intervalo [0, 150], obtenemos

I “ I
il
‘ ﬁ \ 1 H !“ !.! { “WMIM m\LIH"[lH‘|\Wl|‘1‘M“lL"|!|.\"WlI‘w’Ill["wV!"\1!'\'\‘ll\1VI]H‘I)’1VI\]‘!llVWW1lW|H‘|"‘Vl‘}ll‘llI‘l'I'\\‘\I'J‘.'l\1’I|\\"lV“'*“’*""\""‘\

g
L

|

Por otra parte, si calculamos el grafico correspondiente para /N = 50, obtenemos (en el intervalo
[0,50])

-0.2

0.4}

,
iy
vt bR
‘\‘.\“ﬁ,v,‘nﬂuuwg\‘
O
H\“M“uM\\“‘\HM\“HHM\H\‘HH
|
LU L LA
TITRATITIV
TR e T
PV IRIA | ‘ |
| | I | |
M“w\JUu“\w‘\,‘\,wud\;‘w\jtl\“\“h‘\“”“”\
AR
Vv
L

y si calculamos el grifico de x(t) — S Msox(t) en [0, 50F] ~ [0, 26,18] (recuérdese que hemos tomado
b =5,c = 6) y en un intervalo un poco menor (e.g., [0, 16]), obtenemos
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0.03 0. 0015

0.02 0.001

0.01 1 0. 0005
oot 5 10 3 V'V ok 5
0,02 -0. 0005
003 -0.001

Finalmente, podemos comparar las sumas Myx (en gris) y SMyx (en negro) (N = 50,b = 5, ¢ = 6),
obteniendo el grafico

/‘ || c‘“ «\ c”w /“\ I / | f\ ]

‘\‘\\H‘H‘ ‘HH‘“\\H\‘\
! I \ LT

J/w\\\\\/\&/

y si comparamos las sumas SM Rz (en gris) y SMyx (en negro) (N = 50, b = 5, ¢ = 6) obtenemos

r”w\m nww
| /\q “0 H‘ ‘H‘\H ([

w‘ ®0$
\( “\ \c‘ U I{l

— L

|1 \W\pd]umbww

Los graficos anteriores muestran claramente que la velocidad de convergencia de la serie que
aparece al utilizar el teorema del sobremuestreo es mejor que la de la serie que aparece al utilizar
el teorema del muestreo suponiendo un ancho de banda superior al que la sefial tiene en realidad,
y ésta es a su vez mejor que la convergencia que se obtiene de utilizar el teorema del muestreo de
Wittaker-Shannon-Kotelnikov (ajustando el ancho de banda a la realidad). De hecho, si nos fijamos
en estos graficos descubrimos que:

= Existe cierta simetria respecto del origen.

= Existe un intervalo (cuyo tamafio depende de N, siendo aproximadamente igual a [-NZ, N7])
donde el sobremuestreo proporciona errores muy bajos en comparacion al muestreo estandar.

= Lejos del origen de coordenadas, los errores que se obtienen convergen a cero a una velocidad
similar a la velocidad de convergencia a cero de x(t) para |t| — oc.

Afirmamos que (de forma genérica) las propiedades anteriores se verifican para todos los ejemplos
de sefales z(t) € PW(b) que se desarrollen.

10
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Otra de las propiedades que podemos destacar de la suma

Ko sin(bt — n)
Myzx(t) = —_—)——=
wel) = D o=
n=—N
es que ésta interpola a la sefial () en los nodos {—N7,--- ,0,--- , N7}, pues las funciones h,(t) =

sin(bt—nm)

v N € Z, satisfacen las igualdades

h(mz)—é 1 sim=mn

" MM 1 0 en cualquier otro caso.
De esta forma, podemos interpretar el teorema del muestreo como resultado de tomar N — oo para
cierto proceso de interpolacién sobre los 2N +-1 nodos equiespaciados { - N, (~N+1)%,---,0,--- | N

3. Aliasing

Si utilizamos la serie cardinal que aparece en el teorema del muestreo (para PW (b)) para la
reconstruccion de una sefial z(t) ¢ PW(b), entonces se produce un fenémeno conocido como alias-
ing y que consiste bdsicamente en que la serie converge a una sefial (a la que llamamos alias) diferente
de la sefal original z(t). El fenémeno de aliasing se puede, pues, producir bien porque la sefal x()
es de banda limitada, pero su ancho de banda es mayor que b (de modo que estamos tomando menos
muestras de las que realmente se necesitan para recuperar la senal) o bien porque la sefnal no es de
banda limitada. Audn asi, existen senales que no son de banda limitada pero para las cuales la serie
cardinal es convergente y, de hecho, podemos estimar el error de aliasing. En particular, se satisface el
siguiente importante resultado. No incluimos la demostracién por considerarla excesivamente técnica,
aunque se podria consultar en [10].

Teorema 5 (Brown, 1967) Supongamos que (&) € L*(R) N L?(R) (en cuyo caso decimos que x(t)
es casi de banda limitada). Entonces x(t) € Co(R) N L*(R) y el error de aliasing

At) =)= Y w(ng)

n=—oo

sin(bt — n)
bt —nm

verifica la acotacion:

™

|MM§1AMWM%

sin(2b(t— )

Ademds, dicha acotacion es dptima, pues se alcanza para x(t) = B2
2b

Finalizamos esta seccion exponiendo tres ejemplos de aliasing. En el primero, tomamos la mis-
ma funcién del ejemplo desarrollado en la seccidén anterior, z(t) = w Se trata de una
funcién cuyo ancho de banda es exactamente igual a 5. Obtendremos un fendmeno de aliasing si
aplicamos el teorema del muestreo con un ancho de banda menor. Vamos, de hecho, a suponer que
el ancho de banda es 4 (un error, claro: pero en muchas situaciones reales no podemos saber con

certeza el ancho de banda de una sefal). Dibujamos, en el siguiente grafico, las funciones x(t) y
230 (nﬂ') sin(4t—nm) :

n=-—30 4 dt—nm

11
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w0t/

1o

En el segundo ejemplo tomamos como sefial casi de banda limitada a () = e~ (cuya transfor-
mada de Fourier es #({) = 17%). Los grificos de z(t) y #(€) son:

-10 -5 5 10 -10 -5 5 10

Consideremos, pues, la aproximacién de z(t) por las sumas parciales

Mysa(t) = Y a(55)

n—=—

sin(bt — n)
bt — nm

Para b = 3y NV = 10 se obtienen los gréficos siguientes:

g 10 -0.2

Para b = 50 y N = 100, obtenemos

0. 005
0. 0025 - 1
i 4 6 8 10 0.8

-0.0025
0.6

-0. 005
-0.0075 0.4
-0.01 0.2

12
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4. Principio de incertidumbre

Si utilizamos un poco de la teoria de funciones de variable compleja, el siguiente resultado es
sencillo de demostrar:

Teorema 6 Una seiial z(t) € L?(R) no puede ser simultaneamente de tiempo limitado y de banda
limitada, a no ser que se trate de la sefial identicamente nula.

Demostracién. Suponemos que 7(¢) = 0 para todo || > 2,y Z(€) € L*(R). Entonces la funcién

he) =5 [ eeaede
o )

no sélo tiene sentido para todo z € C, sino que, ademads, se puede derivar bajo el signo integral,
demostrandose, pues, que se trata de una funcién entera. Teniendo encuenta ahora el teorema integral
de Fourier, se ve que h(z) extiende a la sefial x(t) € L?(R) al plano complejo. Como h(z) es entera,
por el principio de identidad, sus ceros son aislados y, por tanto, es imposible que se anule en ningin
intervalo (de interior no vacio) de la recta real. Esto demuestra que x = hg no puede ser una sefial
de tiempo limitado. El mismo tipo de argumento demuestra que si la sefial de partida es de tiempo
limitado, su transformada de Fourier sélo tiene ceros aislados y, por tanto, la sefal no puede ser de
banda limitada. [J

El anterior resultado no es méds que una forma débil de un principio general (que se llama, en el
contexto de la mecdnica cudntica, principio de incertidumbre), que reza como sigue: si la sefial () se
anula, o es muy pequefia (en modulo) en el exterior de cierto intervalo pequeiiito, entonces su version
en el dominio de la frecuencia, z(£) debe de estar bastante dispersa (i..e., toma valores relativamente
grandes (0 al menos no despreciables, en el sentido de que contribuyen significativamente al drea que
deja el grafo de su funcion de energia por encima del eje de absisas) en un intervalo bastante grande
de la recta real. Y también viceversa (i.e., cambiando los papeles de z y 7, se satisface una afirmacion
andloga). Para medir lo dispersa que pueda estar una sefial alrrededor del punto a, se introduce la
siguiente magnitud:

N e R OIR
N RO

En realidad, A,z mide en qué medida falla la sefal « de estar concentrada en un entorno del punto
a. Mas concretamente. si x es de mdédulo pequefio en un entorno del punto a € R, entonces el
factor (t — a)? hace que [ (t — a)?|z(t)|?dt sea pequefio en comparacion con [~ |z(t)[*dt y,
por tanto, A,z =~ (. Por otra parte, si la senal x(¢) estd dispersa (contiene informacion significativa
sobre su energfa) lejos de a, entonces el factor (¢ — a)? incrementa dicho efecto y, por tanto, hace
que [ _(t — a)?|x(t)|?dt sea grande en comparacién con [~ |x(¢)[*dt y, por tanto, A,z >> 0. El
siguiente resultado expresa, por tanto, que no es posible que ambas sefiales = y ¥ estén concentradas
simultdneamente en un entorno pequeio del punto a:

Teorema 7 (Principio de Incertidumbre) Para toda sefial x € L?(R) se tiene que

1 < () (A7)
para todo (a,b) € R~
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Para la demostracion del teorema anterior se pueden consultar, por ejemplo, los libros [20], [46],
[36].

5. Teoria del muestreo uniforme para seiiales generalizadas

Restringir la teoria del muestreo al espacio de Paley-Wiener PW (b) impide trabajar con muchas
funciones que aparecen con frecuencia en teoria de sefiales. Por ejemplo, las exponenciales complejas
e!*! no son elementos de PW (b) puesto que no son sefiales de energia finita (en el sentido de L?(R)).
Esta situacion resulta del todo incomoda.

Es por tanto importante buscar una formulacién del teorema del muestreo que sea aplicable a una
gama de situaciones lo mas amplia posible. Para ello, se hace necesario introducir un concepto de
’seflal de banda limitada”lo suficientemente general.

En particular, ;Son las exponenciales complejas sefiales de banda limitada? La clave esta en pensar
en dichas sefiales no como funciones ordinarias (que lo son) sino como sefiales generalizadas (que
también lo son) y utilizar la transformada de Fourier de funciones generalizadas para introducir el
concepto de senal de banda limitada.

Todo lo que se acaba de sugerir parece muy razonable. Sin embargo, nos encontramos con las
siguientes dificultades:

(D1) Las senales generalizadas son funcionales z : S — Cy, como funciones dependientes del tiem-
po, no es claro el significado de x(t,) para un valor dado ¢, € R. En particular, ;qué significado
puede darse al proceso de muestreo en este contexto tan general?.

(D2) Teniendo en cuenta lo expresado en el item anterior, no queda claro como se pueda definir el
soporte de una funcién generalizada.

Afortunadamente estos escollos se pueden salvar.
Para empezar, damos sentido al soporte de una sefial generalizada utilizando un argumento indi-
recto:

Definicion 2 Decimos que la seiial © € G se anula sobre el abierto 2 C R si para toda funcion
¢ € S cuyo soporte satisface supp(¢p) C Q se tiene que x{p} = 0.

Definicion 3 Llamamos soporte de la sefial x € G, y lo denotamos por supp(x), al menor cerrado
K C R con la propiedad de que x se anula sobre Q) = R\ K.

Ahora podemos definir el espacio de las sefiales (generalizadas) cuyo ancho de banda es finito
(i.e., las sefiales de banda limitada) de la siguiente forma:

Definicion 4 Decimos que x € G es una sefial de banda limitada, con ancho de banda menor o igual
a b, si supp(z) C [—b,b].

Es evidente que
G(b) = {z € G : supp(7) C [-b, 0]}

14
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es un espacio vectorial. Ahora bien, ;hasta qué punto podemos afirmar que G(b) es un espacio de
sefales lo suficientemente amplio como para hacer interesante un teorema del muestreo valido para
G(b)?. A continuacién vamos a caracterizar completamente los elementos de G(b). En particular,
vamos a probar que las sefiales = € G(b) son de hecho funciones en el sentido ordinario de la palabra
y, por tanto, son suceptibles de ser muestreadas. Esto resuelve (D1).

Comenzamos observando que si z € G(b) y denotamos por y a la transformada de Fourier y = =
entonces, al ser 7 una sefial generalizada, existira una funcién g € CSG tal que y = ¢ (donde la
derivada se toma en sentido generalizado). De modo que

(o) = (1" [y (0 (paratodo o € 9).
Como supp(y) C [~b,b], tendremos que y = g™ satisface gf?)oo,b)u(boo) = 0. Por tanto, podemos

interpretar nuestra pregunta inicial en los siguientes términos: ;/qué funciones g € CSG satisfacen
g‘((n_)oo B)U(boo) = 0? Con el objetivo de responder a esta cuestion, demostramos el siguiente importante
resultado:

Teorema 8 (Solucién de la ecuacién diferencial generalizada ¢ = 0) Supongamos que g € CSG
satisface la ecuacion (g™) ) = 0. Entonces g(t) = ag + ait + - - - + a,_1t" "' para todo t € (a,b)
y ciertos escalares ag, - -+ ,Qp_1.

Demostracion. Estudiamos primero el caso n = 1. Sea g € CSG tal que (g')|q,p) = 0y sean ¢, ¢ €
S tales que Pjr\(a,) = PR\ (a,p) = 0. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que ffooo o(t)dt = 1.

Sean ¢ = [*_g(t)p(t)dt y A = [*_¢(t)dt. Definamos, ademds, la funcién ¢(t) = [ (p(u) —
A¢(u))du. Es facil comprobar que ¢ € Sy supp(¢) C [a, b]. Ademis,

/ " a0 (lt) — Ad(t))dt = / g ()t = —g' {6} = 0
y, por tanto,
oot = | " g(t)p(t)dt = A / " o06(t)dt = Ac = / " ept)dt = cfp)

Es decir, g = cen (a,b), que es lo que queriamos demostrar. El resto de la prueba se sigue, con
argumentos similares, por induccion sobre n. U
Se sigue que si y = g™ se anula en (—o0, b) U (b, 00) entonces podemos escribir

9(t) = pr(t)h(=t = b) + (1) + pr(t)h(t = b)

donde py,, pr son polinomios de grado <n — 1y v € C[—b,b], Yr\[-p,4) = 0.
Tomando derivadas generalizadas a ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos que

—_

y=g™ =~ 13 " (c, 0% (t +b) + d, 6P (t — b))

3

hi
o
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Tomando ahora la transformada de Fourier (generalizada) a ambos miembros de la igualdad, con-
cluimos que

3
—

y(s) = (is)"y(s) + Y (is)*(c,exp(ibs) + d, exp(—ibs))

©n=0
Ahora bien, gracias al teorema de inversion, sabemos que y(s) = %(s) = Z(s) = z(—s). Por tanto,
n—1
x(t) = (—it)"y(—t) + Z —it)"(c, exp(—ibt) + d,, exp(ibt)) (1)
n=0

y « = z(t) es una funcién en el sentido ordinario de la palabra, que es lo que queriamos demostrar. Es
mads, a la vista de la caracterizacion de los elementos de G(b) que hemos obtenido (ver (1)), se puede
probar de forma muy sencilla que dichas funciones satisfacen que tanto ellas como sus derivadas
sucesivas (de todos los 6rdenes) son CSG. Esto es evidente para la parte en la que aparece la suma

[y

3

(—2mit)"(c, exp(—ibt) + d,, exp(ibt)).

=
Il
o

Ahora bien, si y|_sp) € C[—b,b] ¥ Yr\[-s5) = 0, entonces
b
plt) =3(-1) = [ (s) explist)ds
—b

satisface
()] = ’/ is)"y(s)exp(ist)ds

lo que concluye la demostracion.
Ya estamos en condiciones de probar una version del teorema del muestreo vélida para el espacio
de sefales G(b).

<b”/ |v(s)lds, n=1,2,---,

Teorema 9 (Teorema del muestreo para G(b)) Supongamos que x € G(b) y 0 < T < 7. Entonces
x queda totalmente determinada a partir de sus valores muestrales {x(nT)},ez. En particular, si
tomamos T = 7, entonces x(l) se puede recuperar a partir de sus valores muestrales {x("")}nez

utilizando la siguiente expresion:

= nm . sin(bt — nm)
x(t) = (—)————.
(t) Z ( b ) bt — nm
n=—oo
Demostracion. Como = € G(b), sabemos que x es de hecho una sefial ordinaria y, por tanto, sucep-
tible de ser muestreada. Ahora, a partir de sus valores muestrales {x(nT’)},cz, podemos construir la

sefial generalizada

o0

v,(t) = > a(nT)s(t — nT).

n=—0oo
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Es facil comprobar que se satisfacen las siguientes identidades (en sentido generalizado):

o0 o0

vi(t)= Y x(nT)s(t—nT)= Y x(t)d(t—nT)==x(t) Y ot —nT)=z(t)(t),

n=—oo n=—oo n=—oo

donde Ml {¢} = >">" _ ¢(nT) es el tren de impulsos de periodo 7T'. Se sigue que

B = 5@l

1 [ 2 o 2
= 5 (fﬂ * ?nzz_oofs( - ?”)) ()
127 o [~ 2r
T DI GUEEIG
1 2
- 72 - —n)
Obviamente, la expresion anterior implica que T, es una sefal 2T”—periodica. Ademas, si T" < 7
entonces [—b,b] C [—~7, 7] y, por tanto, para cada valor { € R existe un tinico valor n € Z tal que
§—%n e [—Z, ). Se sigue que, al ser supp(Z) C [, b], en la expresi6n
A 1 = . 2

todos los sumandos se anulan excepto uno. De modo que 7 coincide con la extensién 2%-peri(’)dica
de la sefial %f a lo largo del eje real. En particular,

() = T7(&)x -4 (§), paratodo € R

y, por tanto,
x(t) = TF " (Z5(&) X6 (€)) (¢) paratodo ¢ € R.

Se sigue que = queda totalmente determinada a partir de x, y, por tanto, a partir de los valores mues-

trales {z(n7") }nez. Ademds, si T' = 7, entonces

f(f) = T (g)X[*b,b]

_ %n_zzoox(%)exp(—%lf)X[—bb](g)
para todo £ € R. Por tanto,
x(t) = %nzzoox(%)}"l (eXP(—%if)X[—b,b](f)) (t) = nzzooﬂ%)%’
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que es lo que queriamos demostrar. U

A continuacion incluimos un programa de Matlab en el que se ha implementado el teorema del
muestreo que acabamos de probar. En particular, dicho programa se ejecuta con la orden muestreoana-
logico(func,N,b,M). Y hace lo siguiente: Dada z(¢) una funcién que hemos implementado en un
fichero de Matlab de nombre func y supuesto que b es su ancho de banda, el programa calcula las
muestras {z(kT)}H__, con T = /b, y las utiliza para calcular la suma parcial enesima de la serie
cardinal zrecy(t) = ZkN:_N x(kT)sinc(bt/m — k) parat € [—M, M] y representa los resultados
obtenidos.

function s = muestreoanalogico (func,N,b,M)
Esta funcidén calcula los valores muestrales x(kT), k=-N,...,N, con T=pi/b, de la sefial
limitada x(t) (con ancho de banda <=b) y, a partir de dichos valores, la recupera en el
con un espaciado dt = 0.01.

func = Nombre del fichero que contiene la funcidn x(t) que se va a muestrear. Dicha func
admitir como entrada un vector (t_1,...,t_N) y producir como salida el vector (x(t_1),..

N = Numero de muestras a usar.

Autores: J. M. Almira, A. E. Romero (2005).

o0 o0 o° o O O A ° O o oP

close all; T=pi/b;

% A continuacidn obtenemos el manejador de funcidén desde la cadena ‘func’

funcion = str2func (func);

% (Esta sentencia no se puede usar en versiones anteriores a Matlab 7.0. A lo largo del pr

se proponen los cambios adecuados para dichas versiones)

[

% Definimos los puntos muestrales

=(=(N*T)) :T: (N*T) ;

Evaluamos la funcidn sobre las muestras. Si estamos con una versidén de Matlab anterior
podemos usar la sentencia:

y=feval (func, xp) ;

b
o

o° o oe

y=funcion (xp) ;

% Definimos el eje temporal

dt=0.01; t=(-M) :dt:M;
Evaluamos la funcidn en el eje temporal t.

Si estamos con una versidn de Matlab anterior a la 7.0, podemos usar la sentencia:
z=feval (func, t);

=funcion (t);
Comenzamos el cdlculo de la sefal recuperada.

Si estamos con una versidn de Matlab anterior a la 7.0, podemos usar la sentencia:
s = feval (func,0) .* sinc ((b/pi).*t);

s = funcion(0) .* sinc((b/pi).*t);

% Realizamos el cdlculo de la sefial recuperada para todos los valores de t.

for k = 1:N;

s = s + y(N+1+k) .*sinc ((b/pi) .» (t-k*T))+...

y (N+1-k) .xsinc ((b/pi) . (t+k=T));

o° oo oP

N

o o o
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end

% Dibujamos los resultados obtenidos.

figure; subplot(3,1,1); plot(t,s,’'b’, t, z, 'r’); xlabel(’Senales original (rojo) y recupe
subplot (3,1,2); stem(xp,y); xlabel (’'Muestras tomadas’)

subplot (3,1,3); plot(t,s-z,’'b");xlabel (’error’);
Utilizamos el programa anterior para exponer un ejemplo:

Ejemplo 1 Tomamos x(t) = 10sin®(t) cos(t). Si tenemos en cuenta que

it _ ot 3 eit | it
t) =10
z(t) ( % ) 2

entonces es fdcil comprobar que el ancho de banda de x(t) es 4, puesto que, al desarrollar las opera-
ciones que aparecen el el segundo miembro de la igualdad anterior, se obtiene que

x(t) _ %i (eit _ efit)Q (eit _ efit) (eit + efit) _ §i€4it 4.

Ahora, aplicamos a dicha funcion el programa muestreoanalogico para varias elecciones de N, by
M.

En particular, tomando N = 30y b = 3,9, M = 3w, obtenemos los resultados que se reflejan en
la siguiente figura:

Es evidente que hemos obtenido un alias puesto que el ancho de banda elegido es inferior al ancho
de banda de la sefial x(t). Ahora bien, si tomamos las mismas muestras y el mismo intervalo, pero
con ancho de banda b = 4,1 (ligeramente superior al ancho de banda de x(t)), obtenemos:
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0 2
Sefiales original (ojo) y recuperada (azul)

IS I Tl L L]

En este caso la recuperacion ha sido buena (aunque no excelente). Para mejorar el error podemos
optar bien por imponer un ancho de banda aiin mayor (en cuyo caso el error disminuye dentro del
intervalo [—~N7, NT|, aunque dicho intervalo se hace cada vez mds pequerio) o bien aumentar el

nimero de muestras. Veamos, por ejemplo, lo que sucede si tomamos b = 5:

y si tomamos b = 4,1 pero N = 100:
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