
LAFA. Laboratorio de Análisis de Fourier Aplicado

Introducción a la teorı́a clásica del muestreo*

1. Teorema del Muestreo de Shannon-Whittaker-Kotelnikov
Supongamos que tomamos muestras sucesivas de una señal x(t) midiendo sus valores en los

instantes de tiempo {t1 < t2 < · · · < tm < ...}. Podemos entonces preguntarnos si realmente
la información que obtenemos es útil para lograr una descripción completa de la señal x(t). Evi-
dentemente, la respuesta es negativa en términos generales, ya que un conjunto discreto de valores
{x(t1), ..., x(tm), ...} no puede servir, en general, para determinar completamente la señal (que toma
valores en un continuo) x(t). Ahora bien, si supiésemos algo más sobre la señal, quizás la cosa cam-
biaba. Por ejemplo, para las señales de banda limitada podemos decir algo más.

Definición 1 La señal x(t) ∈ L2(R) se dice de banda limitada si la transformada de Fourier x̂(ξ)
posee soporte compacto. Es decir, x(t) se dice de banda limitada si existe algún b > 0 tal que
x̂(ξ) = 0 para todo |ξ| > b. El menor b verificando esta propiedad se llama ancho de banda de
la señal x(t). El espacio de las señales x(t) ∈ L2(R) tales que supp(x̂) ⊂ [−b, b] se denota por
PW(b)

La notación PW(b) se debe a que dicho espacio suele llamarse espacio de Paley-Wiener en honor
los matemáticos que caracterizaron los elementos de este espacio de la siguiente forma (ver [5], [54],
[33]):

PW(b) = {x(z) ∈ H(C) : x|R ∈ L2(R) y sup
z∈C

|x(z)|
eb|Im z| < ∞}.

*Este documento está basado ampliamente en el libro de texto del autor: J.M. Almira, “Matemáticas para la recu-
peración de señales”, Grupo Editorial Universitario, 2005.
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Las señales de banda limitada1 aparecen con frecuencia en aplicaciones reales. Por ejemplo, es cono-
cido que las señales de sonido que el oı́do humano puede percibir se mueven entre las frecuencias de
20Hz y 20,000Hz.

Desde el punto de vista matemático este tipo de señales posee importantes propiedades. El resul-
tado que deseamos probar es un ejemplo claro de la bondad de dichas señales.

Teorema 1 (Teorema del Muestreo. Shannon, Wittaker, Kotelnikov) Supongamos que x(t) ∈ L2(R)
y x̂(ξ) = 0 para todo |ξ| > b. Entonces x(t) queda completamente determinada a partir de sus val-
ores en los puntos {tn = nπ/b}n∈Z. Además, se satisface la siguiente fórmula:

x(t) =
∞∑

n=−∞
x(nT )sinc(

b

π
(t− nT )),

donde T = π
b

y

sinc(t) =

{
sin(πt)

πt
si t 6= 0

1 si t = 0

Demostración. Como x(t) ∈ L2(R) entonces x̂(ξ) ∈ L2(R), pero al ser la señal de banda limitada,
tenemos que también x̂(t) ∈ L1(R) y x(t) es diferenciable (en realidad, es una función analı́tica).
Podemos, pues, utilizar el teorema integral de Fourier. Por otra parte, la señal x̂(ξ) se puede desarrollar
en serie de Fourier en el intervalo [−b, b], ya que las exponenciales complejas {einπξ/b}n∈Z forman
una base ortogonal de L2(−b, b). En particular, los coeficientes de Fourier de x̂(ξ) están dados por

cn =
1

2b

∫ b

−b

x̂(ξ)e−inπξ/bdξ

Por conveniencia, escribimos la fórmula anterior como

c−n =
1

2b

∫ b

−b

x̂(ξ)einπξ/bdξ

Ahora bien, como x̂(ξ) = 0 para todo |ξ| > b, se tiene que en la anterior expresión podemos cambiar
el intervalo de integración [−b, b] por la recta real, y, por tanto,

c−n =
1

2b

∫ ∞

−∞
x̂(ξ)einπξ/bdξ =

π

b

1

2π

∫ ∞

−∞
x̂(ξ)eiξ nπ

b dξ =
π

b
x(

nπ

b
), n ∈ Z.

1R.E.A.C. Paley (1907-1933). Matemático inglés. Aunque comenzó sus investigaciones sobre series de Fourier con
Littlewood, fue Zygmund la persona que descubrió su talento y con quien colaboró más intensamente. Ellos demostraron
muchos resultados de existencia utilizando las ideas del libro de Borel, Calcul des probabilités denombrables. El famoso
libro de Zygmund, Trigonometric series (1935), debe mucho al trabajo conjunto de estos matemáticos. Viajó a estados
unidos para trabajar con N. Wiener. Desafortunadamente, murió muy joven, al quedar, accidentalmente, aplastado por una
avalancha de nieve mientras esquiaba en Canadá.

N. Wiener (1894-1964). Matemático estadounidense. Se graduó en Cornell y se doctoró en Harvard en 1913. Luego
estudió en Cambridge con B. Russell y en Göttingen con Hilbert. De su relación con los fisiólogos Cannon y Rosenblüth,
con los que colaboró en el instituto de Cardiologı́a de la Universidad de México, nacerı́a su gran descubrimiento: la
cibernética. En relación a los temas estudiados en este texto, es especialmente importante su libro The Fourier integral and
its applications(1933). También es interesante su autobiografı́a: I am a mathematician (1956) y, la recientemente publicada
biografı́a de J. M. Almira, “Norbert Wiener. Un matemático entre ingenieros”, en La Matemática en sus personajes, vol
41, Ed. Nivola, 2009.
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(En la última igualdad hemos usado el teorema integral de Fourier). Esto significa, obviamente,
que

x̂(ξ) =
π

b

∞∑
n=−∞

x(
nπ

b
)e−iξ nπ

b

= ĺım
N→∞

π

b

N∑
n=−N

x(
nπ

b
)e−iξ nπ

b ,

siendo la convergencia válida en el sentido de L2(−b, b) y, por tanto, también en el sentido de
L1(−b, b) (pues L2(−b, b) está inmerso continuamente en L1(−b, b), al ser b < ∞). Ahora bien,
como x̂(ξ) tiene soporte compacto, contenido en [−b, b], entonces podemos afirmar que, si multi-
plicamos el segundo miembro de la igualdad anterior por la función caracterı́stica de χ[−b,b](ξ) del
intervalo [−b, b], entonces las sumas parciales

π

b

N∑
n=−N

x(
nπ

b
)e−iξ nπ

b χ[−b,b](ξ)

convergen a x̂(ξ) en las normas de L2(R) y de L1(R) para n → ∞. Por otra parte, la transformada
inversa de Fourier,

F−1(y(ξ)) =
1

2π

∫ ∞

−∞
y(ξ)eiξtdξ,

es un operador acotado F−1 : L2(R) → L2(R) (esto es el Teorema de Parseval) y también es un
operador acotado F−1 : L1(R) → C0(R). Teniendo todo esto en cuenta, ası́ como el hecho de que
podemos utilizar el Teorema integral de Fourier para la señal x(t) y, por tanto, x(t) = F−1(x̂(ξ)),
podemos afirmar que:

x(t) = F−1(x̂(ξ)) = F−1

(
ĺım

N→∞
π

b

N∑
n=−N

x(
nπ

b
)e−iξ nπ

b χ[−b,b](ξ)

)

= ĺım
N→∞

π

b

N∑
n=−N

x(
nπ

b
)F−1(e−iξ nπ

b χ[−b,b](ξ)),

siendo la convergencia tanto en norma L2(R) como en norma uniforme (i.e., en la norma de C0(R)).
Ahora bien,

F−1(e−iξ nπ
b χ[−b,b](ξ)) =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−iξ nπ

b χ[−b,b](ξ)e
iξtdξ

=
1

2π

∫ b

−b

e−iξ nπ
b eiξtdξ

=
1

2π

∫ b

−b

eiξt−iξ nπ
b dξ

=
b

π

sin(bt− nπ)

bt− nπ
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Esto concluye la prueba del teorema2. ¤
Por supuesto, existe una versión dual del teorema del muestreo, para señales de tiempo limitado

que son muestreadas en el dominio de la frecuencia. (La demostración es análoga a la anterior. Para
verlo, téngase en cuenta la simetrı́a que existe entre la transformada de Fourier y su inversa)(ver [54]).

Teorema 2 Supongamos que x̂(ξ) ∈ L2(R) y x(t) = 0 para todo |t| > L. Entonces x̂(ξ) queda com-
pletamente determinada a partir de sus valores en los puntos {ξn = nπ/L}n∈Z. Es más: se satisface
la siguiente fórmula:

x̂(ξ) =
∞∑

n=−∞
x̂(

nπ

L
)
sin(Lξ − nπ)

Lξ − nπ
.

2. Sobremuestreo
Desde el punto de vista práctico, la descomposición

x(t) =
∞∑

n=−∞
x(

nπ

b
)
sin(bt− nπ)

bt− nπ

tiene la desventaja de que en general la convergencia de la serie es lenta, debido a que la función
(sin t)/t, converge (para t → ∞) muy lentamente a cero. Podemos, pues, preguntarnos si es posible
recuperar la señal de banda limitada x(t) mediante algún otro proceso numéricamente más estable.

La respuesta es, afortunadamente, un sı́ rotundo. El truco se basa en la observación de que si la
transformada de Fourier de la señal x(t) tiene su soporte contenido en el intervalo [−b, b] entonces
también tiene su soporte en el intervalo [−c, c] para todo c > b. Esto permite utilizar el teorema
del muestreo para recuperar la señal x(t) a partir de los valores en {x(nπ

c
)}∞n=−∞. En principio, se

obtendrı́a el desarrollo en serie

x(t) =
π

c

∞∑
n=−∞

x(
nπ

c
)
sin(ct− nπ)

ct− nπ
.

Ahora bien, si hacemos las cuentas de esta forma, no evitaremos que la velocidad de convergencia
sea excesivamente lenta. Téngase en cuenta que si se introduce ruido en las mediciones de x(t) en
los nodos {nπ

c
}, de modo que en realidad estamos evaluando la señal x∗(nπ

c
) = x(nπ

c
) + ηn, n ∈ Z,

2Parece ser que este resultado fue demostrado de forma independiente (y en contextos y momentos diferentes) por
estos tres cientı́ficos.

Shannon (1916-2001). Matemático estadounidense. Realizó, en el MIT, una tesina sobre el uso del álgebra de Boole
para el análisis de circuitos y una tesis sobre genética teórica (1940). En 1941 ingresó en la compañia de teléfonos AT&T,
como investigador matemático. Entonces publicó su famoso trabajo: A Mathematical Theory of Communication, donde,
entre otras cosas, demuestra el teorema del muestreo y funda la Teorı́a de la Comunicación.

A. P. Kotelnikov (1865-1944). Matemático ruso. Dedicó toda su vida a temas de Geometrı́a y aplicaciones en Mecánica
Teórica.
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entonces tendremos que la señal reconstruida estará dada por:

x∗(t) =
π

c

∞∑
n=−∞

x∗(
nπ

c
)
sin(ct− nπ)

ct− nπ

=
π

c

∞∑
n=−∞

x(
nπ

c
)
sin(ct− nπ)

ct− nπ
+

π

c

∞∑
n=−∞

ηn
sin(ct− nπ)

ct− nπ

= x(t) +
π

c

∞∑
n=−∞

ηn
sin(ct− nπ)

ct− nπ
.

Si evaluamos, por ejemplo, en t = π
2c

, obtendremos que el error de cálculo en dicho punto está dado
por

x∗(
π

2c
)− x(

π

2c
) =

π

c

∞∑
n=−∞

ηn
(−1)n

π
2
− nπ

y, por tanto, es posible que dicho error sea infinito incluso para un ruido {ηn}∞n=−∞ ∈ l∞(Z) (de
hecho, basta tomar ηn = (−1)n, n ∈ Z).

¿Qué podemos hacer, pues, para mejorar la convergencia?. Consideramos el desarrollo en serie de
Fourier de x̂(ξ) ∈ L2(−c, c),

x̂(ξ) =
π

c

∞∑
n=−∞

x(
nπ

c
)e−iξ nπ

c .

Como supp(x) ⊂ [−b, b], podemos entonces multiplicar el segundo miembro de la igualdad anterior
por la función (ver la figura)

Rb,c(ξ) =





1 si |ξ| ≤ b

1− |ξ|−b
c−b

si b ≤ |ξ| ≤ c

0 en cualquier otro caso

-6 -4 -2 2 4 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R3,5(ξ)

obteniéndose que, en realidad,

x̂(ξ) =
π

c

∞∑
n=−∞

x(
nπ

c
)e−iξ nπ

c Rb,c(ξ),

5
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siendo la convergencia válida en las normas de L2(R) y L1(R). Ahora bien, la transformada de Fourier
inversa de Rb,c(ξ) es la función

Gb,c(t) = F−1(Rb,c(ξ))(t) =

{
cos(bt)−cos(ct)

π(c−b)t2
si t 6= 0

b+c
2π

si t = 0

y, por tanto,
F−1(e−iξ nπ

c Rb,c(ξ))(t) = Gb,c(t− nπ

c
), n ∈ Z.

Teniendo nuevamente en cuenta las propiedades de acotación del operador transformada inversa,
ası́ como el hecho de que para x(t) se satisface el teorema integral de Fourier, se concluye que

x(t) = F−1(x̂(ξ)) =
π

c

∞∑
n=−∞

x(
nπ

c
)Gb,c(t− nπ

c
)

=
∞∑

n=−∞
x(

nπ

c
)
cos(b(t− nπ

c
))− cos(c(t− nπ

c
))

c(c− b)(t− nπ
c

)2
,

siendo la convergencia uniforme en toda la recta real y también en el sentido de L2(R).
Es claro que los argumentos anteriores finalizan la demostración del siguiente resultado:

Teorema 3 (Sobremuestreo) Supongamos que x(t) es una señal de banda limitada, cuyo ancho de
banda es b > 0, y supongamos que b < c. Entonces podemos reconstruir la señal x(t) a partir de los
valores {x(nπ

c
)}∞n=−∞, como sigue:

x(t) =
∞∑

n=−∞
x(

nπ

c
)
cos(b(t− nπ

c
))− cos(c(t− nπ

c
))

c(c− b)(t− nπ
c

)2
.

Además, la serie del segundo miembro de la igualdad anterior converge en C0(R) y en L2(R).

Es más, podemos ahora demostrar que el proceso de sobremuestreo descrito por el teorema ante-
rior es numéricamente estable:

Teorema 4 Con la notación introducida en el teorema anterior, si cada valor x(nπ
c

) se mide sujeto
a un posible error, que está acotado (uniformemente en n) por δ > 0, entonces la señal recuperada
dista en norma uniforme de la señal de partida, a lo sumo

δ

(
b + c

c
+

2

3

c

c− b

)

Demostración. Si nos ponemos bajo las hipótesis del teorema y denotamos por x∗(t) la señal recu-
perada (que, en principio, no coincide con la señal original x(t)), entonces el ruido está acotado de la
siguiente forma:

|x∗(t)− x(t)| ≤ δ

∞∑
n=−∞

∣∣∣∣
cos(b(t− nπ

c
))− cos(c(t− nπ

c
))

c(c− b)(t− nπ
c

)2

∣∣∣∣

6
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Vamos a suponer momentáneamente que t ∈ (0, π
c
). Si n ≥ 2, entonces (t − nπ

c
)2 ≥ (nπ

c
− π

c
)2 =

(n− 1)2 π2

c2
y

∣∣∣∣
cos(b(t− nπ

c
))− cos(c(t− nπ

c
))

c(c− b)(t− nπ
c

)2

∣∣∣∣ ≤
2

c(c− b)(n− 1)2 π2

c2

≤ 2c

(c− b)(n− 1)2π2
.

Por otra parte, si n ≤ −1, entonces (t− nπ
c

)2 ≥ (nπ
c

)2 = n2 π2

c2
y

∣∣∣∣
cos(b(t− nπ

c
))− cos(c(t− nπ

c
))

c(c− b)(t− nπ
c

)2

∣∣∣∣ ≤
2

c(c− b)n2 π2

c2

≤ 2c

(c− b)n2π2
.

Además, si n = 0, entonces ∣∣∣∣
cos(bt)− cos(ct)

c(c− b)t2

∣∣∣∣ ≤
b + c

2c

y si n = 1, entonces también ∣∣∣∣
cos(b(t− π

c
))− cos(c(t− π

c
))

c(c− b)(t− π
c
)2

∣∣∣∣ ≤
b + c

2c
.

Utilizando todas las desigualdades anteriores, llegamos a que, para 0 < t < π
c
, el error producido por

el ruido se puede acotar como

|x∗(t)− x(t)| ≤ δ

( −1∑
n=−∞

2c

(c− b)n2π2
+

∞∑
n=2

2c

(c− b)(n− 1)2π2
+

b + c

c

)

= δ

(
b + c

c
+

2

3

c

c− b

)
,

que es lo que querı́amos demostrar. Obsérvese que hemos usado la fórmula
∑∞

n=1
1
n2 = π2

6
. Si t no

pertenece al intervalo (0, π
c
) y no es de la forma nπ

c
(n ∈ Z), entonces estará en algún intervalo de la

forma (k π
c
, (k+1)π

c
) y, por tanto, podremos repetir los argumentos anteriores mediante una traslación

adecuada. Esto finaliza la prueba. ¤

2.0.1. Algunos comentarios basados en el estudio de un ejemplo

Tomemos x(t) = −5 cos(5t)+sin(5t)
t2

. Esta función es de banda limitada, pues su transformada de
Fourier está dada por x̂(ξ) = ξχ[−5,5](ξ), donde χ[a,b] denota la función caracterı́stica del intervalo
[a, b] (ver los gráficos).

-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

-6 -4 -2 2 4 6

-10

-5

5

10
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Podemos, pues, aplicar tanto el teorema del muestreo como el teorema de sobremuestreo para re-
cuperar la señal x(t) completamente. Ahora, nos interesa disponer de información sobre la velocidad
de convergencia de las series

MNx(t) =
N∑

n=−N

x(n
π

b
)
sin(bt− nπ)

bt− nπ
, b = 5,

(que es una suma parcial de la serie cardinal, del teorema del muestreo)

SMNx(t) =
N∑
−N

x(
nπ

c
)
cos(b(t− nπ

c
))− cos(c(t− nπ

c
))

c(c− b)(t− nπ
c

)2
; b = 5, c = 6.

(que es una suma parcial de la serie que aparece en el teorema de sobremuestreo) y

SM∗
Nx(t) =

N∑
n=−N

x(n
π

c
)
sin ct− nπ

ct− nπ
, c = 6,

(que serı́a una suma parcial de la serie que aparece al usar el teorema del muestreo, tomando un ancho
de banda mayor; es decir: sobremuestreando sin usar el ”truco”de multiplicar por la función Rb,c(ξ))
para N →∞.

El siguiente gráfico representa los errores para M30x y SM30x y en el intervalo [0, 50] (la lı́nea
gris representa la curva del error para MNx(t) y la lı́nea negra representa el error para SMNx(t)):

10 20 30 40 50

-0.4

-0.2

0.2

0.4

Si hacemos el gráfico correspondiente para el intervalo [−50, 50], obtenemos

8



LAFA. Laboratorio de Análisis de Fourier Aplicado

-40 -20 20 40

-0.4

-0.2

0.2

0.4

y si hacemos el gráfico de las mismas funciones en el intervalo [0, 150], obtenemos

20 40 60 80 100 120 140

-0.4

-0.2

0.2

0.4

Por otra parte, si calculamos el gráfico correspondiente para N = 50, obtenemos (en el intervalo
[0, 50])

10 20 30 40 50

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

y si calculamos el gráfico de x(t)−SM50x(t) en [0, 50π
6
] ' [0, 26,18] (recuérdese que hemos tomado

b = 5, c = 6) y en un intervalo un poco menor (e.g., [0, 16]), obtenemos

9
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5 10 15 20 25

-0.03

-0.02

-0.01

0.01

0.02

0.03

2.5 5 7.5 10 12.5 15

-0.001

-0.0005

0.0005

0.001

0.0015

Finalmente, podemos comparar las sumas MNx (en gris) y SM∗
Nx (en negro) (N = 50, b = 5, c = 6),

obteniendo el gráfico

-10 -5 5 10

-0.1

-0.05

0.05

0.1

y si comparamos las sumas SM∗
Nx (en gris) y SMNx (en negro) ((N = 50, b = 5, c = 6) obtenemos

-10 -5 5 10

-0.004

-0.002

0.002

0.004

Los gráficos anteriores muestran claramente que la velocidad de convergencia de la serie que
aparece al utilizar el teorema del sobremuestreo es mejor que la de la serie que aparece al utilizar
el teorema del muestreo suponiendo un ancho de banda superior al que la señal tiene en realidad,
y ésta es a su vez mejor que la convergencia que se obtiene de utilizar el teorema del muestreo de
Wittaker-Shannon-Kotelnikov (ajustando el ancho de banda a la realidad). De hecho, si nos fijamos
en estos gráficos descubrimos que:

Existe cierta simetrı́a respecto del origen.

Existe un intervalo (cuyo tamaño depende de N , siendo aproximadamente igual a [−N π
c
, N π

c
])

donde el sobremuestreo proporciona errores muy bajos en comparación al muestreo estándar.

Lejos del origen de coordenadas, los errores que se obtienen convergen a cero a una velocidad
similar a la velocidad de convergencia a cero de x(t) para |t| → ∞.

Afirmamos que (de forma genérica) las propiedades anteriores se verifican para todos los ejemplos
de señales x(t) ∈ PW(b) que se desarrollen.

10
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Otra de las propiedades que podemos destacar de la suma

MNx(t) =
+N∑

n=−N

x(
nπ

b
)
sin(bt− nπ)

bt− nπ

es que ésta interpola a la señal x(t) en los nodos {−N π
b
, · · · , 0, · · · , N π

b
}, pues las funciones hn(t) =

sin(bt−nπ)
bt−nπ

, n ∈ Z, satisfacen las igualdades

hn(m
π

b
) = δn,m =

{
1 si m = n
0 en cualquier otro caso.

De esta forma, podemos interpretar el teorema del muestreo como resultado de tomar N → ∞ para
cierto proceso de interpolación sobre los 2N+1 nodos equiespaciados {−N π

b
, (−N+1)π

b
, · · · , 0, · · · , N π

b
}.

3. Aliasing
Si utilizamos la serie cardinal que aparece en el teorema del muestreo (para PW(b)) para la

reconstrucción de una señal x(t) 6∈ PW(b), entonces se produce un fenómeno conocido como alias-
ing y que consiste básicamente en que la serie converge a una señal (a la que llamamos alias) diferente
de la señal original x(t). El fenómeno de aliasing se puede, pues, producir bien porque la señal x(t)
es de banda limitada, pero su ancho de banda es mayor que b (de modo que estamos tomando menos
muestras de las que realmente se necesitan para recuperar la señal) o bien porque la señal no es de
banda limitada. Aún ası́, existen señales que no son de banda limitada pero para las cuales la serie
cardinal es convergente y, de hecho, podemos estimar el error de aliasing. En particular, se satisface el
siguiente importante resultado. No incluimos la demostración por considerarla excesivamente técnica,
aunque se podrı́a consultar en [10].

Teorema 5 (Brown, 1967) Supongamos que x̂(ξ) ∈ L1(R)∩L2(R) (en cuyo caso decimos que x(t)
es casi de banda limitada). Entonces x(t) ∈ C0(R) ∩ L2(R) y el error de aliasing

A(t) = x(t)−
∞∑

n=−∞
x(n

π

b
)
sin(bt− nπ)

bt− nπ

verifica la acotación:

|A(t)| ≤ 1

π

∫

|ξ|≥b

|x̂(ξ)|dξ.

Además, dicha acotación es óptima, pues se alcanza para x(t) =
sin(2b(t− π

2b
))

2b(t− π
2b

)
.

Finalizamos esta sección exponiendo tres ejemplos de aliasing. En el primero, tomamos la mis-
ma función del ejemplo desarrollado en la sección anterior, x(t) = −5 cos(5t)+sin(5t)

t2
. Se trata de una

función cuyo ancho de banda es exactamente igual a 5. Obtendremos un fenómeno de aliasing si
aplicamos el teorema del muestreo con un ancho de banda menor. Vamos, de hecho, a suponer que
el ancho de banda es 4 (un error, claro: pero en muchas situaciones reales no podemos saber con
certeza el ancho de banda de una señal). Dibujamos, en el siguiente gráfico, las funciones x(t) y∑30

n=−30 x(nπ
4

) sin(4t−nπ)
4t−nπ

:

11
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-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

En el segundo ejemplo tomamos como señal casi de banda limitada a x(t) = e−|t| (cuya transfor-
mada de Fourier es x̂(ξ) = 2

1+ξ2 ). Los gráficos de x(t) y x̂(ξ) son:

-10 -5 5 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-10 -5 5 10

0.5

1

1.5

2

Consideremos, pues, la aproximación de x(t) por las sumas parciales

MN,bx(t) =
N∑

n=−N

x(
nπ

b
)
sin(bt− nπ)

bt− nπ

Para b = 3 y N = 10 se obtienen los gráficos siguientes:

2 4 6 8 10
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0.4

0.6

0.8

1

2 4 6 8 10
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Para b = 50 y N = 100, obtenemos

2 4 6 8 10
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-0.005

-0.0025

0.0025

0.005

2 4 6 8 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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4. Principio de incertidumbre
Si utilizamos un poco de la teorı́a de funciones de variable compleja, el siguiente resultado es

sencillo de demostrar:

Teorema 6 Una señal x(t) ∈ L2(R) no puede ser simultaneamente de tiempo limitado y de banda
limitada, a no ser que se trate de la señal identicamente nula.

Demostración. Suponemos que x̂(ξ) = 0 para todo |ξ| > Ω, y x̂(ξ) ∈ L2(R). Entonces la función

h(z) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiξzx̂(ξ)dξ

no sólo tiene sentido para todo z ∈ C, sino que, además, se puede derivar bajo el signo integral,
demostrándose, pues, que se trata de una función entera. Teniendo encuenta ahora el teorema integral
de Fourier, se ve que h(z) extiende a la señal x(t) ∈ L2(R) al plano complejo. Como h(z) es entera,
por el principio de identidad, sus ceros son aislados y, por tanto, es imposible que se anule en ningún
intervalo (de interior no vacı́o) de la recta real. Esto demuestra que x = h|R no puede ser una señal
de tiempo limitado. El mismo tipo de argumento demuestra que si la señal de partida es de tiempo
limitado, su transformada de Fourier sólo tiene ceros aislados y, por tanto, la señal no puede ser de
banda limitada. ¤

El anterior resultado no es más que una forma débil de un principio general (que se llama, en el
contexto de la mecánica cuántica, principio de incertidumbre), que reza como sigue: si la señal x(t) se
anula, o es muy pequeña (en módulo) en el exterior de cierto intervalo pequeñito, entonces su versión
en el dominio de la frecuencia, x̂(ξ) debe de estar bastante dispersa (i..e., toma valores relativamente
grandes ( o al menos no despreciables, en el sentido de que contribuyen significativamente al área que
deja el grafo de su función de energı́a por encima del eje de absisas) en un intervalo bastante grande
de la recta real. Y también viceversa (i.e., cambiando los papeles de x y x̂, se satisface una afirmación
análoga). Para medir lo dispersa que pueda estar una señal alrrededor del punto a, se introduce la
siguiente magnitud:

∆ax =

∫∞
−∞(t− a)2|x(t)|2dt∫∞

−∞ |x(t)|2dt

En realidad, ∆ax mide en qué medida falla la señal x de estar concentrada en un entorno del punto
a. Más concretamente. si x es de módulo pequeño en un entorno del punto a ∈ R, entonces el
factor (t − a)2 hace que

∫∞
−∞(t − a)2|x(t)|2dt sea pequeño en comparación con

∫∞
−∞ |x(t)|2dt y,

por tanto, ∆ax ≈ 0. Por otra parte, si la señal x(t) está dispersa (contiene información significativa
sobre su energı́a) lejos de a, entonces el factor (t − a)2 incrementa dicho efecto y, por tanto, hace
que

∫∞
−∞(t − a)2|x(t)|2dt sea grande en comparación con

∫∞
−∞ |x(t)|2dt y, por tanto, ∆ax >> 0. El

siguiente resultado expresa, por tanto, que no es posible que ambas señales x y x̂ estén concentradas
simultáneamente en un entorno pequeño del punto a:

Teorema 7 (Principio de Incertidumbre) Para toda señal x ∈ L2(R) se tiene que

1

4
≤ (∆ax)(∆bx̂)

para todo (a, b) ∈ R2.

13
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Para la demostración del teorema anterior se pueden consultar, por ejemplo, los libros [20], [46],
[36].

5. Teorı́a del muestreo uniforme para señales generalizadas
Restringir la teorı́a del muestreo al espacio de Paley-Wiener PW(b) impide trabajar con muchas

funciones que aparecen con frecuencia en teorı́a de señales. Por ejemplo, las exponenciales complejas
eiwt no son elementos de PW(b) puesto que no son señales de energı́a finita (en el sentido de L2(R)).
Esta situación resulta del todo incómoda.

Es por tanto importante buscar una formulación del teorema del muestreo que sea aplicable a una
gama de situaciones lo más amplia posible. Para ello, se hace necesario introducir un concepto de
”señal de banda limitada”lo suficientemente general.

En particular, ¿Son las exponenciales complejas señales de banda limitada? La clave está en pensar
en dichas señales no como funciones ordinarias (que lo son) sino como señales generalizadas (que
también lo son) y utilizar la transformada de Fourier de funciones generalizadas para introducir el
concepto de señal de banda limitada.

Todo lo que se acaba de sugerir parece muy razonable. Sin embargo, nos encontramos con las
siguientes dificultades:

(D1) Las señales generalizadas son funcionales x : S→ C y, como funciones dependientes del tiem-
po, no es claro el significado de x(t0) para un valor dado t0 ∈ R. En particular, ¿qué significado
puede darse al proceso de muestreo en este contexto tan general?.

(D2) Teniendo en cuenta lo expresado en el item anterior, no queda claro cómo se pueda definir el
soporte de una función generalizada.

Afortunadamente estos escollos se pueden salvar.
Para empezar, damos sentido al soporte de una señal generalizada utilizando un argumento indi-

recto:

Definición 2 Decimos que la señal x ∈ G se anula sobre el abierto Ω ⊆ R si para toda función
φ ∈ S cuyo soporte satisface supp(φ) ⊆ Ω se tiene que x{φ} = 0.

Definición 3 Llamamos soporte de la señal x ∈ G, y lo denotamos por supp(x), al menor cerrado
K ⊆ R con la propiedad de que x se anula sobre Ω = R \K.

Ahora podemos definir el espacio de las señales (generalizadas) cuyo ancho de banda es finito
(i.e., las señales de banda limitada) de la siguiente forma:

Definición 4 Decimos que x ∈ G es una señal de banda limitada, con ancho de banda menor o igual
a b, si supp(x) ⊆ [−b, b].

Es evidente que
G(b) = {x ∈ G : supp(x̂) ⊆ [−b, b]}

14
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es un espacio vectorial. Ahora bien, ¿hasta qué punto podemos afirmar que G(b) es un espacio de
señales lo suficientemente amplio como para hacer interesante un teorema del muestreo válido para
G(b)?. A continuación vamos a caracterizar completamente los elementos de G(b). En particular,
vamos a probar que las señales x ∈ G(b) son de hecho funciones en el sentido ordinario de la palabra
y, por tanto, son suceptibles de ser muestreadas. Esto resuelve (D1).

Comenzamos observando que si x ∈ G(b) y denotamos por y a la transformada de Fourier y = x̂
entonces, al ser y una señal generalizada, existirá una función g ∈ CSG tal que y = g(n) (donde la
derivada se toma en sentido generalizado). De modo que

y{φ} = (−1)n

∫ ∞

−∞
y(t)φ(n)(t)dt ( para todo φ ∈ S).

Como supp(y) ⊆ [−b, b], tendremos que y = g(n) satisface g
(n)
|(−∞,b)∪(b∞) = 0. Por tanto, podemos

interpretar nuestra pregunta inicial en los siguientes términos: ¿qué funciones g ∈ CSG satisfacen
g

(n)
|(−∞,b)∪(b∞) = 0? Con el objetivo de responder a esta cuestión, demostramos el siguiente importante

resultado:

Teorema 8 (Solución de la ecuación diferencial generalizada g(n) = 0) Supongamos que g ∈ CSG
satisface la ecuación (g(n))|(a,b) = 0. Entonces g(t) = a0 + a1t + · · ·+ an−1t

n−1 para todo t ∈ (a, b)
y ciertos escalares a0, · · · , an−1.

Demostración. Estudiamos primero el caso n = 1. Sea g ∈ CSG tal que (g′)|(a,b) = 0 y sean φ, ϕ ∈
S tales que φ|R\(a,b) = ϕ|R\(a,b) = 0. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que

∫∞
−∞ φ(t)dt = 1.

Sean c =
∫∞
−∞ g(t)φ(t)dt y A =

∫∞
−∞ ϕ(t)dt. Definamos, además, la función ψ(t) =

∫ t

a
(ϕ(u) −

Aφ(u))du. Es fácil comprobar que ψ ∈ S y supp(ψ) ⊆ [a, b]. Además,
∫ ∞

−∞
g(t)(ϕ(t)− Aφ(t))dt =

∫ ∞

−∞
g(t)ψ′(t)dt = −g′{φ} = 0

y, por tanto,

g{ϕ} =

∫ ∞

−∞
g(t)ϕ(t)dt = A

∫ ∞

−∞
g(t)φ(t)dt = Ac =

∫ ∞

−∞
cϕ(t)dt = c{ϕ}

Es decir, g = c en (a, b), que es lo que querı́amos demostrar. El resto de la prueba se sigue, con
argumentos similares, por inducción sobre n. ¤

Se sigue que si y = g(n) se anula en (−∞, b) ∪ (b,∞) entonces podemos escribir

g(t) = pL(t)h(−t− b) + γ(t) + pR(t)h(t− b)

donde pL, pR son polinomios de grado ≤ n− 1 y γ ∈ C[−b, b], γ|R\[−b,b] = 0.
Tomando derivadas generalizadas a ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos que

y = g(n) = γ(n) +
n−1∑
µ=0

(cµδ
(µ)(t + b) + dµδ

(µ)(t− b))
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Tomando ahora la transformada de Fourier (generalizada) a ambos miembros de la igualdad, con-
cluimos que

ŷ(s) = (is)nγ̂(s) +
n−1∑
µ=0

(is)µ(cµ exp(ibs) + dµ exp(−ibs))

Ahora bien, gracias al teorema de inversión, sabemos que ŷ(s) = ̂̂x(s) = x̃(s) = x(−s). Por tanto,

x(t) = (−it)nγ̂(−t) +
n−1∑
µ=0

(−it)µ(cµ exp(−ibt) + dµ exp(ibt)) (1)

y x = x(t) es una función en el sentido ordinario de la palabra, que es lo que querı́amos demostrar. Es
más, a la vista de la caracterización de los elementos de G(b) que hemos obtenido (ver (1)), se puede
probar de forma muy sencilla que dichas funciones satisfacen que tanto ellas como sus derivadas
sucesivas (de todos los órdenes) son CSG. Esto es evidente para la parte en la que aparece la suma

n−1∑
µ=0

(−2πit)µ(cµ exp(−ibt) + dµ exp(ibt)).

Ahora bien, si γ|[−b,b] ∈ C[−b, b] y γ|R\[−b,b] = 0, entonces

ρ(t) = γ̂(−t) =

∫ b

−b

γ(s) exp(ist)ds

satisface

|ρ(n)(t)| =
∣∣∣∣
∫ b

−b

(is)nγ(s) exp(ist)ds

∣∣∣∣ ≤ bn

∫ b

−b

|γ(s)|ds, n = 1, 2, · · · ,

lo que concluye la demostración.
Ya estamos en condiciones de probar una versión del teorema del muestreo válida para el espacio

de señales G(b).

Teorema 9 (Teorema del muestreo para G(b)) Supongamos que x ∈ G(b) y 0 < T ≤ π
b
. Entonces

x queda totalmente determinada a partir de sus valores muestrales {x(nT )}n∈Z. En particular, si
tomamos T = π

b
, entonces x(t) se puede recuperar a partir de sus valores muestrales {x(nπ

b
)}n∈Z

utilizando la siguiente expresión:

x(t) =
∞∑

n=−∞
x(

nπ

b
)
sin(bt− nπ)

bt− nπ
.

Demostración. Como x ∈ G(b), sabemos que x es de hecho una señal ordinaria y, por tanto, sucep-
tible de ser muestreada. Ahora, a partir de sus valores muestrales {x(nT )}n∈Z, podemos construir la
señal generalizada

xs(t) =
∞∑

n=−∞
x(nT )δ(t− nT ).
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Es fácil comprobar que se satisfacen las siguientes identidades (en sentido generalizado):

xs(t) =
∞∑

n=−∞
x(nT )δ(t− nT ) =

∞∑
n=−∞

x(t)δ(t− nT ) = x(t)
∞∑

n=−∞
δ(t− nT ) = x(t)IIIT (t),

donde IIIT{φ} =
∑∞

n=−∞ φ(nT ) es el tren de impulsos de periodo T . Se sigue que

x̂s(ξ) =
1

2π
(x̂ ∗ ÎIIT )(ξ)

=
1

2π

(
x̂ ∗ 2π

T

∞∑
n=−∞

δ(· − 2π

T
n)

)
(ξ)

=
1

2π

2π

T

∞∑
n=−∞

(
x̂ ∗ δ(· − 2π

T
n)

)
(ξ)

=
1

T

∞∑
n=−∞

x̂(ξ − 2π

T
n).

Obviamente, la expresión anterior implica que x̂s es una señal 2π
T

-periodica. Además, si T ≤ π
b

entonces [−b, b] ⊂ [− π
T
, π

T
] y, por tanto, para cada valor ξ ∈ R existe un único valor n ∈ Z tal que

ξ − 2π
T

n ∈ [− π
T
, π

T
). Se sigue que, al ser supp(x̂) ⊂ [−b, b], en la expresión

x̂s(ξ) =
1

T

∞∑
n=−∞

x̂(ξ − 2π

T
n)

todos los sumandos se anulan excepto uno. De modo que x̂s coincide con la extensión 2π
T

-periódica
de la señal 1

T
x̂ a lo largo del eje real. En particular,

x̂(ξ) = T x̂s(ξ)χ[−b,b](ξ), para todo ξ ∈ R
y, por tanto,

x(t) = TF−1
(
x̂s(ξ)χ[−b,b](ξ)

)
(t) para todo t ∈ R.

Se sigue que x queda totalmente determinada a partir de xs y, por tanto, a partir de los valores mues-
trales {x(nT )}n∈Z. Además, si T = π

b
, entonces

x̂(ξ) =
π

b
x̂s(ξ)χ[−b,b]

=
π

b

∞∑
n=−∞

x(
nπ

b
)
̂

δ(· − nπ

b
)(ξ)χ[−b,b](ξ)

=
π

b

∞∑
n=−∞

x(
nπ

b
) exp(−nπ

b
iξ)χ[−b,b](ξ).

para todo ξ ∈ R. Por tanto,

x(t) =
π

b

∞∑
n=−∞

x(
nπ

b
)F−1

(
exp(−nπ

b
iξ)χ[−b,b](ξ)

)
(t) =

∞∑
n=−∞

x(
nπ

b
)
sin(bt− nπ)

bt− nπ
,
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que es lo que querı́amos demostrar. ¤
A continuación incluimos un programa de Matlab en el que se ha implementado el teorema del

muestreo que acabamos de probar. En particular, dicho programa se ejecuta con la orden muestreoana-
logico(func,N,b,M). Y hace lo siguiente: Dada x(t) una función que hemos implementado en un
fichero de Matlab de nombre func y supuesto que b es su ancho de banda, el programa calcula las
muestras {x(kT )}N

k=−N , con T = π/b, y las utiliza para calcular la suma parcial enesima de la serie
cardinal xrecN(t) =

∑N
k=−N x(kT )sinc(bt/π − k) para t ∈ [−M, M ] y representa los resultados

obtenidos.

function s = muestreoanalogico(func,N,b,M)
% Esta función calcula los valores muestrales x(kT), k=-N,...,N, con T=pi/b, de la señal de banda
% limitada x(t) (con ancho de banda <=b) y, a partir de dichos valores, la recupera en el intervalo [-M,M]
% con un espaciado dt = 0.01.
%
% func = Nombre del fichero que contiene la función x(t) que se va a muestrear. Dicha función debe
% admitir como entrada un vector (t_1,...,t_N) y producir como salida el vector (x(t_1),...,x(t_N))
%
% N = Número de muestras a usar.
%
% Autores: J. M. Almira, A. E. Romero (2005).
%

close all; T=pi/b;
% A continuación obtenemos el manejador de función desde la cadena ‘func’
funcion = str2func(func);
% (Esta sentencia no se puede usar en versiones anteriores a Matlab 7.0. A lo largo del programa
% se proponen los cambios adecuados para dichas versiones)

% Definimos los puntos muestrales
xp=(-(N*T)):T:(N*T);
% Evaluamos la función sobre las muestras. Si estamos con una versión de Matlab anterior a la 7.0,
% podemos usar la sentencia:
% y=feval(func,xp);
y=funcion(xp);
% Definimos el eje temporal
dt=0.01; t=(-M):dt:M;
% Evaluamos la función en el eje temporal t.
% Si estamos con una versión de Matlab anterior a la 7.0, podemos usar la sentencia:
% z=feval(func,t);
z=funcion(t);
% Comenzamos el cálculo de la señal recuperada.
% Si estamos con una versión de Matlab anterior a la 7.0, podemos usar la sentencia:
% s = feval(func,0).* sinc((b/pi).*t);
s = funcion(0).* sinc((b/pi).*t);
% Realizamos el cálculo de la señal recuperada para todos los valores de t.
for k = 1:N;
s = s + y(N+1+k).*sinc((b/pi).*(t-k*T))+...
y(N+1-k).*sinc((b/pi).*(t+k*T));
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end
% Dibujamos los resultados obtenidos.
figure; subplot(3,1,1); plot(t,s,’b’, t, z, ’r’); xlabel(’Señales original (rojo) y recuperada (azul)’);
subplot(3,1,2); stem(xp,y); xlabel(’Muestras tomadas’)
subplot(3,1,3); plot(t,s-z,’b’);xlabel(’error’);

Utilizamos el programa anterior para exponer un ejemplo:

Ejemplo 1 Tomamos x(t) = 10 sin3(t) cos(t). Si tenemos en cuenta que

x(t) = 10

(
eit − e−it

2i

)3
eit + e−it

2
,

entonces es fácil comprobar que el ancho de banda de x(t) es 4, puesto que, al desarrollar las opera-
ciones que aparecen el el segundo miembro de la igualdad anterior, se obtiene que

x(t) =
10

16
i
(
eit − e−it

)2 (
eit − e−it

) (
eit + e−it

)
=

5

8
ie4it + · · · .

Ahora, aplicamos a dicha función el programa muestreoanalogico para varias elecciones de N, b y
M .

En particular, tomando N = 30 y b = 3,9, M = 3π, obtenemos los resultados que se reflejan en
la siguiente figura:

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
Señales original (rojo) y recuperada (azul)

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20 25
Muestras tomadas

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
error

Es evidente que hemos obtenido un alias puesto que el ancho de banda elegido es inferior al ancho
de banda de la señal x(t). Ahora bien, si tomamos las mismas muestras y el mismo intervalo, pero
con ancho de banda b = 4,1 (ligeramente superior al ancho de banda de x(t)), obtenemos:
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−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
Señales original (rojo) y recuperada (azul)

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20 25
Muestras tomadas

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
error

En este caso la recuperación ha sido buena (aunque no excelente). Para mejorar el error podemos
optar bien por imponer un ancho de banda aún mayor (en cuyo caso el error disminuye dentro del
intervalo [−N π

b
, N π

b
], aunque dicho intervalo se hace cada vez más pequeño) o bien aumentar el

número de muestras. Veamos, por ejemplo, lo que sucede si tomamos b = 5:

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
Señales original (rojo) y recuperada (azul)

−15 −10 −5 0 5 10 15 20
Muestras tomadas

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
error

y si tomamos b = 4,1 pero N = 100:
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−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
Señales original (rojo) y recuperada (azul)

−60 −40 −20 0 20 40 60 80
Muestras tomadas

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
error
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Math.-Phys. Classe Königgl. Sächs. Akad. Wiss. Leipzig 32 (1870) 49-56, 264-321.
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