
LAFA. Laboratorio de Análisis de Fourier Aplicado

Series de Fourier: Aspectos formales*

1. Funciones Ortogonales en intervalos
Si los vectores u = (u1, ..., un), v = (v1, ..., vn) son ortogonales (i.e. perpendiculares) en el

espacio Euclı́deo entonces, por el teorema de Pitágoras, resulta que

n∑
i=1

(u2
i + v2

i ) = ||u||2 + ||v||2 = ||u + v||2 =

=
n∑

i=1

(ui + vi)
2 =

n∑
i=1

(u2
i + v2

i ) + 2
n∑

i=1

uivi

y, por tanto,
n∑

i=1

uivi = 0.

Esto podrı́a dar lugar a varias interpretaciones -generalizaciones. Por ejemplo, si estamos interesados
en un concepto de ortogonalidad no para vectores sino para funciones en general, podrı́amos interpre-
tar los vectores como muestras de funciones (i.e., podemos pensar que u(t) es cierta función y nuestro
vector u = (u1, ..., un) está dado por uk = u(tk), para cierta elección de nodos equiespaciados en un
intervalo [a,b] (análogamente con el vector v) y, por tanto, podrı́amos interpretar h

∑n
i=1 uivi como

una suma de Riemann (espaciada uniformemente) de la integral
∫ b

a
uv. De esta forma, llegarı́amos al

siguiente concepto:

Definición 1 Dos funciones u,v son ortogonales en el intervalo [a, b] si

∫ b

a

u(t)v(t)dt = 0.

Podemos conseguir una interesante generalización si consideramos señales que puedan tomar
valores complejos e introducimos una función peso w(t):

*Este documento está basado ampliamente en el libro de texto del autor: J.M. Almira, “Matemáticas para la recu-
peración de señales”, Grupo Editorial Universitario, 2005.
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Definición 2 Dos funciones u,v son ortogonales en el intervalo [a, b] respecto de la función peso
w(t) si ∫ b

a

u(t)v(t)w(t)dt = 0.

Definición 3 El conjunto de funciones W se dice ortogonal en el intervalo [a, b] respecto de la fun-
ción peso w(t) si para cada par de elementos distintos u,v ∈ W, se tiene que

∫ b

a

u(t)v(t)w(t)dt = 0.

Un ejemplo de sistema de funciones ortogonales especialmente importante es el formado por las
exponenciales complejas {exp(int)}+∞

n=−∞, las cuales forman un sistema ortogonal en [−π, π] (esto
es muy fácil de comprobar).

Otro ejemplo importante son los senos y cosenos

{1, cos t, cos 2t, ..., sin t, sin 2t, ...},
que también forman un sistema ortogonal en [−π, π]. De hecho, las siguientes identidades se satis-
facen:

∫ π

−π

cos(nt) cos(mt)dt =





0 si n 6= m
π si n = m 6= 0
2π si n = m = 0∫ π

−π

sin(nt) sin(mt)dt =

{
π si n = m 6= 0
0 en otro caso∫ π

−π

sin(nt) cos(mt)dt = 0 para n,m arbitrarios.

Para ver cómo se derivan estas identidades, hacemos el cálculo de la integral
∫ π

−π
cos(nt) cos(mt)dt

en todos los casos. Empezamos suponiendo que n 6= m. Teniendo en cuenta la conocida identidad
trigonométrica

cos(nt) cos(mt) =
1

2
(cos((n + m)t) + cos((m− n)t))

se puede calcular una primitiva de cos(nt) cos(mt), que es la función:

1

2

(
sin((n + m)t)

n + m
+

sin((m− n)t)

m− n

)

y, por tanto,
∫ π

−π

cos(nt) cos(mt)dt =
1

2

(
sin((n + m)t)

n + m
+

sin((m− n)t)

m− n

)]π

−π

= 0

Si n = m 6= 0 hacemos uso de la identidad

cos2(nt) =
1

2
(1 + cos(2nt))

2
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para realizar el cálculo
∫ π

−π

cos2(nt)dt =
1

2

(
t +

sin(2nt)

2n

)]π

−π

= π.

Finalmente, si n = m = 0 entonces estamos integrando la constante 1 entre −π y π y, por tanto, el
valor de la integral es 2π.

Definición 4 Decimos que el sistema W ortogonal respecto de la función peso w(t) en el intervalo
[a, b] es completo si la única función ortogonal a W en el intervalo [a, b] respecto de la función
peso w(t), es x(t) ≡ 0 (i.e., si

∫ b

a
x(t)v(t)w(t)dt = 0 para todo v ∈ W implica que x(t) ≡ 0). Si

tratamos con señales x ∈ Lp(a, b), bastará exigir que x(t) = 0 en casi todo punto de [a, b].

2. Desarrollos formales
En esta sección vamos a buscar, utilizando argumentos heurı́sticos, la expresión de los coeficientes

de Fourier1 de una señal analógica x(t), t ∈ (−π, π] (equivalentemente, de una señal analógica 2π-
periódica x(t), t ∈ R). Ası́, supongamos que se satisface la relación

x(t) =
a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt))

(luego veremos porqué el término a0 queda dividido por 2). Queremos obtener una expresión para
cada uno de los coeficientes ak y bk. Para ello, multiplicamos ambos lados de la ecuación anterior
por cos(mt) (con m fijo) e integramos entre −π y π. Si la convergencia de la serie trigonométrica
del segundo miembro fuese lo bastante buena (e.g., si fuese uniforme en [−π, π]), y eso es lo que
supondremos por ahora, entonces tendrı́amos que

∫ π

−π

x(t) cos(mt)dt =

a0

2

∫ π

−π

cos(mt)dt

+
∞∑

k=1

(
ak

∫ π

−π

cos(mt) cos(kt)dt + bk

∫ π

−π

cos(mt) sin(kt)dt

)

= πam

y, por tanto,

am =
1

π

∫ π

−π

x(t) cos(mt)dt

1J. B. J. Fourier (1768-1830). Matemático francés. Fue alumno de Lagrange, Laplace y Monge en la École Normal de
Parı́s, donde ingresó en 1794. En 1798, se unió a la campaña de Egipto de Napoleón, como asesor cientı́fico. Posterior-
mente, ocupó un puesto admitistrativo en Grenoble, bajo el encargo directo de Napoleón. Fue durante este periódo que
escribió sus contribuciones matemáticas más importantes. En particular, entre 1804 y 1807 redactó su famosa memoria
sobre la propagación del calor en cuerpos sólidos, que es el trabajo en el que introduce los desarrollos en series de Fourier.
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para m = 0, 1, 2, ....(Es claro que dividimos a0 por dos para obtener la misma fórmula para todos los
am). De igual forma, si hubiésemos multiplicado ambos miembros del desarrollo de Fourier de x(t)
por sin(mt) y hubiésemos integrado entre −π y π, habrı́amos llegado a la conclusión de que

bm =
1

π

∫ π

−π

x(t) sin(mt)dt

para m = 1, 2, ...

Definición 5 En lo que sigue, la expresión

x(t) ∼ a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt))

indica que los coeficientes ak, bh están dados por ak = 1
π

∫ π

−π
x(t) cos(kt)dt y bh = 1

π

∫ π

−π
x(t) sin(ht)dt

para todo k ∈ N y todo h ∈ N \ {0}. En tal caso decimos que la suma

a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt))

es la serie de Fourier de la señal analógica (2π-periódica) x(t), y que ak, bh son sus coeficientes de
Fourier.

NOTACIÓN. Sea x(t) una señal 2π-periódica y consideremos sobre la recta real R la relación de
equivalencia:

x ∼2π y ⇔ x− y ∈ 2πZ = {2πk : k ∈ Z}
Entonces es claro que podemos considerar que nuestra señal x(t) está definida en el conjunto cociente
R/ ∼2π= R/2πZ (al cual se suele denotar también como T) mediante la relación x(t+2πZ) := x(t).
Además, toda función definida sobre T se puede tratar como una señal 2π-periódica definida sobre la
recta real. Para ello, basta definir x(t) := x(t + 2πZ).

Es por esta razón que muchos espacios de funciones cuyos elementos son señales periódicas se
tratan como espacios de funciones definidas sobre T. Ası́ pues, las señales con las que se trabaja
en este capı́tulo son precisamente los elementos de L1(T), el espacio de las señales 2π periódicas
integrables (en el sentido de Lebesgue) en [−π, π] dotado de la norma2 ‖x‖L1 =

∫ π

−π
|x(t)|dt.

Obsérvese que en la definición de la serie de Fourier de una señal, no se ha supuesto ningún tipo
especial de convergencia. Bien pudiera suceder que una serie de Fourier no es sumable.

Ejemplo 1 Sea x(t) la extensión 2π-periódica de la función

g(t) =

{
1/2 0 ≤ t < π
−1/2 −π ≤ t < 0

,

2A veces se considera la norma ‖x‖L1 = 1
2π

∫ π

−π
|x(t)|dt.
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¿cuál es su serie de Fourier?. Como g(−t) = −g(t) y cos(kt) = cos(−kt), los productos g(t) cos(kt)
(k ≥ 0) son funciones impares y, por tanto, ak = 0 para todo k. Con respecto a los coeficientes bk,
podemos comprobar que

bk =
1

π

(
−

∫ 0

−π

sin(kt)

2
dt +

∫ π

0

sin(kt)

2
dt

)

=
1

π

(∫ π

0

sin(kt)

2
dt +

∫ π

0

sin(kt)

2
dt

)

=
1

π

∫ π

0

sin(kt)dt

=
1

π

cos(kt)

k

]π

0

=
1

π

1 + (−1)k+1

k

=

{
2

πk
si k impar

0 otro caso

Esto nos lleva a la conclusión de que la serie de Fourier de nuestra señal es

x(t) ∼ 2

π

∞∑

k=0

1

2k + 1
sin((2k + 1)t)

2.1. Señales pares e impares
Las señales pares e impares aparecen con tanta frecuencia que el estudio de sus series de Fourier

quizás merece especial atención. Una razón para convencernos de ello es que toda señal x(t) se
descompone como suma de una señal par x+(t) y otra impar x−(t), de la siguiente forma:

x(t) =
1

2
(x(t) + x(−t))

︸ ︷︷ ︸
+

1

2
(x(t)− x(−t))

︸ ︷︷ ︸
x+(t) x−(t)

Para las señales impares se tiene que ak = 0 (k ≥ 0) y

bk =
2

π

∫ π

0

x(t) sin(kt)dt

para todo k ≥ 1. Por otra parte, si x(t) es impar, se tiene que bk = 0 (k ≥ 1) y

ak =
2

π

∫ π

0

x(t) cos(kt)dt

para todo k ≥ 0. Mediante el uso de ciertas simetrı́as respecto de t = π/2, podemos obtener series
de Fourier que sólo contengan coeficientes indexados con un número par (impar, resp.) Veamos un
ejemplo:
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Ejemplo 2 Consideramos la serie de Fourier de la función (2π-periódica) diente de sierra que
aparece en la figura.

1 2 3 4 5 6

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

Al ser una función impar, su serie de Fourier sólo contiene senos. Además, al integral contra
sin(kt) se tiene que

bk =
2

π

∫ π/2

0

t sin(kt)dt +
2

π

∫ π

π/2

(π − t) sin(kt)dt

Haciendo el cambio de variable s = π − t para la segunda integral que aparece en el segundo
miembro de la igualdad, obtenemos

bk =
2

π

∫ π/2

0

t sin(kt)dt +
2

π

∫ π/2

0

s sin(k(π − s))ds.

Ahora bien,

sin(k(π − s)) = sin(kπ) cos(ks)− cos(kπ) sin(ks) = (−1)k+1 sin(ks)

y, por tanto, para k par, las integrales se cancelan y para k impar, k = 2m + 1, se tiene que

b2m+1 =
4

π

∫ π/2

0

t sin((2m + 1)t)dt.

Integrando por partes,

b2m+1 =
4

π

{
t
− cos((2m + 1)t)

2m + 1

]π/2

0

+

∫ π/2

0

cos((2m + 1)t)

2m + 1
dt

}

=
4

π





sin( (2m+1)π
2

)

(2m + 1)2

]π/2

0



 = (−1)m 4

π(2m + 1)2

La correspondiente serie de Fourier es, pues,

g(t) ∼
∞∑

m=0

(−1)m 4

π(2m + 1)2
sin((2m + 1)t).

La siguiente gráfica muestra cómo utilizando pocos términos, la serie de Fourier truncada se
aproxima bastante rápido a la señal de partida.
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1 2 3 4 5 6

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

Evidentemente, añadiendo simetrı́as podemos cancelar más términos en la correspondiente serie
de Fourier. Además, mirando una serie de Fourier es también posible deducir simetrı́as de la corre-
spondiente función periódica asociada.

2.2. La serie de Fourier compleja
Comenzamos recordando la fórmula de Euler3: eiθ = cos θ + i sin θ. Si tenemos en cuenta las

paridades de las funciones sin θ y cos θ, entonces resulta que podemos invertir la relación de Euler de
la siguiente forma:

cos θ =
1

2
(eiθ + e−iθ)

sin θ =
1

2i
(eiθ − e−iθ) =

i

2
(e−iθ − eiθ)

o, lo que es lo mismo: (
cos θ
sin θ

)
=

(
1/2 1/2
−i/2 i/2

)(
eiθ

e−iθ

)

Como las funciones sin θ y cos θ son linealmente independientes y

det

(
1/2 1/2
−i/2 i/2

)
= i/2 6= 0

entonces las funciones {eiθ, e−iθ} también forman un sistema libre. En realidad, la sucesión de fun-
ciones

{
einθ

}∞
n=−∞ no sólo forma un sistema libre sino que es además un sistema ortogonal de fun-

ciones respecto del producto interior de

L2(−π, π) = {x : R→ C :

∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt < ∞},

3Un modo sencillo de demostrar la fórmula de Euler es el siguiente. Se escribe eiθ = u(θ)+iv(θ). Entonces, derivando
dos veces en ambos miembros de la igualdad se obtiene que −eiθ = u′′(θ) + iv′′(θ) y, por tanto, u′′ + u = v′′ + v = 0.
Ahora, teniendo en cuenta que e0 = 1 y ie0 = i, se ve que u(0) = 1, u′(0) = 0 y v(0) = 0, v′(0) = 1, de modo que
u(θ) = cos θ y v(θ) = sin θ.
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dado por

(x(t), y(t))L2(−π,π) =

∫ π

−π

x(t)y(t)dt.

De hecho, es fácil comprobar que

(einθ, eimθ)L2(−π,π) =

∫ π

−π

einθeimθdθ =

{
0 si n 6= m
2π si n = m

Ahora, dada una señal arbitraria x(t) ∈ L2(−π, π), podemos asociarle su serie (formal) de Fourier
compleja:

x(t) ∼
∞∑

n=−∞
cneint

mediante la asignación de sus coeficientes de Fourier

cn =
(x(t), eint)L2(−π,π)

(eint, eint)L2(−π,π)

=
(x(t), eint)L2(−π,π)

2π
=

1

2π

∫ π

−π

x(t)eintdt

=
1

2π

∫ π

−π

x(t)e−intdt (para n ∈ Z).

3. La serie de Fourier como operador F : L1(−π, π) → c0(Z)

Para cada señal x(t) ∈ L1(−π, π), en vez de considerar la serie (formal) de Fourier compleja
asociada

x(t) ∼
∞∑

n=−∞
cne

int,

podemos interesarnos directamente por los coeficientes de Fourier

cn =
1

2π

∫ π

−π

x(t)e−intdt, n = 0,±1,±2, ...

Como x(t) ∈ L1(−π, π), se sigue de la expresión anterior que la correspondiente sucesión de coefi-
cientes de Fourier, satisface {cn}∞n=−∞ ∈ l∞(Z) . De hecho, es claro que |cn| ≤ ||x(t)||L1(−π,π) para
todo n ∈ Z. Un resultado mucho más potente es el siguiente:

Teorema 1 (Lema de Riemann-Lebesgue) 4 Supongamos que x(t) ∈ L1(−π, π). Entonces los coe-
ficientes de Fourier de la señal x(t) satisfacen {cn}∞n=−∞ ∈ c0(Z).

4G. F. B. Riemann (1826-1866). Matemático alemán. Realizó su tesis doctoral en la universidad de Göttinga bajo la
dirección de Gauss. Sus contribuciones son importantes en varias ramas de las matemáticas (desde los fundamentos de
la Geometrı́a, hasta el problema de la distribución de los números primos, pasando por la teorı́a de funciones de variable
compleja, la topologı́a, etc.) Uno de los problemas abiertos más importantes de la actualidad es la llamada conjetura de
Riemann (sobre la distribución de los ceros de la función zeta de Riemann ξ(z) =

∑
n

1
nz ).

H. L. Lebesgue (1875-1941). Matemático francés. Fundador de la teorı́a de la medida. Su concepto de integral ha sido
muy importante para el desarrollo del Análisis de Fourier y del Análisis Funcional (muchos de los espacios de funciones
más importantes se definen utilizando la integral de Lebesgue).
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Demostración. Tenemos que demostrar que si x(t) ∈ L1(−π, π) entonces

ĺım
n→∞

∫ π

−π

x(t)e−intdt = ĺım
n→∞

∫ π

−π

x(t)(cos nt− i sin nt)dt = 0.

Para ello, bastará ver que

ĺım
n→∞

∫ π

−π

x(t) cos ntdt = ĺım
n→∞

∫ π

−π

x(t) sin ntdt = 0.

x(t)

x(t) cos(nt)

x(t) cos(Nt), N > n

9
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Si nos fijamos en los dibujos anteriores, nos damos cuenta de que el lema es intuitivamente cierto,
ya que el efecto de multiplicar la señal x(t) por cos(nt) es el de oscilar entre los gráficos de |x(t)| y
−|x(t)| más veces a mayores valores de n y, por tanto, el área encerrada por el eje de absisas y las
funciones x(t) cos nt, n = 1, 2..., resulta de ir comiéndose cada vez más trozos del área encerrada
entre las graficas de |x(t)| y −|x(t)| (que era un área finita, por hipótesis). Aún ası́, hay que realizar
una demostración rigurosa del resultado. Ahora bien, para evitar un exceso de abstracción vamos a
suponer que trabajamos con funciones integrables de Riemann.5

Dada una partición del intervalo [−π, π], −π = t0 < t1 < · · · < tn = π tomamos mi =
ı́nft∈(ti−1,ti) x(t) y definimos la función escalonada

g(t) =
n∑

i=1

miχ(ti−1,ti)(t) +
n∑

i=1

x(ti)χ{ti}(t).

Es claro que g(t) ≤ x(t) para todo t ∈ (−π, π). Por otra parte, se tiene que, dado ε > 0, si tomamos
n ∈ N suficientemente grande, entonces (usamos la definición de integral de Riemann)

∣∣∣∣
∫ π

−π

x(t) sin(Nt)dt−
∫ π

−π

g(t) sin(Nt)dt

∣∣∣∣ ≤
∫ π

−π

|(x(t)− g(t)) sin(Nt)| dt

≤
∫ π

−π

[x(t)− g(t)] dt

=

∫ π

−π

x(t)dt−
n∑

i=1

mi(ti − ti−1)

≤ ε

2

Por tanto,
∣∣∣∣
∫ π

−π

x(t) sin(Nt)dt

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ π

−π

g(t) sin(Nt)dt

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫ π

−π

x(t) sin(Nt)dt−
∫ π

−π

g(t) sin(Nt)dt

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ π

−π

g(t) sin(Nt)dt

∣∣∣∣ +
ε

2

Ahora bien,
∣∣∣∣
∫ π

−π

g(t) sin(Nt)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

mi

∫ ti

ti−1

sin(Nt)dt

∣∣∣∣∣

=
1

N

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

mi(cos(Nti)− cos(Nti−1))

∣∣∣∣∣

≤ 2

N

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

mi

∣∣∣∣∣
5Por supuesto, el resultado es cierto también en el contexto más general de las funciones integrables según Lebesgue

(ver [13], [37]).
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Como n está fijo, tomando N suficientemente grande, podemos concluir que
∣∣∣∣
∫ π

−π

g(t) sin(Nt)dt

∣∣∣∣ ≤
ε

2

y, por tanto, ∣∣∣∣
∫ π

−π

x(t) sin(Nt)dt

∣∣∣∣ ≤ ε

para N suficientemente grande. Esto concluye la demostración, ya que para la integral
∫ π

−π

x(t) cos(Nt)dt

los cálculos son análogos. ¤

Para resaltar la dependencia que existe entre una señal y sus coeficientes de Fourier, es muy
usual denotar el coeficiente cn como cn = x̂(n) (ver, por ejemplo, [37]). De esta forma, se define un
operador F : L1(−π, π) → c0(Z), F(x) = {x̂(n)}∞n=−∞. En esta sección vamos a estudiar algunas
de las propiedades elementales de F .

Para empezar, es obvio que F es un operador lineal (i.e., ̂(ax + by)(n) = ax̂(n) + bŷ(n) para
a, b ∈ C y x(t), y(t) ∈ L1(−π, π)) y continuo, pues

||F(x)||c0(Z) = sup
n∈Z

|x̂(n)| ≤ ||x(t)||L1(−π,π)

para toda señal x(t) ∈ L1(−π, π)). Además, las siguientes propiedades elementales también se verif-
ican:

Si x(t) := x(t) para todo t ∈ (−π, π), entonces x̂(n) = x̂(−n), para todo n ∈ Z.

Si extendemos x(t) como función 2π-periódica a todo R y, posteriormente, definimos, dado
δ ∈ R fijo, la función xδ(t) := x(t− δ), entonces x̂δ(n) = x̂(n)e−inδ, para todo n ∈ Z.

Si x(t) ∈ L1(−π, π) es tal que x̂(0) = 0 (i.e., su valor medio
∫ π

−π
x(t)dt es igual a cero) y

definimos X(t) =
∫ t

0
x(s)ds, entonces X(t) se puede extender con continuidad como función

2π-periódica y se satisface la relación X̂(n) = 1
in

x̂(n) para todo n 6= 0.

Demostración. Sólo demostramos la última afirmación pues, aunque la prueba es sencilla (las otras
son también simples ejercicios), conlleva una integración por partes: método que emplearemos con
frecuencia para realizar múltiples cálculos.

Que X(t) se puede extender con continuidad como función 2π-periódica se deduce de lo siguiente:
primero extendemos x(t) como función 2π-periódica (aunque probablemente, sin continuidad). A
continuación, definimos X(t) =

∫ t

0
x(s)ds, ahora para t ∈ R arbitrario. La señal ası́ definida es

continua claramente. Además,

X(t + 2π)−X(t) =

∫ t+2π

t

x(s)ds =

∫ π

−π

x(η)dη = 0 (donde η = s− t− π),

11
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y por tanto, X(t) es 2π-periódica. Por otra parte,

X̂(n) =
1

2π

∫ π

−π

X(t)e−intdt

=
1

2π

(
X(t)

e−int

−in

]π

−π

+
1

in

∫ π

−π

X ′(t)e−intdt

)

=
1

in

1

2π

∫ π

−π

x(t)e−intdt =
1

in
x̂(n); n = ±1,±2, ...,

como querı́amos demostrar. ¤
Evidentemente, si pasamos de considerar una señal arbitraria x(t) (con valor medio cero) a con-

siderar su integral X(t) =
∫ t

0
x(s)ds, es claro que ésta última es más suave. El efecto que se produce

en los coeficientes de Fourier es una mayor velocidad de convergencia a cero (de hecho, es posible
que los coeficientes de la señal de partida no converjan a cero, pero los de la señal suavizada conver-
gen a cero forzosamente). En realidad existe una estrecha relación entre la suavidad de una señal y la
velocidad de convergencia a cero de sus coeficientes de Fourier, pudiendo afirmarse en general, que a
mayor velocidad de convergencia de los coeficientes de Fourier, más suave será la señal, y viceversa.

4. Coeficientes de Fourier y convolución de señales periódicas
Ya hemos explicado en el capı́tulo anterior que la convolución es una operación muy importante

en teorı́a de señales, de modo que serı́a interesante conocer qué efecto tiene sobre los coeficientes de
Fourier de una señal periódica.

Para empezar, es importante observar que se puede definir una operación de convolución que
transforma señales periódicas en señales periódicas. Esto se hace de la siguiente forma: Supongamos
que x(t), y(t) son funciones 2π-periódicas6. Entonces su convolución está dada por la expresión

(x ∗ y)(t) :=
1

2π

∫ π

−π

x(s)y(t− s)ds.

Es fácil comprobar que (x ∗ y)(t + 2π) = (x ∗ y)(t) para todo t ∈ R.

Teorema 2 (Convolución y coeficientes de Fourier) Supongamos que x(t), y(t) ∈ L1(−π, π) se
extienden como funciones 2π-periódicas a todo R. Entonces la convolución

h(t) = (x ∗ y)(t) =
1

2π

∫ π

−π

x(s)y(t− s)ds =
1

2π

∫ π

−π

x(t− s)y(s)ds

satisface h(t) ∈ L1(−π, π) y ||h||L1(−π,π) ≤ 1
2π
||x||L1(−π,π)||y||L1(−π,π). Además, la relación

ĥ(n) = x̂(n)ŷ(n)

6Es evidente que este concepto admite una generalización obvia para el estudio de señales T -periódicas con T > 0
arbitrario. Basta tomar (x ∗ y)(t) := 1

T

∫ T
2

−T
2

x(s)y(t− s)ds.

12
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se satisface para todo n ∈ Z. Finalmente, la relación:

x̂y(n) =
∞∑

k=−∞
x̂(k)ŷ(n− k)

se satisface para todo n ∈ Z (i.e., F(xy) = F(x) ∗ F(y)).

Demostración. Realizamos un breve esbozo de la prueba (no la completamos con todos los detalles,
pues ello conlleva un poco de teorı́a de la medida, y no es el caso para un curso del nivel que pretende-
mos. Para una prueba completamente rigurosa, ver [37, pg. 5]). Empezamos esbozando la prueba de
que h(t) ∈ L1(−π, π) y ||h||L1(−π,π) ≤ 1

2π
||x||L1(−π,π)||y||L1(−π,π), para lo que hacemos la siguiente

cuenta:

||h||L1(−π,π) =

∫ π

−π

|h(t)|dt =
1

2π

∫ π

−π

(∣∣∣∣
∫ π

−π

x(s)y(t− s)ds

∣∣∣∣
)

dt

≤ 1

2π

∫ π

−π

(∫ π

−π

|x(s)y(t− s)| ds

)
dt

=
1

2π

∫ π

−π

(∫ π

−π

|x(s)y(t− s)| dt

)
ds (por el Teor. Fubini)

=
1

2π

∫ π

−π

|x(s)|
(∫ π

−π

|y(t− s)| dt

)
ds

=
1

2π
||y||L1(−π,π)

∫ π

−π

|x(s)|ds

=
1

2π
||y||L1(−π,π)||x||L1(−π,π).

Veamos ahora qué sucede con los coeficientes de Fourier de h:

ĥ(n) =
1

2π

∫ π

−π

h(t)e−intdt =
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π

x(s)y(t− s)ds

)
e−intdt

=
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π

x(s)y(t− s)e−intdt

)
ds

=
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π

x(s)e−insy(t− s)e−in(t−s)dt

)
ds

=
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π

y(t− s)e−in(t−s)dt

)
x(s)e−insds

=
1

2π

∫ π

−π

ŷ(n)x(s)e−insds = ŷ(n)x̂(n).

Finalmente, la propiedad F(xy) = F(x) ∗ F(y) se sigue esencialmente de que
( ∞∑

n=−∞
x̂(n)eint

)( ∞∑
n=−∞

ŷ(n)eint

)
=

∞∑
n=−∞

( ∞∑

k=−∞
x̂(k)ŷ(n− k)

)
eint. ¤

13
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Teniendo en cuenta que para señales arbitrarias x(t), y(t) ∈ L1(−π, π) se verifican las identidades
x̂ ∗ y(n) = x̂(n)ŷ(n) (n ∈ Z), podemos deducir la siguiente consecuencia: si convolucionamos una
señal x(t) contra otra señal y(t) que es suave hasta un orden prefijado (i.e., los coeficientes de Fourier
de y se van a cero con cierta velocidad prefijada), entonces la señal resultante es al menos tan suave
como la señal de partida y (i.e., se tiene que |(x̂ ∗ y)(n)| = |x̂(n)||ŷ(n)| ≤ ||F(x)||l∞(Z)|ŷ(n)| =
C|ŷ(n)|, n ∈ Z). Esto significa que, en general, la convolución de señales se puede interpretar que
produce un efecto de suavizado de la señal con la que se trabaja.

5. Aproximación por mı́nimos cuadrados
Dada una señal 2π-periódica x(t), podemos plantear como medida de aproximación a la señal x

mediante otra señal y el error cuadrático medio:
∫ π

−π
|x(t)− y(t)|2dt. Como veremos a continuación,

esta forma de medir posee ventajas sustanciales en comparación con la norma uniforme ||x− y||∞ =
supt∈[−π,π] |x(t)− y(t)|.

Si queremos aproximar nuestra señal con combinaciones lineales de senos y cosenos, de la forma

gN(t) =
A0

2
+

N∑

k=1

(Ak cos(kt) + Bk sin(kt)),

entonces buscaremos los coeficientes Ak, Bh (k ∈ {0, 1, ..., N}, h ∈ {1, ..., N}) de modo que la
función error

E(A0, .., AN , B1, ..., BN) =

∫ π

−π

[
x(t)−

(
A0

2
+

N∑

k=1

(Ak cos(kt) + Bk sin(kt))

)]2

dt

alcance su valor mı́nimo. Como E es derivable y consideramos que sus variables toman valores arbi-
trarios en todo R, su valor mı́nimo global debe ser también un extremo relativo, y por tanto, se calcula
mediante la búsqueda de los puntos crı́ticos (i.e., anulando todas las derivadas parciales). Ahora bien,

∂E

∂Am

=





∂
∂Am

(
A2

0

2
π − A0

∫ π

−π
x(t)dt

)
si m = 0

∂
∂Am

(
A2

m

∫ π

−π
cos2(mt)dt− 2Am

∫ π

−π
x(t) cos(mt)dt

)
si m > 0

= 2

(
πAm −

∫ π

−π

x(t) cos(mt)dt

)

∂E

∂Bh

=
∂

∂Bh

(
B2

h

∫ π

−π

sin2(ht)dt− 2Bh

∫ π

−π

x(t) sin(ht)dt

)

= 2

(
πBh −

∫ π

−π

x(t) sin(ht)dt

)

Por tanto, el único punto crı́tico de E proporciona como solución los coeficientes de la suma par-
cial N-ésima de la serie de Fourier de la señal x(t). Ahora bien, si tenemos en cuenta que E debe
poseer un mı́nimo global, por el Teorema de Weierstrass (sobre la existencia de extremos absolutos
para funciones continuas definidas sobre conjuntos cerrados y acotados de Rn), ya que basta tomar el

14



LAFA. Laboratorio de Análisis de Fourier Aplicado

mı́nimo absoluto que se alcanza en la bola cerrada de centro el origen de coordenadas de R2N+1 y ra-
dio R = 2

∫ π

−π
|x(t)|2dt, entonces dicho mı́nimo se alcanza exactamente en el punto crı́tico que hemos

calculado. Esto demuestra que, en el sentido de L2(−π, π), la suma parcial N−ésima SNx de la serie
de Fourier de la señal x ∈ L2(−π, π) es su mejor aproximación por polinomios trigonométricos de
grado ≤ N .

5.1. Algunas observaciones complementarias
Algunas observaciones son necesarias. Por ejemplo, es claro que la demostración que hemos es-

bozado funciona para cualquier sistema ortogonal de funciones W ={uk}N
k=0 en un intervalo [a, b]

respecto de una función peso w(t), ya que en tal caso podemos definir

E(A0, .., AN) =

∫ b

a

[
x(t)−

N∑

k=1

Akuk(t)

]2

w(t)dt

y, por tanto,

∂E

∂Am

=
∂

∂Am

(
A2

m

∫ b

a

u2
m(t)w(t)dt− 2Am

∫ b

a

x(t)um(t)w(t)dt

)

= 2

{(∫ b

a

u2
m(t)w(t)dt

)
Am −

∫ b

a

x(t)um(t)w(t)dt

}
,

lo que nos lleva a la conclusión de que el correspondiente punto crı́tico está dado por

Am =

∫ b

a
x(t)um(t)w(t)dt∫ b

a
u2

m(t)w(t)dt
, m = 0, 1, ..., N .

Este resultado fue probado por Gram7 en 1883 y posee algunas consecuencias importantes. Entre
ellas, cabe destacar las siguientes (cuya demostración se propondrá posteriormente como ejercicio
guiado, y en un contexto un poco más general):

Corolario 1 Si x(t) ∈ L2
w(a, b) y W ={uk}∞k=0 es un sistema ortogonal de funciones en (a, b) re-

specto de la función peso w(t), entonces son equivalentes:

i) La sumas parciales SW
N (x)(t) =

∑N
k=0 ckuk(t) del desarrollo de Fourier de x(t) repecto del

sistema W convergen a x(t) en L2
w(a, b).

7J. P. Gram (1850-1916). Matemático danés. Su primer trabajo importante apareció publicado en Math. Annalen bajo
el tı́tulo Sur quelques théorèmes fundamentaux de l’algebre moderne y proporcionó un fundamento sólido para la teorı́a
de los invariantes algebraicos. Trabajó para una compañia de seguros, lo que motivó su interés por el Análisis Numérico
y la Teorı́a de la Probabilidad. En 1879 publicó un artı́culo titulado On series expansions determined by the method of
least squares, logrando de esta forma obtener su tı́tulo de Doctor en Ciencias. Este trabajo se publicó en el Journal für
Mathematik y fue de capital importancia para el desarrollo posterior de la Teorı́a de Ecuaciones Integrales. Normalmente,
se le recuerda por el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt, que calcula, a partir de un conjunto de vectores
libres, otro conjunto de vectores libres que genera el mismo espacio pero forma un sistema ortogonal. Este resultado, sin
embargo, parece que se debe originalmente a Laplace y que ya Cauchy lo utilizaba de forma no trivial en 1836.
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ii) Se satisface la identidad de Parseval:

||x(t)||2L2
w(a,b) =

∞∑

k=0

c2
k||uk||2L2

w(a,b)

Corolario 2 (Desigualdad de Bessel) 8 Supongamos que x(t) ∈ L2
w(a, b) y que {uk}∞k=0 es un sis-

tema ortogonal de funciones en (a, b) respecto de la función peso w(t), entonces

∞∑

k=0

c2
k||uk||2L2

w(a,b) ≤ ||x(t)||2L2
w(a,b).

Corolario 3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) W ={uk}∞k=0 es un sistema ortogonal completo de funciones en (a, b) respecto de w(t).

ii) Para todo x(t) ∈ L2
w(a, b) se satisface la identidad de Parseval.

iii) El espacio vectorial span{uk}∞k=0 es denso en L2
w(a, b).

5.2. La serie de Fourier compleja como una isometrı́a F : L2(−π, π) → l2(Z)

La desigualdad de Bessel implica que F(L2(−π, π)) ⊆ l2(Z). Ahora bien, podemos preguntarnos
entonces si es cierto además que F(L2(−π, π)) = l2(Z). Si esto fuera ası́, entonces tendrı́amos clara-
mente que F : L2(−π, π) → l2(Z) es una isometrı́a de espacios de Hilbert. Pues bien: efectivamente,
tal es el caso. Esto fue demostrado por Riesz y, de forma independiente, por Fischer, en 1907.

Teorema 3 (Riesz-Fischer, 1907) 9 F : L2(−π, π) → l2(Z) es una isometrı́a de espacios de Hilbert.

Debido al nivel de este curso, no queremos entrar en la demostración de este teorema, ya que ésta
requiere introducir el concepto de integral de Lebesgue.

El teorema de Riesz-Fischer no es cierto si cambiamos L2(−π, π) por el espacio de las señales de
cuadrado integrable según Riemann. [Dem. Podemos justificar esta afirmación de la siguiente forma:
El conjunto de las señales de cuadrado integrable según Riemann, no es un espacio de Hilbert, ya

8F. W. Bessel (1784-1846). Alemán. Su trabajo para una firma comercial de Bremen, con intereses internacionales,
le hizo estudiar español e inglés. Pronto se interesó por la navegación y, en particular, por el problema de determinar la
posición de un barco en el mar. Esto le llevó a la astronomı́a y a las matemáticas. A partir de ahı́, dedicó toda su vida a la
investigación, llegando a ser nombrado director del laboratorio de astronomı́a de Könisberg.

9F. Riesz (1880-1956). Matemático húngaro. Se doctoró en Budapest en 1902 con un trabajo sobre Geometrı́a. Se le
considera uno de los fundadores del Análisis Funcional. Basándose en las ideas de Frechet, logró conectar las contribu-
ciones de Lebesgue sobre funciones de variable real, con el trabajo de Hilbert y de Schmidt en Ecuaciones Integrales. En
1907 y 1909 demostró sus famosos teoremas de representación para los funcionales sobre el espacio de las funciones de
cuadrado integrable (según Lebesgue, en el primero de los trabajos, y según Stieljes en el segundo). Fue el primero en
estudiar los espacios Lp. Podemos, además, atribuir a un trabajo suyo de 1910 el comienzo de la Teorı́a de Operadores.

E. S. Fischer (1875-1954). Matemático austriaco. Demostró de forma independiente (en el mismo año que F. Riesz),
que la condición necesaria y suficiente para que una sucesión esté formada por los coeficientes de Fourier de una función
de L2(0, 2π), es que ésta pertenezca al espacio l2(Z).
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que no es completo, mientras que l2(Z) sı́ lo es]. Este hecho proporcionó a Lebesgue un argumento
verdaderamente poderoso en favor de su nuevo concepto de integral.

Desde el punto de vista de la Teorı́a de señales, podemos entender que el operadorF : L2(−π, π) →
l2(Z) transforma una señal analógica de energı́a finita x(t) ∈ L2(−π, π) en una señal discreta de en-
ergı́a finita, F(x) = {x̂(n)}∞n=−∞ ∈ l2(Z) y, de hecho, la identidad de Parseval establece que F
conserva la energı́a de la señal y el teorema de Riesz-Fischer garantiza la invertibilidad del proceso.
De esta forma, somos capaces de conservar toda la información de la señal (que es un continuo de
valores {x(t) : t ∈ (−π, π)} en términos de los coeficientes de Fourier. Decimos que {x̂(n)}∞n=−∞
representa a la señal en el dominio de la frecuencia, mientras que {x(t) : t ∈ (−π, π)} la describe en
el dominio del tiempo.

También desde el punto de vista matemático el teorema de Riesz-Fischer es un resultado sorpren-
dente. Significa que ciertos espacios de funciones se pueden interpretar en realidad como espacios de
sucesiones (¡y los espacios de sucesiones son mucho más sencillos, para trabajar con ellos, que los
espacios de funciones!). De hecho, demuestra que sólo hay un prototipo de espacio de Hilbert (sepa-
rable), y es l2(Z). Se trata, pues, de uno de los primeros teoremas importantes del Análisis Funcional.

Otra interpretación: Si x(t) es 2π-periódica no nula, entonces es obvio que x /∈ L2(R) y, por tanto,
no es una señal de energı́a finita. Ahora bien, si x(t) ∈ L2(−π, π) y M = 2kπ+T ∈ [2kπ, 2(k+1)π)
para cierto k ∈ N entonces se tendrá que:

1

2M

∫ M

−M

|x(t)|2 dt

=
1

2M

{∫ −2kπ

−2kπ−T

|x(t)|2 dt + 2
k−1∑

h=0

∫ 2(h+1)π

2hπ

|x(t)|2 dt +

∫ 2kπ+T

2kπ

|x(t)|2 dt

}

=
1

4kπ + 2T

{∫ 0

−T

|x(t)|2 dt +

∫ T

0

|x(t)|2 dt + 2k

∫ 2π

0

|x(t)|2 dt

}

y, por tanto,

P(x) = ĺım
M→∞

1

2M

∫ M

−M

|x(t)|2 dt

= ĺım
k→∞

1

4kπ + 2T

{∫ 0

−T

|x(t)|2 dt +

∫ T

0

|x(t)|2 dt + 2k

∫ 2π

0

|x(t)|2 dt

}

= ĺım
k→∞

2k

4kπ + 2T

∫ 2π

0

|x(t)|2 dt

=
1

2π

∫ 2π

0

|x(t)|2 dt =
1

2π

∫ π

−π

|x(t)|2 dt

Es decir, podemos interpretar ||x(t)||L2(−π,π) en términos de la potencia media de la señal (y, por
tanto, la señal es de potencia media finita). Ahora bien, en tal caso podemos interpretar la igualdad de
Parseval de la siguiente forma: Si

x(t) ∼
∞∑

n=−∞
x̂(n)enit
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entonces

P(x) =
1

2π
||x(t)||2L2(−π,π) = || {x̂(n)}∞n=−∞ ||2l2(Z) =

∞∑
n=−∞

|x̂(n)|2

Como, por otra parte,
1

2π
||x̂(n)enit||2L2(−π,π) = |x̂(n)|2 ,

podemos interpretar que los coeficientes de Fourier de la señal sirven para describir la aportación a la
potencia media de la señal de cada una de sus componentes de frecuencia. Por esta razón, la sucesión{|x̂(n)|2}∞

n=−∞ recibe el nombre de densidad espectral de potencia de la señal.
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[24] E. A. González-Velasco, Fourier Analysis and Boundary Value Problems, Academic-Press
(1995).
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[26] K. Gröchenig, Reconstruction algorithms in irregular sampling, Math. Compt. 59 (1992) 181-
194.
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