Capitulo 3

Funciones reales de variable real:
limites y continuidad

3.1. Funciones reales de variable real

3.1.1. Introduccién

Una funcién f : A — B consiste en dos conjuntos, el dominio A = Dom(f) y el rango
B = Rang(f), y en una regla que asigna a cada elemento z € A un tnico elemento y € B. Esta
correspondencia se denota como y = f(z) o z — f(z).

Se define la imagen de f como el conjunto

Im(f) = f(A) = {f(x) : x € A}.

Si A CRy B C R son subconjuntos de ntimeros reales, se dice que f: A C R — R es una
funcion real de una variable real.

DEFINICION 3.1.1. La funcién f : A — B, donde A CR y B C R, se dice que es:
1. Inyectiva < x1 # x9 € A = f(x1) # f(x2).
2. Sobreyectiva < Yy € B Jr € A/f(x) =y.
3. Biyectiva si y solo si es inyectiva y sobreyectiva.
4. Creciente < x1 <x9 € A= f(x1) < f(z2).

5. Decreciente < x1 < 9 € A= f(x1) > f(x2).
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6. Estrictamente creciente < x1 < x2 € A= f(x1) < f(x2).

7. Estrictamente decreciente < x1 < x2 € A= f(z1) > f(x2).

8. Mondtona si y solo si es creciente o decreciente.

9. Estrictamente mondtona si y solo si es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.
10. Acotada superiormente < IM >0/ f(x) < M Vz e A.
11. Acotada inferiormente < Im >0/m < f(x) Vz € A.
12. Acotada si y sélo si es acotada superior e inferiormente.

DEFINICION 3.1.2. Dadas dos funciones f: A — B y g: C — D de tal forma que B C C se
define la funcion compuesta go f : A — D como

(go f)(x) == g(f(x)), Vze A

DEFINICION 3.1.3. Dada f : A — B se dice que f~' : B — A es la funcion inversa de f si
@) =2, VeeAd y f(fTy) =y, VyeB.

PROPOSICION 3.1.1. Dada f : A — B existe su funcion inversa f~': B — A si y solo si [ es
biyectiva.

3.1.2. Limite de una funcion real de variable real

DEFINICION 3.1.4 (Definicién de limite). Sean f : (a,b) CR = R y x¢ € (a,b). Se dice que
el limite de f(x) cuando x tiende a xo es igual a l € R (se escribe lim fle) =106 f(x) =1
T—x0

cuando x tiende a o) si
Ve>030=09(e) >0/0< |z —zo| <d=|f(x) =] <e.

En otras palabras, f(x) estd tan proximo del limite | “como nosotros queramos” siempre que
T # xo esté “suficientemente prérimo” a .

En la definicién de lgn f(x) =1 no importa f(xg) (el valor de f en x), sélo importan los
T—T(

valores de f en los puntos z préximos a g, pero con x # xg.
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DEFINICION 3.1.5 (Definicién de limites laterales). Se definen los limites laterales por la
izquierda y por la derecha, respectivamente, como

lim f(x)=1<Ve>030=6(e) >0/0<zp—x<d=|f(zr)—I <e.

(E*)IO

lim f(z)=1leVe>030=0()>0/0<z—20<d=|f(z)—1I <e.

+
CE‘}ZEO

PROPOSICION 3.1.2. Existe lim f(x) =1 siy sdlo si existen ambos limites laterales y lim f(z) =
T—T0 x—)xa

lim f(x) =1.

+
LU—}lfO

Por tanto si no existe alguno de los limites laterales o existen pero son distintos no existe

lim f(x).

T—T0

DEFINICION 3.1.6. Sean f : (a,b) CR =R y o € (a,b). Se dice que

lim f(z) =400 VM >036=6(M)>0/0<|z—x0| <= f(x)> M.

T—T0

DEFINICION 3.1.7. Sean f : (a,+00) CR — R y I € R. Se dice que

lim f(z)=1leVe>03IM =M()>0/z>M=|f(x) -1 <e.

T—+00

EJERCICIO 3.1.1. Escribir las definiciones de lim f(x) = —oco, lim f(x) = +oo, lim f(z) =
T=T0 Tz r—zd

+oo, EEH flz)=1ly lim f(x)=to0.

rz—++o00

DEFINICION 3.1.8. Si lim f(z) = %00 se dice que la recta vertical x = zo es una asintota
T

vertical de la grdfica de f por la izquierda. De modo andlogo, si ll'm+ f(z) = £oo se dice que la
x%xo

recta vertical x = xg es una asintota vertical de la grdfica de f por la derecha.
Por otro lado, si yg € R es el limite de f en oo entonces la recta horizontal y = yg es una
asintota horizontal de la grdfica de f.

Las reglas aritméticas para el calculo de limites de funciones son las siguientes.

PROPOSICION 3.1.3. Sean f, g : (a,b) CR = R y z¢ € (a,b). Si lim flx)=4Ly l;m g(x) =1
T—T0 T—To
entonces:

1. lim (f(z) £g(z)) =1 £ 1.

T—TQ



4CAP{TULO 3. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: LIMITES 'Y CONTINUIDAD

2. lim cf(x) =cly, Ve e R.

3. lim (f(z) - g(z)) = b1 -lo.
flx) _ L

+ Jdim @) "B siempre que ly # 0.

3.2. Continuidad de funciones de una variable real

DEFINICION 3.2.1 (Funcién continua). Sean f : (a,b) CR — R y 29 € (a,b). Se dice que f es
continua en xq St

Ve>030=0d(e) >0/ |z —xo| <= |f(z) — f(zo)| <e.
Diremos que f es continua en (a,b) si es continua en cada punto xy € (a,b).

Intuitivamente la condicién anterior nos dice f(z) estd “arbitrariamente préximo” a f(xo)
siempre que z esté “suficientemente préximo” a zg. La relacion fundamental entre limites y
continuidad se expresa en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.2.1. f es continua en xo < lim f(z) = f(xo).
Tr—rxQ

Las funciones continuas poseen las siguientes propiedades.

PROPOSICION 3.2.1. Sean f, g: (a,b) CR - R y x¢ € (a,b). Si f y g son funciones continuas
en xro entonces:

1. f + g es una funcién continua en xg.

2. f-g es una funcion continua en xg.
3. i es una funcién continua en xg, siempre que g(xg) # 0.
g

PROPOSICION 3.2.2. Sean f: (a,b) CR =R, g: (¢,d) CR =R, xg € (a,b) y f((a,b)) C (¢, d).
Si f es continua en xy y g es continua en f(xg) entonces la funcidon compuesta g o f es
continua en xg.

Las discontinuidades de una funcién f : (a,b) — R en el punto zy pueden clasificarse en los
siguientes tipos:
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1. Discontinuidad evitable: existe lim f(z) € R, pero lim f(z) # f(xo). Este tipo de discon-
T—T0 T—x0
tinuidad se llama evitable porque redefiniendo f(zg) = lim f(x) se evita la discontinuidad
T—xQ

(cambiando el valor de la funcién en un tnico punto la funcién se hace continua).

2. Discontinuidad esencial de primera especie: puede ser de dos tipos.

a) De salto: existen los limites laterales, pero lim f(z) # lim f(z). Se dice que que el

salto es finito si los dos limites laterales son finitos, mientras que si alguno de ellos es
infinito se dice que el salto es infinito.
b) De tipo infinito: si lim f(z) = £oc.

Tr—xTQ

3. Discontinuidad esencial de segunda especie: al menos uno de los limites laterales lim f(x)
T—=T)
6 lim f(x) no existe.
=z

OBSERVACION 3.2.1. Todas las funciones elementales (potencias, exponenciales, logaritmos,
trigonométricas, trigonométricas inversas, hiperbdlicas e hiperbolicas inversas) son continuas
en su dominio, asi como aquellas funciones que se obtienen combinando las anteriores mediante
sumas, productos, cocientes (con denominador distinto de cero) y composiciones.

El siguiente resultado es de gran importancia en el cdlculo de limites porque nos dice que si
f es continua entonces podemos intercambiar la funcién con el limite.

TEOREMA 3.2.2 (Continuidad y cdlculo de limites). Sean f : (a,b) C R — R, 29 € (a,b) y
{zn} C (a,b) tal que {xn} — xo. Entonces

lim f(wa) = f (1im ) = f(0).

n—oo

3.2.1. Algunos teoremas fundamentales sobre funciones continuas

TEOREMA 3.2.3 (Teorema de Bolzano). Sea f : [a,b] C R — R una funcion continua tal que
f(a)f(b) < 0. Entonces eziste x € (a,b) tal que f(z) = 0.
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Como consecuencia inmediata del teorema de Bolzano se obtiene el siguiente resultado.

COROLARIO 3.2.1 (Teorema del valor intermedio para funciones continuas). Sea f : [a,b] C
R — R una funcion continua tal que f(a) < c < f(b) (o bien f(a) > ¢ > f(b)). Entonces existe
x € (a,b) tal que f(x) = c.

Otro teorema importante sobre funciones continuas es el siguiente.

TEOREMA 3.2.4 (Teorema de Weierstrass). Sea f : [a,b] C R — R una funcidn continua en el
intervalo cerrado y acotado [a,b].

Entonces f alcanza sus valores mdzimo y minimo en el intervalo [a,b], es decir, existen
xo, T1 € [a,b] tales que

f(@o) < f(x) < f(z1), V€ [a,b].

EJERCICIO 3.2.1. Encontrar ejemplos de funciones f: A C R — R que no alcancen sus valores
mdzrimo y minimo y que ademds cumplen las siguientes condiciones:

1. A es un intervalo acotado y f es continua.

2. A es un intervalo cerrado y f es continua.

3. A es un intervalo cerrado y acotado y f es continua salvo en un punto de A.
4. f es continua y acotada.

En cada caso, ;que hipdtesis del Teorema de Weierstrass no se cumple?
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FUNCIONES ELEMENTALES
Funcion ARCO SENO: y = Arcsen x (—% <y< 1'2—)
Funcion SENO: vy =sen x : ; . y
Periodica, de periodo 2 7: senx = sen (x+2m) X -1 0 +1 . ' .
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Es una funcion impar: senx = —sen (—x) ) i3 ]
P e - L ! |
Arc sen X - 0 4= PR |
y WEWE e o S N
|
|
” m g V== | ;
b il = = ™ : !
X 0 F 3 3 2 / A _%’ : /". : Arcsenx+2nm A _%
i : H y=arcsen x= <> x=sny
' 7% A +2
: 7 73 L/] " 7 m—Arcsen x+2nm
0 - == S 0 o o :
o /2/2/2/ N ]' ;
Funcién COSENO: vy = cos x . . e
Funcién ARCO COSENO: y=Arccosx (0<y<n)
Peri6dica, de periodo 27 : cos x = cos (x + 2m) . : .
Es una funcion par: cos x = cos (—x) . ,
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_1 cos x It Fo—— y =arccosx= <> x=cosy

—Arccos x+2nm

Funcdon TANGENTE: y=tgx

Funcion ARCO TANGENTE: y = Arctgx (_12r_ < y¢.<‘I)‘

Peribdica, de periodo 7: tg x = tg (x + m) | ” | 2
| |
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Es una funcion impar:  tgx = —tg (—x) ! | .
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Funcion EXPONENCIAL: .y =a*

x “eo 0 +o
a >1 — -
ax 0 / 1 /4 +o
X ~o 0 + 0
0<a<1 "

Funcion LOGARITMO: vy = log, x

(sia=e: y= Logx)

Funcion POTENCIAL: y=x"

. (y=x"=eM™"%9% » >0 y meR*

’

y
X 0 1 + @ m>1
m<0
™ 4@ N 1\ o
X 0 1 +w 14
1
m>0 E
m 0 / 1 / +0o E
1

(y = x™ también esta definida para x <0 si m es racional de la forma m = 2

; v’
X 0 1 +o , /
: i
|
a> 1 ;
e . 0, 1 X
log_x -0/ 0 [/ 4w .
. X a>1
|
b 4
a1
X 0 1 +
0<a<1 :
-

log, X ] \ 0 \

Funciones HIPERBOLICAS:

COSENO HIPERBOLICO: Chx = e—;e—
Ch¥x = Sh% = 1
X -x
SENO HIPERBOLICO: Shx = E_—Te__._
TANGENGENTE HIPERBOLICA: Thx=onX . € —1
CH x er+ 1

y =Chx (esuna funcién par)

X 0 + o

Chx 1/ 4w

y=Shx (esuna funcién impar)

X 0 +@ =1

Shx 0 f +w




