Capitulo 1

Funciones

En la base de muchos modelos matemaéticos se halla el concepto de funcién. La descripcién de un fenémeno
que evoluciona con respecto al tiempo se realiza generalmente mediante una funcién f(t) que en cada instante
t proporciona el nimero de individuos de una poblacién, el tamano de cierto objeto que crece, los ingresos
percibidos en una cuenta, etc.

A modo de ejemplo supongamos que estamos estudiando la poblacién de cierta ciudad en la que inicial-
mente viven 10000 personas. Si designamos mediante P al nimero de habitantes en la ciudad podriamos
escribir entonces

P = 1000.

Sin embargo, es evidente que la poblaciéon de cualquier ciudad varia con el tiempo y que, debido a los
nacimientos y muertes, de un ano para otro el nimero de habitantes variard. En tal caso, la igualdad
anterior no serd correcta y la poblacién P no serd un nimero fijo sino una expresién P(t) que sera diferente
para cada ano t. Dicho de otro modo, tenemos una magnitud, la poblacion P, que varia con respecto a
otra, el tiempo t. La dependencia entre P y t suele expresarse mediante una férmula matematica. Asi por
ejemplo, después de realizar el andlisis correspondiente, supongamos que, en el caso concreto de la ciudad
que estamos estudiando, se tiene que
P(t) = 1000e%1".

Entonces, mediante dicha férmula, podremos facilmente calcular el nimero de habitantes para cualquier ano
sin mas que sustituir ¢ por el valor conveniente. Por ejemplo:

e cn el afio t = 1 la poblacién es P(1) = 1000e%1'1 = 1105.17,
e cn el afio t = 4 la poblacién es P(4) = 1999¢%14 = 1491.82.

Por otro lado, en general, los estudios se realizan para un cierto periodo o intervalo de tiempo de modo que
la férmula anterior sera eficaz solamente para un determinado rango de anos. Es decir, el valor de ¢ estara
dentro de ciertos limites. Si por ejemplo el estudio se realizd para los primeros diez afios, el valor de t estard
entre 0 y 10, dentro de lo que mds adelante llamaremos intervalo [0, 10] e indicaremos esto completando la
informacién que dimos antes en el siguiente modo,

P:[0,10] » R
P(t) = 10001t

Esto es lo que denominamos una funcién matematica y los elementos que aparecen en esta expresién aportan
toda la informacién que necesitamos sobre ella:

e [0,10] es el intervalo dentro del cual se mueve la variable. Por tanto, en este caso, la férmula
serd vélida desde el afio ¢ = 0 al ano ¢t = 10.

e P es el nombre de la funcién y ¢ es su variable. P, es la poblaciéon que depende del tiempo,
t, lo cual indicamos escribiendo P(t) (P es funcién de t).



e P(t) = 1000e%! es la férmula que determina de qué manera depende P de t. Mediante esta
férmula, una vez que conocemos t podemos calcular P.

En lo que sigue veremos con més detalle cada uno de estos elementos. Comenzaremos estudiando lo
que es un intervalo y luego veremos la definicién precisa de funcién para continuar estudiando las férmula
matematicas que tienen aplicacién en nuestra disciplina.

1.1 La recta real. Intervalos

Todas las medidas de las magnitudes y fendmenos que encontramos en el mundo real se plasman usualmente
mediante nimeros. Los nimeros son la base para indicar cudnto tiempo dura un fenémeno, la longitud de
un objeto y en general para medir y describir las propiedades fisicas de cualquir cosa o acontecimiento. En
matematicas se utilizan muchos tipos diferentes de niimeros: positivos, negativos, fraccionarios o enteros,
con o sin decimales. Pero, en todo caso, los nimeros que utilizamos para describir las magnitudes del mundo
real admiten una expresiéon decimal de la forma

+ eee...e.ddd...
N — =

signo parte parte
entera  decimal

donde eee...e y ddd... son listas de digitos de longitud variable (la parte ddd... podria tener infinitos
digitos) que representan, respectivamente, la parte entera y decimal del ntimero. En la notacién habitual
podemos omitir algunos elementos y asi, para ntimero positivos, el signo + no es necesario incluirlo o, cuando
todos los digitos decimales son nulos, ni ellos ni el punto decimal se escriben. Por ejemplo —321.1234322,
7789.45433, 34543 son ejemplos de nimeros que en més detalle podriamos escribir como

— 321 .1234322 789.45433 , 34543
~ N —— ~—~— —— ———
signo parte parte parte parte parte

entera decimal entera decimal entera

Estos nimeros con signo, parte entera y parte decimal son los que utilizamos para medir las magnitudes que
observamos en el mundo real y, por ello, se denominan nimeros reales. Hay infinitos ntimeros reales y todos
ellos agrupados forman el conjunto de los nimeros reales que se denota como R.

El conjunto R se puede representar mediante una recta en la forma

R

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

En esta representacion los niimeros con decimales ocupan posiciones intermedias entre los enteros de modo
que la gréfica final de todos los nimeros de R completa la recta entera, motivo por el cual al conjunto R se
le denomina también recta real.

En la mayoria de los ejemplos no trabajaremos con toda la recta R ya que en muchos casos interesara
centrarnos solamente en un fragmento o intervalo de ella. Asi por ejemplo, en el ejemplo anterior, estudiamos
la poblacién tnicamente desde el ano 0 al 10 con lo cual no consideramos todos los nimeros de R sino
solamente los comprendidos entre estos dos valores. La manera que tenemos para indicar con qué tramo de
R estamos trabajando es mediante el uso de intervalos.

Definicion 1. Sean a,b € R. Entonces:

e Llamamos intervalos abiertos a los subconjuntos de R,
(a,b) ={z eR/a<z<b}, (a,+x)={zeR/a<z} y (—o00,b)={zecR/zx<b}.

Diremos que los nimeros a y/d b son los extremos de tales intervalos.
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e Llamamos intervalos cerrados a los subconjuntos de R,
[a,b) ={zr eR/a <z <b}, [a,+0)={zeR/a<z} y (—o00,b]={zecR/z<b}.
Diremos que los nimeros a y/d b son los extremos de tales intervalos.
e Llamamos intervalos semiabiertos o semicerrados a los subconjuntos de R,
[a,b) ={z eR/a<z<b} y (a,b]={z€R/a<z<b}.
Diremos que los numeros a y b son los extremos de tales intervalos.

Nota. Utilizaremos las siguientes notaciones:

R* = (0, +00) = conjunto de todos los ntimeros reales positivos.
Ry = [0,+00) = RT U {0}.
R~ = (—00,0) = conjunto de todos los nimeros reales negativos.
Ry = (—00,0 =R~ U {0}.

En ocasiones también se utiliza la notacién (—oo, +00) para referirse a todo el conjunto R. Asimismo, dado
a € RU{—00, 40} aceptaremos que (a,a) = 0.

En la notacién anterior utilizamos los simbolos 400 y —oo para referirnos a ‘méas infinito’ y ‘menos
infinito’. Ni —oo ni 400 son nimeros (no son elementos de R) y nosotros los utilizaremos siempre como
parte de la notacién matematica. Sin embargo, si que es posible concebir una imagen intuitiva del significado
de —o0o0 6 +00. Para ello basta recordar que la representacion grafica del conjunto R de los nimeros reales
es una recta que se extiende de forma ilimitada en ambos sentidos

R

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Si bien acabamos de decir que la recta real es ilimitada, es posible imaginar que si consiguiéramos recorrerla

hasta el final, tanto en un sentido como en en el otro, alcanzariamos sus extremos de modo que —oo seria el
punto situado en el extremo izquierdo y +oo el del derecho

—00 R 400

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Esta imagen de —oo y 400 como los extremos de la recta real es de utilidad para comprender varios conceptos
a lo largo de este tema y los siguientes.

Definicién 2. Dado x € R llamamos valor absoluto del nimero x, y lo notamos |x|, al nimero definido

mediante
| = -z, six <0,
1 =, 510 < z.

Propiedades 3. Va,b e R
1. 0 < |al.
2. |la+0b] < |a|+ |b].
3. ||a| — \bH <l|a -1l

4. Dado r € RS’ se verifica la siguiente equivalencia

la| <r < —r<a<r



Nota. Dado un intervalo cualquiera con extremos a y b la longitud del intervalo sera precisamente la distancia
entre el punto a y el b que es precisamente el valor absoluto de la diferencia entre b y a, es decir |b — a|. Por
ejemplo,

longitud de [3,9) = d(3,9) =9 — 3| =6,
longitud de [-7,-2] = d(-7,-2)=|-2—-(-7)| =5,
longitud de [12,00) = d(12,00) = |oo — 12| = 0.

1.2 Funciones reales.
En el tema de introduccién estudiamos el concepto de aplicacién entre dos conjuntos. Una funcién es un
caso particular de aplicacién en el que los conjuntos dominio e imagen son subconjuntos de R.

Definicién 4. Una funcion real de variable real es una aplicacion
f:D—R,
donde D C R es un subconjunto formado por numeros reales al que llamamos dominio de la funcion.
Generalmente las funciones reales se definirin mediante una férmula o conjunto de férmulas y podrén
estar expresadas de alguna de las dos siguientes maneras:
1. Utilizando la notacién usual para aplicaciones entre conjuntos: Por ejemplo, la funcién
f:(-1,1) —R
1
xr) = ———
fe) =

estd expresada empleando la notacién de aplicaciones entre conjuntos. Al observar su definicién podemos
obtener la siguiente informacién acerca f:

* la férmula definitoria:

—z2

* el dominio de la funcién: el intervalo (—1,1).

2. Utilizando solamente la férmula definitoria: En tal caso se indicara solamente la férmula que define
la funcién. Asi, por ejemplo, la funcién g dada mediante

1

g(x) = 152

es una funcién real que se ha definido indicando tnicamente su féormula. En principio, desconocemos por
tanto el dominio de g.

En este caso, cuando solamente disponemos de la férmula definitoria, el dominio de la funcién sera el
conjunto de nimeros reales para los que la férmula tiene sentido (para los que es posible calcular el valor de
la funcién en dichos puntos).

Para la funciéon g que hemos tomado como ejemplo, a partir de la definicién que hemos dado para ella
obtenemos la siguiente informacién:

* la féormula definitoria:

— 2

* el dominio de la funcién: Serd el conjunto de nimeros reales para los que tiene sentido la férmula defini-
toria, es decir, para los que se puede aplicar la formula obteniendo un valor real. Obsérvese que para
esta funcién tenemos que:




1

-parax =1, g(1) = 1T

=9 expresion que no tiene sentido y por tanto g(1) no se puede calcular.

J— 1 J—
T1-(-1)2 0

- para x € R — {1, —1} siempre serd posible calcular el valor de g(x).

- paraxz = —1, g(—1) de manera que g(—1) no se puede calcular.

Por tanto el dominio de g sera el conjunto

D=R-{-1,1}.

Véase que las funciones
1 y 9(@) =13
= 1— a2
f(l') 1— CL‘Q X
tienen la misma férmula (a saber, ﬁ) pero no son la misma funcién. Para f el dominio es el intervalo
(—1,1) mientras que para g es R — {—1,1}. Al ser el dominio de la funcién f el conjunto (—1,1) solamente
podremos calcular los valores de f para puntos de ese conjunto, es decir, para puntos entre —1 y 1; de esta
manera, si nos piden que calculemos f(4) deberemos responder que la funcién f no estd definida en el punto
4 ya que 4 ¢ (—1,1) y no estd en el dominio. Por contra, véase que si es posible calcular g(4).

Observamos de esta forma, que para que dos funciones sean iguales no es suficiente con que tengan la
misma formula definitoria. Deben también tener el mismo dominio.

1.2.1 Representaciéon grafica

Es esencial entender los métodos para la representaciéon de funciones. Sobre la grafica de una funcién
podemos apreciar de forma inmediata diferentes propiedades que no advertiriamos si solamente disponemos
de la férmula.

Las funciones matemadticas se representan en un plano con dos ejes perpendiculares. El eje horizontal
corresponderd a la variable y el vertical a los valores que toma la funcién. En el siguiente ejemplo ilustramos
el método bésico para la representacion de una funcién.

Ejemplo 5. Para representar graficamente la funcién

seguiremos los siguientes pasos:

a) En primer lugar, representamos el dominio de la funcién. En este caso, el dominio de f es el intervalo
[0,2]. Como antes hemos indicado, la representacién de funciones se efectia en el plano real. En concreto,
representaremos el dominio en el eje horizontal denominado también eje de abscisas

3 Representamos el
intervalo [0, 2] en el

2
eje horizontal




b) A continuacidn, representamos la funcién f trazando su gréfica solamente sobre su dominio, el intervalo
[0,2], que hemos marcado en el paso anterior.

Para cada punto z del intervalo [0, 2] es facil calcular su imagen f(z). Representaremos cada punto = en
el eje horizontal y su imagen f(x) en el eje vertical. Tomemos, por ejemplo, x = 2, entonces

J@) =22 =4,

y la imagen de x = 2 es, por tanto, f(2) = 4. Graficamente, podemos representar este hecho del siguiente
modo

F(2) — A ‘

Sin embargo, para trazar la gréfica de f no remarcaremos ni x ni f(z) sino el punto (z, f(x)). En nuestro
ejemplo particular para x = 2 tenemos que (z, f(z)) = (2,4) que representamos de la siguiente forma

f(2) i 3 (33, (x)) = (2,4)
0.5 1 1.5 2 T =2

De este modo, para obtener la gréfica de f resaltaremos todos los puntos de la forma (z, f(z)) que forman
el conjunto

{(z,f(z)) : 2 € [0,2]}

al que hemos denominado conjunto grafica de f en la Definicién ?7. En las siguientes tres imégenes
observamos el resultado que se obtiene si repetimos el proceso realizado antes para x = 2 con otros valores
comox =0,z=0.5 =1, =15y como, si progresivamente anadimos mdas puntos, obtenemos finalmente
la grafica de f.



F2)=4 A o
3
£(1.25) = 2.25 ----_________Q-_2_5+2.25)
’ s
f(l) =1 1f-----=---- ( _1a?1) E
(0.5,0.25)
f(0.5)=0.25 |----- A | |
JO=0 e—prs 1152

1.2.2 Valores de una funcién en un intervalo

Dada una funcién, f : D — R, hemos visto que es posible calcular la imagen y preimagen de un elemento
concreto pero también se puede estudiar la imagen y preimagen de un subconjunto.

En el ejemplo anterior, aparece la funcién P(t) que proporciona el ntimero de individuos en el mes t.
Una vez que conocemos dicha funcidn, es posible determinar el nimero de individuos en un mes concreto.
As{ por ejemplo, en el mes ¢t = 2 el niimero de habitantes es P(2) o en el mes ¢t = 4 se obtiene mediante
P(4). Sin embargo, en ocasiones también es de interés estudiar cémo evoluciona la poblacién, no en un
solo momento, sino a lo largo de cierto intervalo de tiempo. Por ejemplo podriamos analizar la poblacién
en el espacio de tiempo comprendido entre los meses t =4 y t = 9, es decir, en el intervalo temporal [4,9].
Para ello deberfamos calcular P([4,9]), la imagen del intervalo [4,9], tal y como indicaremos en la siguiente
definicion.

En otras ocasiones, necesitaremos saber cuando la poblacién se encuentra dentro de cierto intervalo. Por
ejemplo, podemos preguntarnos en qué periodo la poblacién oscila entre 3000 y 8000 habitantes, es decir,
cudndo la funcién P estd en el intervalo [3,8]. En este caso deberemos calcular P~1([3,8]) a lo que en la
siguiente definicién llamamos preimagen del intervalo [3, 8].

Definicién 6. Consideremos la funcion f: D — R. Entonces:

e Dado I C D, la imagen de I mediante f es
f) ={f(@):zel}
e Dado J C R, la preimagen de J mediante f es

Y ={zeD: f(z)ec J}

Si bien, en general, determinar la imagen y preimagen de un conjunto puede ser un calculo complicado,
si disponemos de la representacién de la funcién, es posible encontrar graficamente la imagen y preimagen
de intervalos de manera sencilla.




Ejemplos 7.

1) La poblacién de cierta regién a lo largo de los diez primeros meses del ano viene dada (en miles de
individuos) por la funcién

P:[0,100 - R
_ 359 1127t , 731t2 53>
P(t)_ 54 216 T 432 432
cuya grafica es
10
P

8
6
4
2

2 4 6 8 10

Supongamos que pretendemos determinar durante qué meses la poblacién estuvo entre 3000 y 8000
habitantes.

Dicho de otra manera, se trata de determinar los valores de ¢ para los que P(t) estd entre 3 y 8 (recuérdese
que P mide la poblacién en miles de habitantes). O sea, la preimagen

PY([3,8]) = {t € [0,10] : P(¢) € [3,8]} = {t € [0,10] : 3 < P(t) < 8}.

Graficamente hemos de determinar en qué tramos la grafica de P esta dentro de la banda de poblacién de 3
a8:

2) Estudiese también dentro de qué intervalos se mueve la poblacién durante los meses cuarto a noveno.

En este caso interesa estudiar los valores que toma la funcién en el intervalo [4,9], es decir, hemos de
calcular P([4,9]). Para ello estudiamos dentro de qué banda se mueve la gréfica de la funcién sobre el tramo
[4,9]:



1.2.3 Propiedades de forma de una funcion

Ciertas caracteristicas de la funciéon f determinan la forma que tendra su grafica. Son lo que se denominan
‘propiedades de forma de la funcién’. Algunas de ellas aparecen recopiladas en la siguiente definicién.

Definicién 8. Una funcion real de variable real, f : D — R, se dice que es:

estrictamente creciente si Va1, xo € D tales que x1 < x4 se tiene que f(x1) < f(x2).
creciente si V1, z9 € D tales que x1 < 2o se tiene que f(x1) < f(xs).

estrictamente decreciente si Va1,xo € D tales que x1 < xo se tiene que f(x1) > f(x2).
decreciente si V1,29 € D tales que x1 < xo se tiene que f(x1) > f(x2).

monotona si es creciente o es decreciente.

estrictamente mondtona si es estrictamente creciente o es estrictamente decreciente.

constante st 3 a € R tal que
f(z) =a, Yz € D.

inyectiva si Vx1,29 € D se verifica que

f(z1) = f(x2) = 21 = x2.
acotada superiormente si 3 M € R tal que f(x) < M,Vz € D.
acotada inferiormente si 3 m € R tal que m < f(x),Vz € D.

acotada si es acotada superior e inferiormente.

Nota. En ocasiones, dada una funcién f : D — R, puede suceder que toda ella no sea estrictamente creciente
(respec. creciente, estrictamente decreciente, etc.) pero que exista algin subconjunto D C D dentro del cual
si lo sea. En tal caso diremos que f es estrictamente creciente (respec. creciente, estrictamente decreciente,
etc.) en D.

1.3 Funciones elementales

A continuacién veremos una lista con las funciones que maés frecuentemente aparecen en cualquier desarrollo
matematico y estudiaremos algunas de sus propiedades y aplicaciones. Estas funciones constituyen lo que se
denominan ‘funciones elementales’. Al final de la seccién veremos también cémo, a partir de estas funciones
elementales, es posible generar muchas otras mediante composicién u operacién entre ellas o mediante la
construccién de funciones definidas a trozos.



1.3.1 Funciones potenciales

Para definir la potencia de base a y exponente n, a’, debemos considerar varios casos que recogemos en la
siguiente tabla:

’ Si \ entonces
n=0,a#0 a"=a’ =1
ncRT,a=0 a”=0"=0
neN,aeR a”:a-a-n)'awt

|
neN,aecR—- {0} a™"=—

nGNpar,aGRa' a%:zeRgtalquez":a.

n € Nimpar ,a € R a%:zeRtalquez":a.

n==2 aeR"? a”:(ap)%:(a%)p.
Pq4EZ, q#0
n€R,acRT limz—n a®.

z€Q

En la siguiente propiedad hacemos un listado de las propiedades mas importantes de las potencias

Propiedad 9.

i) Dados a,b € R yn,m € N, it) Dados a,b € R" y o, f € R
St a > 0 entonces 0% = 0.
Si a < 0 entonces 0% no estd definido.
(ab)™ = a™b”.
a®th = q~aP.
a®f = (a®)”.
1

a = —.
[eY

0" =0y sia#0 entonces a’ = 1.
(ab)™ = a™b™.

a™t™ = g"a™.

a™vm = (an)nz.

5. (a+b)" = zn: <7Z> iy,

i=0

= W N

Sia>1 entonces a < = a® < aP.
Sia <1 entonces a < B = a® < a®.
Si > 0 entonces a < b= a® < b*.
Sia <0 entonces a < b= b* < a®.

CLXN S Tl
|
Q

—_

Una vez que hemos repasado el concepto de potencia, estamos en disposicién de definir lo que entendemos
por funcién potencial.

Definicion 10. Llamamos funcion potencial de exponente o € R a la funcion
flz) =z

El dominio y la gréafica de la funcién potencial depende del exponente y se puede determinar teniendo en
cuenta lo que hemos indicado en la definicién de potenciacién. Por ejemplo:

1. Para n € N el dominio de la funcién potencial
flx) ="
es R y por tanto estard definida para cualquier valor real de la variable x.

2. Para n € N el dominio de la funcién potencial

fl@) =a="

es R — {0} y por tanto estard definida para cualquier valor real no nulo de la variable x.
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3. Para n € N el dominio de la funcién potencial

fla) =7
es
e R si n es un nimero impar.
e R si n es un ntimero par.
4. Para n € N el dominio de la funcién potencial
fla) =z

es

e R — {0} si n es un ndmero impar.
e RT si m es un ntimero par.

5. En general para un nimero irracional a € R — {0} el dominio de la funcién potencial
fz) =a®
es

QRS_SiOz>0.
e Rt sia<0.

1.3.2 Funciones exponenciales

Definicién 11. Llamamos funcion ezponencial de base a € RY a la funcion
f:R— R
flx)=a® ~
Véase que el dominio siempre es todo el conjunto R. La funcién exponencial que aparece con mayor
frecuencia es la que tiene por base al niimero e (a = e) y en ocasiones e® se nota como exp(x).

La gréafica de una funcién exponencial de base a presenta las siguientes propiedades:
1. Siempre pasa por el punto (0, 1) puesto que
f(0)=a"=1.

2. Si a =1 la funcién serd constantemente igual a 1.
3. Sia > 1 la funcién sera creciente.

4. Si0 < a <1 la funcién serd decreciente.

Q
Il
—

a>1 O0<ax<l1

N WA O N
N WA OO N
BN W s o N

La funcién exponencial aparece en numerosos procesos financieros. Veamos algunos ejemplos de ello:
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e Cuando el valor en un periodo determinado de una magnitud que varia con el tiempo es proporcional
al valor en el periodo anterior, dicha magnitud se ajustard mediante una funcién exponencial.

Ejemplo 12. Durante los anos iniciales de puesta en marcha de una factoria, la produccién aumenta
un 10% cada ano. Si la produccién inicial es Py = 100 toneladas, tendremos que:

Pasados t = 1 anos la produccién sera
P(l) =Py +10% de Py = Py +0.1P) = 1.1F,.
Pasados t = 2 anos la produccién sera
P(2) = P(1) +10% de P(1) = P(1) + 0.1P(1) = 1.1P(1) = 1.1?P,.
En general, pasados ¢ anos la produccién es
Pt)=Pt—1)+10% de P(t—1)=P(t—1)+0.1P(t—1)=11P(t—1)
=1.1'P,.
Por tanto, podemos tomar como funcién de produccion la funcién
P(t) = Py1.1* =100 - 1.1

que es una funcién exponencial con base 1.1.

e El interés compuesto. Es de especial importancia la aplicacién de funciones de tipo exponencial
en los calculos con intereses. Supongamos que invertimos un capital inicial P =1000€en una cuenta
bancaria que abona unos intereses anuales del 8%. Entonces:

Pasados t = 1 anos, el capital en la cuenta sera

PA)= P+ 8%deP  =P+0.08P = (1+0.08)P.
Capital inicial  Intereses en el 1°* afio

Pasados t = 2 anos, el capital en la cuenta sera

P@)=  P(1)  + 8%de P(1) = (1+0.08)P +0.08(1+0.08)P = (1 + 0.08)2P.
S~~~ ——

Capital en cuenta  Intereses del afio
Pasados t = 3 anos, el capital en la cuenta sera

P3)= P2  + 8%de P(2) = (1+0.08)2P +0.08(1 + 0.08)2P = (1 + 0.08)* P,
N~~~ —

Capital en cuenta  Intereses del afio
Pasados t anos, el capital en la cuenta sera

P(t)= P(t—1) +8%de P(t—1)=(1+0.08)"""P +0.08(1+ 0.08)""*P = (1 + 0.08)" P.
—— | S —

Capital en cuenta  Intereses del afio
La funcién P(t) que proporciona el capital en cuenta en el afio ¢ es por tanto
P(t) = (1+0.08)"'P
que es una funcién exponencial con base a = 1+ 0.08. Por ejemplo, tenemos que:
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- El capital acumulado el primer ano sera
P(1) = (1+0.08)! P = 1.08 - 1000 = 1080€.
- El capital acumulado a los diez anos sera

P(10) = (1 +0.08)'°P = 1.08'° - 1000 = 2.158 - 1000 = 2158€.

Véase que pasado cada ano los intereses obtenidos se incorporan a a la cuenta pasando a formar parte
de nuestro capital de modo que para el ano siguiente esos intereses generaran a su vez nuevos intereses.

Cuando los intereses obtenidos se suman al capital inicial de la cuenta generando ellos mismos intereses
para anos sucesivos obtenemos lo que se denomina ‘inversiéon a interés compuesto’. En el ejemplo
anterior aparece un interés compuesto anual del 8%.

Usualmente, las entidades financieras suelen pagar intereses méas de una vez al ano. Entonces el interés
nominal de la cuenta se divide entre el nimero de pagos que se realizardn. Por ejemplo si la entidad
financiera del ejemplo anterior pagara intereses tres veces al afio (es decir, de forma cuatrimestral), el
ano se dividird en tres periodos de igual longitud (en tres cuatrimestres) y el 8% de interés anual se
repartiria entre esos tres periodos de forma que el interés para cada periodo serd del %% y se abonara
del siguiente modo:

Pasado el primer periodo (primer cuatrimestre), el capital en la cuenta serd

8 0.08 0.08
A= P 2% de P —P+—P=(1+—2)P
1 + 3% e + ( +3 )
Capital inicial S—

Intereses en el 1°* periodo
Pasado el segundo periodo, el capital en la cuenta sera

2
Ap = Ay +§%deA1 <1+0'08)p+0'08<1+0'08>1)<1+0'08> P.
Capital en cuenta —

Intereses del 2°
Pasado el tercer periodo, el capital en la cuenta serd

2 2 3
As= A o+ Sodedy, = (14 208) p Q08 M 008N, ) 008N,
Capital en cuenta —

Intereses del 3°

De este modo vemos que al terminar el primer ano (una vez transcurridos los tres periodos en que lo
hemos dividido) el capital en la cuenta serd

P(l) = <1 + 0'58>3 P.

Si queremos calcular el capital en cuenta al cabo de dos anos, debemos aplicar el mismo esquema
anterior de abono de intereses en tres periodos pero teniendo en cuenta que el capital al comienzo del

ano es ahora P(1) = (1 + 0'—??8)3 P en lugar de P. En tal caso, es facil ver que el capital en el segundo

ano es 5 5 5 49
P(2) = (1 + 0'38) P(1) = <1 + 0'§8> (1 + 0'§8> P = (1 + 058) P.

Si repetimos este razonamiento para anos sucesivos es facil deducir que el capital en cuenta pasados t

anos sera o
P(t) = <1 + 0308> P

que es nuevamente una funcién de tipo exponencial. Calculemos por medio de esta féormula el capital
en cuenta pasados uno y diez anos:

13



- El capital acumulado el primer ano sera

0.08\** 5
P(l)=(1+-5-) P=1026"-1000 = 1.082- 1000 = 1082€.

- El capital acumulado a los diez anos serd

3-10
P(10) = (1 + 0'308) P =1.026% - 1000 = 2.202 - 1000 = 2202€.

Advertimos que el dividir el pago de intereses en tres periodos, los beneficios que obtenemos son
superiores. Por ejemplo, vimos antes que cuando el pago de los intereses se hacia una sola vez al ano,
al cabo de diez anos el capital en cuenta era 2158€, sin embargo al dividir en tres periodos hemos
obtenido 2202€.

Cabe preguntarse que sucederia si dividiéramos el ano en més de tres periodos. Por ejemplo el pago
de los intereses podria realizarte de forma mensual (12 periodos de un mes) o de forma diaria (360
perfodos de un dfa). En general, si tenemos:

Capital inicial = P,
Interés nominal anual = r (expresado en tanto por uno),
Numero de periodos en que dividimos el afio = m,

los mismos argumentos que hemos utilizado antes nos permiten deducir que el capital en cuenta a los
t anos sera

P(t) = (1+ %)mt P. (1.1)

Esta tdltima es la férmula para el capital acumulado en una cuenta con un interés compuesto con m
periodos anuales.

Interés compuesto continuamente.

Hemos visto en el ejemplo anterior que si el pago de intereses se realiza en tres periodos, los ingresos
que obtendremos son mayores que si se realiza solamente en uno. En realidad, es facil comprobar
utilizando la férmula para el interés compuesto en m periodos que cuanto mayor sea el nimero de
periodos mayores serdn los ingresos que obtengamos por intereses. Por ejemplo, siguiendo con el
mismo ejemplo de antes, a los diez afios tenemos:

- Dividiendo en un tnico periodo:

0.08 1-10
P(10) = (1 + 1> P =2.158 - 1000 = 2158€.

- Dividiendo en tres perfodos (pagos cuatrimestrales, cada cuatrimestre):

0.08\ 310
P(10) = <1 + 3> P =2.202-1000 = 2202€.

- Dividiendo en cuatro periodos (pagos trimestrales, cada trimestre):

0.08\ 10
P(10) = (1 + 4> P =2.208 - 1000 = 2208€.

- Dividiendo en doce perfodos (pagos mensuales, cada mes):

0.08 1210
P(10) = <1 + 12) P =2219-1000 = 2219€.
- Dividiendo en 365 periodos (pagos diarios, cada dia):
0,08 36510
P(10) = <1 + 365> P = 2.2253 - 1000 = 2225.3€.
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Podriamos dividir el ano en més perfodos (por ejemplo realizando dos, tres, etc. pagos diarios) haciendo
que el nimero de periodos m sea cada vez mayor. Cuando el nimero de periodos tiende a infinito el
tamano de cada periodo sera cada vez menor y los intereses se pagan continuadamente en cada instante.
Entonces, en general, aplicando la férmula (1.1), el capital acumulado en cuenta pasados ¢ afos serd
(lo veremos mejor mas adelante)

r o\ mt
lim (14+2)" P=ep
m—o0 m

y la funcién de capital que obtenemos es

P(t) = Pe™.

Cuando los intereses se abonan continuamente en cada instante se dice que tenemos un interés r
compuesto continuamente. En el caso del ejemplo anterior, si el interés es compuesto continuamente,
a los diez anos el capital en cuenta sera:

- Interés del 8% compuesto continuamente (pago continuo de intereses en cada instante):

P(10) = Pel 9% = 2.2255 - 1000 = 2225.5€.

En general, el interés compuesto continuamente y el interés compuesto en 365 periodos (compuesto
diariamente) producen beneficios muy similares.

1.3.3 Funciones logaritmicas

Definicién 13. Dados a € RT — {1} y b € RT llamamos logaritmo en base a de b y lo notamos log,b al
numero r € R tal que
a” =b.

Por lo tanto el logaritmo en base a de un nimero b es aquel otro niimero al que hay que elevar a para
obtener b. Como consecuencia es evidente que

a'%%a® = b. (1.2)
Los valores mas usuales para la base, a, de un logaritmo son:

- a =10y en tal caso el logaritmo se denomina logaritmo decimal.

- a = e y en tal caso el logaritmo se denomina logaritmo natural o neperiano. El logaritmo
natural de un nimero b € Rt se denota mediante

Ln(b), L(b) 6 simplemente log(b).
Propiedades 14. Dados a,a’ € RT — {1}, b’ e RT yce R
1. log,1 =0.
2. log,b° = c - log,b.
3. log,(b- V') = log,b+ log,b'.
4. logag = log,b — log,b'.

log,.b

5. log,b= .
log,.a

6. a¢ = e“tna),

15



Definicién 15. Liamamos funcién logaritmica de base a € RT — {1} a la funcidn real de variable real

f:RT — R
f(z) =log,z

La grafica de la funcién logaritmica de base a presenta las siguientes propiedades:
1. Siempre pasa por el punto (1,0) puesto que
f(1) =log,1 =0.

2. Si a > 1 la funcidn serd creciente.
3. Si0 < a <1 la funcién serd decreciente.

4. El dominio de la funcién logaritmica es siempre R*.

a>1 O<a<l1

3 5
2 4
1 3

3 7 6 8 0 2
-1 1
-2 ) i 6 8 10
-3 -1
-4 2
5 3

Como consecuencia de la igualdad (1.2), es evidente que el logaritmo es la funcién inversa de la funcién
exponencial. Podremos por tanto aplicarlo en aquellas situaciones en las que intervengan funciones expo-
nenciales y sea necesario despejar alguna de las constantes.

Ejemplo 16. Supongamos que en el Ejemplo 12 queremos determinar el nimero de anos que deben
transcurrir para que la produccién anual sea de 200 toneladas. Debemos calcular el valor de t tal que

200 log (2)
200 = P(¢t) =100 1.1* = 1.1t = =— = 2 = log(1.1%) = log (2 t=—2" =797
®) ~ To0 — 2~ log(l1) =log(2) =t = 17555

=tlog(1.1)

1.3.4 Funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas son:

La funcion seno. La funcidon seno es la funcién real de variable real

f:R—R
f(z) = sen(x) *

donde el argumento x se puede interpretar como un angulo medido en radianes. Es una funcién acotada
y su dominio es todo R. Su grafica es:
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La funcion coseno. La funcién coseno es la funcién real de variable real

—4r =37 —2m - T 21 3 47

fR—R
f(x) = cos(x) ’

donde el argumento z se puede interpretar como un angulo medido en radianes. Es una funcién acotada,
su dominio es R y su grafica es:

NN RN SN
—4r \\—371/ —27 =7 '1L T 2m \\377/ 4

La funcidén tangente. La funcién tangente se define a partir de las funciones seno y coseno de la siguiente
forma:

tan(z) = sen(x)

cos(z)’

Su dominio esta formado por aquellos niimeros reales, x, para los cuales el coseno no se anula. Teniendo
en cuenta que

cos(z) =0z € {g+k~7r/k€Z},
tendremos que el dominio de la funcién tangente es
T

La funcién tangente es una funcién no acotada con grafica:

s s s

NE
|
S|

(SIE]

s+ 5+2r S +3m

La funcion secante. La funcion secante es la funcién definida como

1
cos(z)’

sec(x) =

Utilizando los mismos argumentos que para la funcién tangente obtenemos que el dominio de la funcién
secante es

R—{g+k.7r/k62}.

La funcion secante es también una funcion no acotada.
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La funcion cosecante. La funcién cosecante es la funcion definida como

1
sen(z)’

cosec(z) =

La funcién cosecante estara definida para aquellos valores reales en los que la funcién seno no se anule.
Puesto que

sen(z) =0 e {k-n/k e},
tenemos que el dominio de la funcién cosecante es
R—A{k-n/keZ}.

La funcién cosecante es una funcién no acotada.

Exponemos a continuacion las propiedades bésicas de las funciones trigonométricas.

Propiedades 17. Dados z,y € R

1. cos*(z) +sen?(z) = 1.

2. —1<cos(z) <1y—1<sen(zr) <1.

3. cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sen(x)sen(y).
4. sen(z +y) = sen(z) cos(y) + cos(x)sen(y).

te(z) + te(y)

5. Siwyaty R {5+ kn/k €L} talo+y) = 1 sE

6. Six e R—{Z +kn/keZ}, 1+ tg?(z) = sec*(z).

1.3.5 Funciones trigonométricas inversas

Las funciones trigonométricas inversas surgen ante la necesidad de resolver ecuaciones del tipo
cos(z) =K, sen(z)=K 6 tan(z)=K
para un valor K conocido. Dado que cos, sen y tan son funciones peridédicas, dichas ecuaciones tendran

infinitas soluciones. Las funciones trigonométricas inversas nos proporcionan en cada caso una de ellas a
partir de la cual pueden calcularse todas las demas.

Veamos a continuacién una descripcién de las funciones trigonométricas inversas més importantes:

La funcion arccos. La funcién arccos se define como

arccos : [—1,1] — [0, 7]
arccos(x) =y € [0,7] tq. cos(y) =x °

Es decir, de las infinitas soluciones que tiene la ecuacién
cos(y) = x,

arccos(x) nos proporciona la tnica que hay entre 0 y 7. La funcién arccos es una funcién decreciente
y acotada. Su grafica es:
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INE]

-1 -0.5 0.5 1

arccos

La funcién arcsen. La funcién arcsen viene dada por

_—9[“3,3]

arcsen : [—1,1
—%, 5] ta. sen(y) ==

arcsen(z) =y € |
Por tanto, de forma similar a como sucedia en el caso de arccos, la funcién arcsen proporciona la tinica
solucién de la ecuacién
sen(y) = x

s ™

que esta entre —5 y 3.

La funcién arcsen es una funcién creciente y acotada. Su gréafica es la siguiente:

[ME)

ENE]

INE]

[SE|

La funcién arctan. La funcién arctg se define como

arctan : R — (=3, %)
arctg(z) =y € (=3, 3) tq. tan(y) =2

y nos proporciona la unica solucién de la ecuacién

tan(y) = x

i T,z
situada entre —% y 5.

La funcién arctg es una funcién creciente y acotada con la siguiente grafica:
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1.3.6 Funciones polinémicas

Definicién 18. Una funcidn polinémica de grado n € NU {0} es una funcidn del tipo

ffR—R
f(z) =ap+ a1z + axx® + - + a,a”™,

donde ag,ay,...,a, € R se denominan coeficientes de la funcion polinémica.

Véase que una funcién polinémica de grado cero es una funcién constante.

Una funcién polinémica tiene por dominio a todo R y su grafica puede adoptar formas diversas en funcién
de su grado y sus coeficientes. De especial importancia son:

e Polinomios de grado 1: Un polinomio de grado uno es una funcién de la forma
fl@)=az+b

y su grafica, como ya hemos dicho, es siempre una recta.

Ejemplo 19. Representar la funcién f(z) = 3z — 1.

Se trata de una funcién polinémica de grado 1. Por tanto, su representacion grafica sera una recta. Para
trazar una recta serd suficiente con conocer dos puntos de paso. Ahora bien utilizando la férmula sabemos
que

- En el punto z = 0 la funcién toma el valor f(0) =3-0—1=—1.

- En el punto z = 1 la funcién toma el valor f(1) =3-1—-1=2.

Comenzaremos pues representando el valor de la funcién en estos dos puntos y a continuacién sobrara con
trazar la recta que une esos dos puntos para obtener la grafica de f(x):

20+ Y 20F

10f 10

051 051

-05r -05r

-1.08 —-1.06

Véase que, puesto que f(0) = —1, la funcién pasa por el punto de coordenadas (0,-1) y, puesto que f(1) = 2,
también por el punto de coordenadas (1,2).
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e Polinomios de grado 2: Un polinomio de grado dos es una funcién de la forma
f(z) =ax® +bx+c
y su representacion es siempre una pardbola (supondremos aqui que a # 0) cuya gréfica es del tipo:

20 20F
15r 15
10 —e— 101

051 0.5

0.5 1.0 15 20 05 1.0 15 20

Como vemos una parabola es una curva en la que aparece un punto caracteristico denominado vértice de
la parabola que estd situado en el extremo minimo o maximo de curva y que en las gréficas anteriores
aparece resaltado de mayor tamafio. Por tanto para representar el polinomio f(z) = ax? + bx + ¢ deberemos
trazar una parabola y para hacerlo, al menos de forma aproximada, debemos tener en cuenta las siguientes
propiedades:

- Sia > 0 el vértice estard por debajo de la pardbola (como en la primera gréfica) mientras que para a > 0
estard por encima (segunda grafica).

- El vértice se situa en el punto z = 5—;’.

Ejemplo 20. Representar la funcién f(z) = 2% + 2 + 1.

Se trata de un polinomio de grado 2 y por lo tanto es una pardbola. Los coeficientes del polinomio son
a=1,b=1yc=1 (es decir, f(z) = ax® + bx + c con a = b = ¢ = 1). Para representarla de forma
aproximada tenemos que

- Puesto que a = 1 > 0 el vértice estard por debajo de la parabola.

- El vértice estara situado en

Por tanto el vértice es el punto con coordenadas (—%, %)

La representacion de la funcion serd, de forma aproximada,

20 /
151
10

0.5

-20 -15 -10 -05 05 10
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Interpolacién mediante polinomios

Hemos senalado antes que dependiendo de los coeficientes y del grado y de los coeficientes la gréafica puede
aproximarse a cualquier forma que deseemos. Cuando estudiamos una magnitud econdémica muchas veces
desconocemos la férmula exacta que describe su evolucion y solamente tendremos o bien su gréafica o bien
datos sueltos a partir de los cuales habremos de encontrar una formula adecuada. Los polinomios son entonces
una herramienta indispensable. Veamoslo en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 21. El nimero de clientes de cierta empresa varia de un ano para otro. Tras realizar un estudio
sobre la evolucién del volumen de clientes a partir del momento de creacién de la empresa disponemos de
los siguientes datos:

Ano | Clientes (en miles)
0 2
2 6
3 14

Téngase en cuenta que el afo inicial del estudio en el que se crea la empresa es el ano t = 0 y que disponemos
de informacién para tres afios sueltos, en concreto para el afio inicial y el segundo y tercero posteriores.

Deseamos conocer la funcién ¢(t) que proporciona el nimero de clientes de la empresa en cada ano t. De
este modo, de la funcién que deseamos encontrar disponemos solamente de los tres datos sueltos que vemos
en la gréafica:

14r [ ]
12r

10+

05 10 15 20 25 3.0

La cuestién aqui es que no conocemos la férmula de la funcién c(t) y en su lugar dnicamente sabemos que
c(0) =2, ¢(2) =6y c(3) = 14.

Nos interesa entonces conocer la férmula de la funcién ¢(t) a partir de los datos de los que disponemos.
Una vez que tengamos esa férmula podremos predecir el nimero de clientes en otros anos o en anos futuros
asi como representar una grafica de la funcién.

El problema que planteamos en el ejemplo anterior es lo que se denomina un problema de interpolacion
que consiste en determinar la féormula de una funcién a partir de algunos datos sueltos. Siempre es posible
resolver este tipo de problemas utilizando polinomios tal y como garantiza la siguiente propiedad:

Propiedad 22. Dados n+1 puntos distintos xq, x1, X2, ..., Ty y los valores fo, f1, fo,. .., fn, existe un unico
polinomio, p(x), de grado a lo sumo n tal que

p(zo) = fo, p(x1) = f1, p(x2) = fo,..., p(xn) = fu.

Decimos entonces que el polinomio p(x) interpola los datos fo, f1, fa,. .., fn en los puntos xo,x1, T2, ..., Tp.
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Dicho de otro modo, siempre podemos resolver el problema de interpolaciéon utilizando un polinomio
de grado uno menos que el nimero de datos que tenemos. Para encontrar ese polinomio existen numerosas
técnicas y férmulas como las formulas de interpolacion de Lagrange o Newton. Proponemos aqui un métodos
que, en el caso de un nimero reducido de datos, es més sencillo. Veamoslo en el siguiente ejemplo:

Ejemplos 23.
1) En el ejemplo anterior se planteaba el problema del cdlculo de la funcién ¢(t) que determina el nimero de

clientes en cada afio ¢ para cierta empresa. Tenemos tres datos (el niimero de clientes en tres afios distintos)
por lo que aplicando la propiedad anterior sabemos que existe un tinico polinomio de grado 3 — 1 = 2 que
interpola esos datos y que seria la solucién de nuestro problema. Calculemos ese polinomio.

Llamemos p(t) al polinomio que estamos buscando. Puesto que es de grado 2, serd de la forma
p(t) = at® + bt + ¢
y al mismo tiempo dicho polinomio debe cumplir p(0) = 2, p(2) = 6 y p(3) = 14. Bastard con calcular los

coeficientes a, b y ¢ para conocer dicho polinomio. Si utilizamos la férmula y al mismo tiempo los datos que
conocemos, obtenemos

2 = p(0)=a-02+b-0+c, c=2, o a=2,
6 = p2)=a-22+0b-2+4¢, =3 da+2b+c=6, ooy o
14 = pB)=a-3*+b-3+ec. 9a + 3b+c=14. c=2.

y asi, finalmente llegamos a sistema lineal de tres ecuaciones con tres incognitas. Resolver este sistema es
sencillo empleando cualquiera de los métodos habituales. De esta forma, el polinomio que buscdbamos sera

p(t) =2t* — 2t + 2.

En la grafica siguiente podemos comprobar cémo la grafica del polinomio p(t) pasa por los puntos correspon-
dientes a los datos de que disponiamos

14}
12;

10}

2) Calcular la recta que pasa por los puntos (2,3) y (5, —4).

Sabemos que una recta es un polinomio de grado 1. Por tanto estamos buscando una funcién del tipo
r(xz) = azx +b.
Ademas:
e para que pase por el punto (2,3) deberd cumplirse que r(2) = 3,
e para que pase por el punto (5, —4) deberd cumplirse que r(5) = —4.
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Pretendemos encontrar, por lo tanto, un polinomio que interpole en dichos dos puntos y que en consecuencia
serd de grado 2 — 1 = 1 lo cual cuadra con el hecho de que deseamos que sea una recta. Aplicaremos ahora

la misma técnica que hemos utilizado en el ejemplo anterior:

3 = r(2)=a-2+5b, 2a +b =3, a=—4%,
4 = r(5)=a(=5)+b Batb——4 T b=23
—4 = r(5)=a(-5)+b. —5a+b=—4. = 2.
Por tanto,
7 23
——r 4=

rw)=—grty

La grafica correspondiente es:

1.3.7 Funciones racionales e irracionales

Una funcién racional es una funcién del tipo

en donde f y g son funciones polinémicas.
Una funcién racional es por lo tanto el cociente entre dos funciones polinémicas.

El dominio de la funcién racional
_ f(=)

esta formado por aquellos valores reales para los cuales la funcién g no se anula. En general el dominio de
una funcién racional serd todo R excepto un conjunto finito de valores en los que se anula el polinomio g, es

decir, serd de la forma
R —{z/g(z) = 0}.
La grafica de una funcién racional puede adoptar formas diversas igual que sucede en el caso de los

polinomios. De hecho podemos también realizar interpolacién con funciones racionales.

Definicion 24. Una funcidén irracional es una funcion de la forma

en donde f y g son funciones polinomicas y n € N.
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Una funcién irracional es por lo tanto la raiz n-ésima de una funcién racional.

La gréfica de una funcién irracional

puede adoptar distintas formas y su dominio se determina como sigue:

- Si n es un numero par el dominio serd el conjunto de nimeros de R en los que no se anula el

polinomio g y en los que, ademds, la funcién racional % no es negativa, es decir, sera de
la forma
R—{zeR/g(x)=06 J(@ < 0}.
9(x)

- Si m es un numero impar el dominio serd el conjunto de nimeros de R en los que no se anula
el polinomio g, es decir, sera de la forma

R —{z e R/g(z) = 0}.

1.4 Funciones obtenidas a partir de las funciones elementales

Las funciones que hemos visto en los apartados anteriores constituyen lo que se denominan funciones ele-
mentales. A partir de ellas es posible construir nuevas funciones mediante dos métodos:

e Mediante composiciéon y operacién: Es posible componer funciones de la misma manera
que lo hacemos con aplicaciones. Asimismo se pueden utilizar las operaciones usuales de
nimeros reales (suma, resta, producto, divisién, potenciacién) para combinar funciones.
El dominio de una de estas funciones se calculara teniendo en cuanta los dominios de las
funciones que intervienen en ella.

e Mediante funciones definidas a trozos: Las funciones elementales o las obtenidas por
composicién u operacion de ellas estan definidas mediante una tnica férmula. Las funciones
a trozos estdn definidas mediante mediante varias formulas actuando cada una de ellas en
un intervalo diferente.

Estudiemos con més detenimiento las funciones definidas a trozos. Con més precisién, damos la definicién
siguiente:

Definicién 25. Una funcion definida a trozos en los intervalos disjuntos I1,1s, ..., I, es una funcion de
la forma
f:]lLJIQU'--UI]C — R
fi(x), six € I,
fa(x), six € Iy,

fz) =

fre(x), six € I,
donde f1: 11 = R, fo:Io = R,..., fr: [ = R son funciones reales de variable real conocidas.

El dominio de una funcién definida a trozos depende de los intervalos en los que esta definida y las
funciones fi1, fa,..., fx.

Ejemplos 26.
e La funcién

f:[0,5] — R
(x —1)2, si0<ax<1.5
flz)=1 2 siz = 1.5,

1+sen(z—1.5), silb<z<b.
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tiene gréfica
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e La funcién

fi,11]— {9} —R

(z —3)2, sil<z<d4,
3, six =4,
3 8 cos(m(x—3)) dap<T
flx) = 1, siz="7,
3 8 cos(m(xz—3)) T<ax<8
=9 Si8<r<969<z<l1l,
5, six=11.

es una funcién definida a trozos con la siguiente representacion:

5

4.33333
4

3
2.875

1.85714

1.5 Limites y continuidad de una funcién

Usualmente representamos una funcién mediante una curva de trazo continuo. Sin embargo, la representacion
de una funcién no siempre es tan regular pudiendo aparecer huecos o saltos en la grafica.

Dada una funcién f : D — R, en cada punto, o € D, podemos considerar tres elementos:

e El valor de la funcién en el punto, f(zo).
e Si ello tiene sentido, el valor de la funcién a la izquierda del punto zq.

e Si ello tiene sentido, el valor de la funcién a la derecha del punto zg.
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La idea de valor de una funcién a la derecha e izquierda de un punto se corresponde con el concepto
matematico de limite por la derecha y limite por la izquierda de la funcién en dicho punto. Si bien la definicién
matemadtica precisa es mas compleja (véase el material adicional de la pagina 53), de forma intuitiva tenemos
que:

e El valor que toma la funcién a la izquierda de un punto zg lo denominamos limite por la izquierda de

la funcién en zg y lo notamos f(zy) 6 lim f(z).
T—x

e El valor que toma la funcién a la derecha de un punto zg lo denominamos limite por la derecha de la
funcién en xg y lo notamos f(xf) 6 lim f(z).
Tz
e Los limites por la izquierda y por la derecha se denominan limites laterales. Cuando todos los limites

laterales que tienen sentido en el punto xy toman el mismo valor, L, escribiremos abreviadamente

lim f(z) = L. Por el contrario, cuando tenemos que lim f(z) # lim f(z) decimos que f no tiene
T—To TTy z%zsr

limite en el punto xg.

Tenemos por tanto limites laterales, por la izquierda y por la derecha, y limite. Podemos estudiar los
limites en cualquier punto al que la funcién llegue por la derecha o por la izquierda. Evidentemente, si en
un punto no tenemos funcién a la izquierda, no tiene sentido hablar de limite por la izquierda en ese punto
e igual sucede por la derecha. En lo que respecta al limite tenemos dos posibilidades:

e Si tienen sentido los dos limites laterales por la izquierda y por la derecha y ambos valen lo
mismo entonces tendremos limite. Es decir,

si lim f(x)=L= lim+ f(x) entonces lim f(xz) = L.

Ty T T—>To

e Si solamente tiene sentido solo uno de los dos limites laterales entonces no podremos com-
parar los limites a izquierda y derecha como en el caso anterior y tomaremos como limite a
ese unico limite lateral que tenga sentido.

Por otro lado, podemos calcular los limites en —oco y en +oo y el valor de un limite puede ser un nimero
real pero también —oo o +00.

En los siguientes ejemplos vemos diferentes casos que ilustran las distintas posibilidades que acabamos
de enumerar para los limites.

Ejemplos 27.
1) Consideremos la funcién del tdltimo ejemplo y estudiemos los tres elementos comentados (valor de la
funcién, valor a la derecha y valor a la izquierda) en distintos puntos:

To Valor a la izquierda | Valor en el punto | Valor a la derecha
f(zg) = lim f(z) = f(zo) flag) = lim_f()
Cl)*)il)o ZE*}CEO
o =1 sin sentido 4 4
ro =4 1 3 5
g =06 4.3333 4.3333 4.3333
To="7 1.85714 1 1.85714
g =8 4 2.875 2.875
o =9 3 sin sentido 3
zo =11 4 5 sin sentido

Puede observarse que, en cada punto, pueden tener sentido los tres elementos o s6lo algunos de ellos.
Asimismo los valores en cada punto pueden ser todos ellos iguales o bien distintos.
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La intuicién indica que para que la funcién tenga un comportamiento regular en un punto xg los tres
elementos deben tener valores iguales. Véase que en el punto g = 6 todos los valores coinciden y la gréafica
de la funcién en dicho punto es continua. Por contra en todos los demés puntos estudiados los valores o bien
no son todos iguales o bien alguno de ellos no existe. Ello motiva que en estos puntos la grafica muestra
saltos o huecos.

La funcién f estd definida en todos los puntos del intervalo [1, 11] exceptuando el punto 9 (es por ello que
la grafica muestra un hueco en dicho punto). De los infinitos puntos en los que estd definida la funcién hemos
estudiado aqui solamente siete. Evidentemente el andlisis que hemos realizado para z¢o = 1,4,6,7,8,9,11
puede realizarse también para cualquier otro punto de [1,11] — {9}, sin embargo, la grifica es continua en
todos los demds puntos y por ello es de esperar que en ellos los valores de la funcién y todos los limites
coincidan.

En lo que respecta al limite tenemos lo siguiente:

1. En el punto zg = 4 tiene sentido tanto el limite por la derecha como por la izquierda. Tales limites
alcanzan los valores:

lim f(z)=1 y lim f(z)=>5.

T—4- r—4+t

Puesto que lim,_,4- f(z) # lim, .4+ f(x) concluimos que no existe el limite en el punto zg = 4

(Alim, 4 f(z)).

2. En el punto xyp = 9, tienen sentido los dos limites laterales con valores

lim f(z)=3 y lim f(z)=3.

z—9~ z—9+

Ambos coinciden y por tanto la funcién tiene limite en zg = 9 cuyo valor sera el mismo que el de los
dos limites laterales:

lim f(z) = 3.

z—9

Véase que la funcién tiene limite en el punto o = 9 a pesar de que la funcién no tiene ningin valor en
dicho punto (f(9) no esta definido).

3. En el punto zy = 1 solamente tiene sentido el limite por la derecha cuyo valor es

lim f(x)=4.
rz—1t f( )
Puesto que solamente tiene sentido uno de los limites no podemos comparar los dos valores laterales

como en los casos anteriores y el limite en el punto xg = 1 serd simplemente el valor del tinico limite
lateral del que disponemos. Es decir,

lim f(z) = lim f(x)=4.

rx—1 r—1+

4. En el punto £y = 11 tenemos una situacién parecida a la anterior ya que Unicamente tiene sentido el
limite por la izquierda:

Nuevamente, al tener sentido solo uno de los limites laterales, el limite en el punto sera igual al valor
de este tnico limite lateral:

lim f(z) = lim f(x)=4.

rz—11 r—11—

2) El dominio de la funcién f(z) = L es D =R — {0}. La grafica de la funcién es:

x

28



Los limites laterales de la funcién en xy = 0 son

lim f(z) = —o0, y lim f(z)= oco.

x—0— z—0t

Por su parte, para los limites en +oo tenemos:

lim f(z)=0 y lim f(z)=0.

Tr—r—00 r—00

Véase que los valores que obtenemos para estos limites concuerda con el comportamiento de la funcién en la
grafica. Asimismo puede verse que esta funcién no esta definida en el punt o = 0 y a pesar de ello podemos
estudiar los limites laterales por la izquierda y derecha en ese punto.

3) La funcién exponencial f(z) = e® tiene grafica

—00 o0

El comportamiento de la funcién queda reflejado en su gréfica pero también por el valor de los limites en
—00 y 00:

lim =0 y lim e* = o0.
Tr—r— 00 Tr—r00

Como vemos en estos ejemplos, los limites de una funcién en cada punto nos proporcionan informacién
sobre su gréfica, indicando dénde la funcién presenta trazo continuo y donde encontraremos saltos, roturas o
discontinuidades. Las situaciones mas importantes que nos encontramos en estos ejemplos son las siguientes:

e La funcién no esté definida en un punto. En tal caso la gréfica presentard un hueco en ese punto. Tal
y como sucede en el punto zo = 9 de Ejemplos 27-1).

e Los limites por la izquierda y por la derecha no coinciden. Entonces la grafica tendra un salto en el
punto. Véase el comportamiento de la funcién en el punto zo = 4 de Ejemplos 27-1).

e Los limites de la funcién coinciden ambos con el valor de la funcién. En esta situacion la grafica tendra
en ese punto un trazo continuo. Esto es lo que pasa en el punto zg = 6 de Ejemplos 27-1).
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Existen mas posibilidades pero estas tres son las més destacables. En particular, el caso méds importante es
el tercero que nos conduce a la definicién de funcién continua. Es evidente que cuando los tres elementos
(limites laterales y valor de la funcién) coinciden en un punto, el trazo de la funcién en ese punto serd
continuo.

Definicién 28. Dado un intervalo I C R y una funcion f : I — R, se dice que f es continua en un punto
xo € I si en ese punto coinciden los valores de la funcion y del limite. Es decir, si tenemos que

lim f(z) = f(xo)-

Tr—xo

En cualquiera de los ejemplos que hemos visto en esta seccién podemos comprobar cémo una misma
funcién puede tener puntos en los que hay continuidad y puntos en los que no. En la grafica es facil detectar
en qué puntos tenemos continuidad ya que en ellos el trazo de la funcién no tiene saltos ni roturas, es
’continuo’. De este modo comprobamos que tenemos tramos enteros en los que la funcién se pinta de forma
continua y por ello en todos los puntos de esos tramos tendremos continuidad. Esto mismo, la continuidad
en un tramo o intervalo de la funcién, es lo que aparece reflejado, con un lenguaje mas preciso, en la siguiente
definicion:

Definicién 29.
e Sea f: D — R una funcion real con dominio D C R y sea un subconjunto, J C D, de D. Si f es
continua en todos los puntos de J diremos que f es continua en J.

e Sea [ una funcion real de variable real. Si f es continua en todos los puntos de su dominio diremos
que f es una funcidn continua.

Ejemplos 30. Estudiemos nuevamente la funcién del segundo ejemplo de Ejemplos 26:

e En el punto zy = 6 tenemos que

13
lim f(z) = —
r—6— 3 : _13— 3
| ; = 3lim f(r) = = =43 = lim f(x) = f(6)
A0 =3
J(6) =5 =43

y la funcién es continua en xg = 6. Véase que la continuidad equivale a que en zy todos los elementos de la
funcién en dicho punto alcanzan el mismo valor, en este caso 13—3 =4.3.

e En el punto zg =7,

. 13
S fe) = 13
g (77 Em @) = = I ) £ )
. B z—7
lim f(z) = —
T—7t 7

(1) =1

En este casos los limites laterales por la izquierda y por la derecha coinciden y por tanto existe el limite de
la funcién en zy = 7. Sin embargo, el valor del limite no coincide con el valor de la funcién en el punto y
por tanto la funcién no es continua en xg = 7.

e En el punto zg = 9,

lim f(z) =3
i fw) =3 | I @ =3 L i f@) = foy2

£(9) no esta definido
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Ahora los limites laterales coinciden y por ello existe el limite en xg = 9. Sin embargo la funcién no esté
definida en zop = 9 y f(9) no tiene ningin valor. En esta situacién, no tiene sentido preguntar si f(9) y
lim,_,9 f(x) tienen o no el mismo valor ya que f(9) no estd definido. Por tanto en zy = 9 la funcién f ni es
continua ni deja de serlo, simplemente no tiene sentido estudiar la continuidad en dicho punto.

e En el punto xp =1,

lim f(x) = no tiene sentido

rx—1-
. f(0) = 4 =3O =10 i @) = f)

(1) =4

En zg = 1 tiene sentido solamente el limite por la derecha. En tal caso sabemos que el limite coincidira con
el limite por la derecha y tomara por tanto valor 4. Una vez calculado de esta manera el limite es evidente
que coincide con el valor de la funcién, f(1) =4y f es continua en xg = 1.

e En el punto xy = 4,

S fe) =1
= P lim f(x)
lim f(z) =5 v

f4)=3
En zg = 4 el limite por la izquierda y por la derecha son diferentes y por tanto no existe el limite en este

punto. Una de las condiciones para que haya continuidad en un punto es que exista el limite. Por tanto en
zo = 4 la funcién no es continua.

En resumen, se trata de una funcién definida en el intervalo [1,11] y tenemos que:

* La funcién no estd definida en g = 9. En dicho punto podemos estudiar los limites pero no
la continuidad.

* La funcién no es continua en los puntos xg =4, tg =7, xo =8 y x¢9 = 11.

* La funcién es continua en los intervalos [1,4), (4,7), (7,8) y (8,11). Es decir, en todos los
puntos de esos intervalos.

En el ejemplo anterior vemos que, de forma general, estudiar la continuidad en un punto consiste en
comprobar si en dicho punto los elementos de la funcién (limites laterales y valor de la funcién) tienen o no
el mismo valor.

Nota.

e Véase que mientras que es posible calcular el limite de una funcién en un punto en el que ésta no esté
definida, no sucede lo mismo con la continuidad, ya que para que una funcién sea continua en un punto
es necesario que esté definida en ese punto.

e La continuidad de una funcién ha de estudiarse en un punto zy € R, nunca en —oo 6 +00 ya que la
funcién no puede estar definida en too.

Cuando una funcién no es continua en un punto diremos que es discontinua en dicho punto. Aunque hay
otras posibilidades, las dos que aparecen en la siguiente definicién constituyen los dos casos méas importantes
de discontinuidad.

Definicién 31. Sea f: D — R una funcion real de variable real. Entonces:
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1. Si existen los limites laterales de f en xg € R y son distintos diremos que f tiene una discontinuidad
de salto en el punto xg.

2. Si existen los limites laterales de f en xg € D y son iguales entre si pero distintos del valor de f en
xg, es decir,

lim f(z) = lim f(z) # f(2o),

I*}IO E*}IO

entonces diremos que f posee una discontinuidad evitable en el punto xg.

Ejemplos 32. Estudiemos otra vez la funcién f del segundo ejemplo de Ejemplos 26. La funcién muestra
numerosos puntos de discontinuidad. Por ejemplo:

1. En el punto zg = 4 la funcién presenta una discontinuidad de salto ya que existen los limites por la
izquierda y por la derecha pero son diferentes. Por lo que en zg = 4 tenemos una discontinuidad de
salto.

2. En el punto zg = 7 la funcién tiene limite pero el valor del limite no coincide con el valor de la funcién.
En x9 = 7 hay una discontinuidad evitable.

32



1.5.1 Calculo de limites y estudio de la continuidad

Tenemos ahora una idea geométrica (basada en su representacién grafica) de los conceptos de limite y
continuidad. Veremos que este ultimo concepto, el de continuidad, es la pieza clave para el calculo de
limites. En realidad, cuando una funcién es continua en un punto, calcular sus limites en dicho punto es
trivial ya que simplemente hay que sustituir para calcular el valor de la funcién en el punto. En efecto, si f
es continua en el punto xg, la propia definicién de continuidad nos dice que

lm @) = f(wo)

se calcula susti-
El limite en xzg
tuyendo z por
zo en f
Por tanto, lo esencial ahora seria conocer qué funciones son continuas ya que para ellas el calculo de limites
es extremadamente sencillo. Afortunadamente es posible demostrar que las funciones que buena parte de las

funciones que hemos introducido en este tema son continuas. Esto es lo que nos dice la siguiente propiedad.

Teorema 33.

a) Todas las funciones elementales introducidas en la Seccidn 1.3 son continuas.

b) Toda funcién obtenida por operacion (suma, resta, producto, potencia, etc.) o composicidn de funciones
elementales es continua.

Por lo tanto funciones elementales como

1
[@) =cos(x) , fl@)=a® =27 +da+2 f(@) =log(@), f@)=-,
funcién trigonométrica polinomio logaritmica racional

son todas ellas continuas. Si prestamos atencién a lo que dijimos en la Definicién 28, recordaremos que
cuando decimos que una funcién es continua, nos referimos a que es continua en todos los puntos en los que
estd definida. Veamos como podemos utilizar esto para calcular limites en los siguientes ejemplos.

Ejemplos 34.
1) f(z) = cos(z) es una funcién elemental de tipo trigonométrico. Tal y como vimos en la seccién corre-
spondiente, su dominio es todo R, es decir, esta definida en todos los puntos. Por ser elemental, aplicando
el Teorema 33 sabemos que es continua en todos los puntos en los que esta definida y por tanto es continua
en todo R, en todos los puntos. Esquemaéaticamente tenemos

f(x) = cos(x)

funcion elemental

+ = f(x) continua en
f definida en

Por tanto en todos los puntos de R podemos calcular cualquier limite simplemente sustituyendo el valor de
x en la férmula de f(x). Asf por ejemplo

lim cos(z) =  cos(3) , lim cos(z)= cos(0) =1, lim cos(z)=  cos(w) =-—1.
x—3 —— z—0~ —— z—mt ——
Sustituimos = Sustituimos = Sustituimos =
por 3 por 0 por T

2) f(x) = log(z) es una funcién elemental de tipo logaritmico. Sabemos entonces que su dominio es todo
RT = (0,00), es decir, estd definida para cualquier x > 0. Nuevamente, aplicando el Teorema 33, al ser
elemental, serd continua donde esté definida y por tanto en (0,00). Mds brevemente,

f(z) =log(x)

funcién elemental

f deﬁ;—ida en (= f(z) continua en | (0,00) |.

(0, 00)
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De este modo, en todos los puntos de R, es decir para cualquier z > 0, podemos calcular los limites
sustituyendo z. Por ejemplo

lim log(z) =  log(1) =0, lim log(z)= log(2) , lim log(z)= log(10)

z—1 — T2~ —— z—10+ N——
Sustituimos = Sustituimos z Sustituimos
por 1 por 2 por 10

En cualquiera de los puntos z < 0 la funcién log(z) no estd definida y no tiene sentido estudiar la
continuidad. Véase que en x = 0 no podemos estudiar la continuidad pero si el limite por la derecha.

3) f(z) = 1/x es una funcién elemental de tipo racional. Es facil comprobar que puede ser calculada en
todos los puntos excepto en el 0 y por tanto su dominio es R — {0}, es decir, estd definida para cualquier
x # 0. Mediante el Teorema 33, serd continua para todo x # 0. Es decir,

fx) =

funcion elemental
+ = f(z) continua en | R — {0}

f  definida en
R — {0}

Por tanto f(x) es continua en cualquier punto « # 0. Asf pues,

B

o1 1 . 1 1 . 1 1
lim — = — , lim — = - , lim — = -
T2 T 2 T——5- T ) =8+ X 8

~—~ ~— ~—
Sustituimos x Sustituimos x Sustituimos x
por 2 por 5 por 8

En el punto x = 0 la funcién no estd definida. En consecuencia no tiene sentido estudiar la continuidad
en ese punto. Podemos, sin embargo, calcular los limites en 0 tanto por la izquierda como por la derecha.
Sin embargo, puesto que la funcién no esté definida en el punto no podemos calcular los limites sustituyendo
de forma tan simple a como lo hacemos en los otros casos. De hecho, al sustituir para x = 0 obtenemos una
expresién que, en principio carece de sentido,

Sin sentido

matemaéatico

Pronto veremos como actuar en casos como este.

Con esta idea en mente veamos ahora como abordar el calculo de los limites de una funcion y el estudio
de su continuidad en diferentes situaciones. Son dos los casos que debemos estudiar ya que requieren técnicas
diferentes:

e Funciones con una sola férmula, obtenidas por operacién o composicién de funciones elementales.

¢ Funciones con varias férmulas, es decir, funciones definidas a trozos.

Limites de funciones con una sola férmula obtenidas por operacion y composicion de elemen-
tales

Como acabamos de ver, cualquier funcién con una sola férmula obtenida por composiciéon u operaciéon de
funciones elementales serd siempre continua y entonces la idea bésica para calcular un limite es sencilla
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ya que solamente debemos sustituir en la férmula de la funcién. Ahora bien, cuando la funcién no esta
definida en el punto o cuando queremos calcular los limites en +co no podremos sustituir de forma tan
directa. En esos casos sucederd algo similar a lo que hemos visto en el apartado 3) de Ejemplos 34 y
cuando sustituimos obtendremos expresiones que, en principio, carecen de valor matematico claro. En tales
casos podemos aplicar la siguiente tabla que, justificada en propiedades y resultados matematicos precisos,
permite obtener el valor de muchas de las expresiones que pueden aparecer en tales situaciones:

* {—I—oo—l—oo:—l—oo * SiLERentonces{+oo+L:+oo
—00 — 00 = —00 —00+ L =—-00
; +o0o - L = +o0
B
+00 - (+00) = 400 SILGR’{—OO-L:—OO
* —00 - (—00) = +00 *
+00 - (—00) = —00 : _ [ 40 L=-0
SILGR ){ —OOL:+OO
: LT =0
. Si L € (0,1) entonces { L% — 100
* Si L € R entonces — = 0. *
+oo +o00
: = +00
Si L € (1,4+00) entonces - _0
Si L € R~ entonces (+00)X = 0. . L X
{ Si I € R* entonces (+00)% = +oo. * Si L €Rcon L # 0, entonces 0= +oo0*.
(*) El signo se determina mediante la regla de los signos en funcién de los signos de L y de la expresién que origina el 0 del denominador

Ejemplos 35.
1) i 1 1 +1 n
a0z 02 10 oo

2) lim 2% Totl = geofteotl — g0

0.
T—+400
1\° 1\
3) Ll — ] == =0.
)wiinoo(m) <10) 0
1 1
4) lim f:i:ﬂ)o.
z—0t+ T +0
1 1
5) lim — = 2o
z—0— T —0

Las expresiones que aparecen en la tabla anterior admiten una resolucién tnica y directa aplicando los
distintos puntos que en ella recogemos. Sin embargo, en el cdlculo de limites, una vez realizada la sustitucion
podemos encontrar otro tipo de expresiones cuyo valor es indeterminado y depende de las funciones concretas
que estemos manejando no pudiendo establecerse reglas generales para ellas. Este tipo de expresiones son
lo que se denominan indeterminaciones. Las indeterminaciones més importantes son las que aparecen en la
lista siguiente:

, 00-0, 1%, 0%, 0%, oo’

2
|
2

OJO

812

La determinacién del valor de un limite en el que aparece una indeterminacién es, en general, un problema
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complejo y solamente en algunos casos podremos resolverlo de forma sencilla. Damos a continuacién una
lista de reglas que permiten resolver los casos mas sencillos de indeterminacion:

i) Para calcular el limite en +oco de una funcién polindmica,
-1
f(l‘) = a0—|—a1x—|—-~-—|—an_1m" +anxn;

sacaremos factor comun z” con lo que obtendremos

ag a Ap—1
o) =t (24 e 2 )

y entonces calculamos el limite.

fi(z)

ii) Si f es una funcién racional de la forma f(z) = entonces:

 falw)

il.a) Si g = 400, —00, sacamos factor comun la maxima potencia de = en el numerador y
denominador y posteriormente simplificamos.

ii.b) Si 29 = 0 simplificaremos entre numerador y denominador.
iii) Si aparece la indeterminacién co — 0o en expresiones del tipo

V fi(@) =/ fa(2)

multiplicaremos y dividiremos por el conjugado +/ f1(z)++/f2(x). Véase que al multiplicar la expresién
por su conjugado obtenemos el siguiente resultado

(V@) =V 2) (V@) + V() = filz) — fa(z).

Este tipo de técnica también se puede emplear cuando aparecen expresiones como:
fil@) =V f2(x) 6 V(@) = fow).

iv) Si obtenemos una indeterminacién del tipo 1°° aplicaremos la propiedad:

Propiedad 36. Sea f una funcion real positiva y g una funcion real. Entonces

lim f(x)®) = ¢ & lim g(x)(f(z) ~ 1) = L

T—T0

en donde L puede ser un numero real, +00 ¢ —oo y en lugar de xo podemos poner xé‘, Zo , +00 6 —o0.

v) Para una indeterminacién del tipo 0°, 0°° 6 co”, podemos emplear la siguiente transformaciéon

f(2)9@) = 9@ log(f(2))

o bien podemos tener en cuenta que

. . 1
lim 2* =1 y lim z= = 1.
z—0 x—400
vi) Dado a € R* se verifica que
. log(x . “ . ¢
lim g(z) = lim — = lim — =0.
r—+oo 2 rz——+oo et rz——+oo 1T

A esta cadena de igualdades se la conoce como escala de infinitos.

vii) Téngase en cuenta que las funciones coseno, seno, tangente, secante y cosecante son funciones periddicas
que no tienen limite en 400 ni en —oo. Asi mismo véase que para k € Z

lim  tan(z) =—-oc0 y lim  tan(x) = 400,
z— (5 +km)* z— (5 +km)~
asi como que
lim arctan(z) = T lim arctan(z) = I
r—+00 2 Y T——00 2 ’
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viii) Para la funcién logaritmo tenemos que si a > 1,

Jm log,(2) = +ocoy lim log,(z) = —c0
y si a < 1 entonces
Jim log,(z) = —ocoy lim log, (z) = +oc.
Funciones definidas a trozos
Dada una funcién definida a trozos en los intervalos Iy, Is, ...,I;, podemos estudiar los limites, limites

laterales o la continuidad. Para ello seguimos las siguientes indicaciones:
1. Dentro de cada uno de los intervalos Iy, Is,..., I la funcién estard definida mediante una sola férmula
y entonces aplicaremos los métodos indicados en el apartado anterior.

2. En los puntos frontera de los intervalos I, Is,...,I; calcularemos los limites laterales teniendo en
cuenta en cada caso como estd definida la funcién y entonces:

- si los limites laterales coinciden, la funcién tendra limite.

- si la funcién tiene limite y este coincide con el valor de la funcién entonces la funcién sera continua.

Ejemplo 37. Estudiemos la continuidad en R de la funcién del Ejemplo 26 cuya definiciéon recordamos a
continuacion:

Fi,11] - {9} — R

(.1:_3)27 Sll§$<47
3’ SiZE:47
S—M’ sid<ax<7,

fay =1 1 siz =17,
3 8eos(n@=3)) 7 p <8,
a9 si8<z<969<az <1l
5’ six=11.

Observamos que es una funcién definida a trozos en varios intervalos y que tiene puntos de cambio de
definicién en xg = 1,4,7,8,9 y 11. Para estudiar la continuidad comenzaremos con los intervalos en que la
funcién tiene una unica férmula y dejaremos los puntos de cambio de definicién para el final. De este modo
resolvemos el problema en dos fases:

Fase primera: Dentro de cada uno de los intervalos abiertos Iy = (1,4), I = (4,7), Is = (7,8), I, =
(8,9), Is = (9,11) la funcién estd definida mediante una sola férmula (en I; por (z — 3)?, en I por
3— w, ...), la cual se obtiene por operacién (suma, producto,...) y composicién de funciones
continuas (funciones elementales), con lo cual la funcién f es continua en cada uno de dichos intervalos.

Fase segunda: Estudiemos ahora los puntos de cambio de definicién. Para cada uno de ellos deberemos
analizar los tres elementos significativos de la funcién en ese punto, es decir, limite por la izquierda,
limite por la derecha y valor de la funcién (todos ellos han sido calculados ya para esta funcién en el
Ejemplo 30):

e En el punto zg = 1, vimos que

lim f(z) = lim f(z) = 4= f(1),

rz—1t

con lo que f es continua en zy = 1.
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e En el punto zg = 4 tenfamos que

Alim f(x),
con lo que f no es continua en xg = 4.
e En el punto xg = 7,
. 13
3%1_>m7f(93) == # 1= f(7),

con lo que f no es continua en g = 7.
e En el punto xg = 8,
1
lim f(x)=4+# 3= lim f(x),

T8~ r—8t
con lo cual Alim, g f(z) y, en consecuencia, f no es continua en o = 8.

e Para zy = 11 se tiene que

lim f(z)= lim f(xr)=1#5= f(11),

r—11 z—11—

con lo que f no es continua en zg = 11.

e Finalmente, en zg = 9 la funcién f no estd definida, con lo que en dichos puntos no tiene sentido
estudiar la continuidad de f.

En resumen:

I. La funcién f es continua en los intervalos (1,4), (4,7), (7,8), (8,9) y (9,11) y en el punto zo = 1. Por
tanto, f es continua en
[1,4)U(4,7)U(7,8) U(8,9) U (9,11).

II. La funcién f no es continua en los puntos o = 4,7,8 y 11. En el punto o = 9 la funcién no estd
definida y por ello no tiene sentido estudiar su continuidad.

III. En el resto de los puntos, anteriores a o = 1 y posteriores a xg = 11, la funcién f no estd definida y
no es posible estudiar su continuidad.

1.5.2 Limites en oo y tendencia de futuro

El limite de una funcién en +oo tiene importantes interpretaciones en el estudio de la tendencia de procesos
representados mediante una funcién. Cuando la funcién f(t) proporciona el valor de cierta magnitud que
varia con respecto al tiempo, el limite

lim f(¢)

t—o00

puede interpretarse como la tendencia de futuro en la evolucién de esa magnitud.

Ejemplo 38. Los gastos de mantenimiento anuales de una factoria vienen dados por la funcién

6t2—t+5

==

que proporciona los gastos en millones de euros en el ano t. La tendencia del gasto para anos sucesivos
(transcurrido un nimero suficientemente grande de anos) viene dada por el limite

. 6t2—t+5
hm —_—
t—o00 t2 +1
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Se trata del limite de una funcién racional cuando ¢ tiende a oo en el que aparece una indeterminacion.
Como veremos en la pdgina 36, para calcular el limite sacamos factor comun en el numerador y denominador
la mayor potencia de t:

. 62—t+5 26— 1+3)
lim ——— = lim 1 1N
t—o00 t2 +1 t—oo {2 (1 + 7) t—o00 1+

— > > — 76

1+ 140

6-++2% 6-=+S2 6-0+0
=

Cuando ha transcurrido un ntimero grande de afios, el gasto en la factoria tiende a aproximarse a 6 millones
de euros. Esta cifra marca la tendencia del gasto para el futuro.

1.5.3 Teorema de Bolzano. Método de Biseccién. Resolucién de desigualdades

El teorema de Bolzano, aunque de formulacién sencilla, tiene multiples aplicaciones en el manejo de funciones
continuas. Veamos su formulacién junto con algunas aplicaciones importantes del resultado.

En ocasiones es de interés determinar para qué valores de z, cierta funcién f(z) se anula. Dicho de otra
manera, interesa resolver la ecuacién f(x) = 0. El teorema de Bolzano fija las condiciones més sencillas bajo
las cuales podemos al menos afirmar que ese valor x existe. Supongamos que f : [a,b] — R es una funcién
continua tal que f(a) < 0y f(b) > 0. La continuidad impide que la funcién tenga saltos o huecos con lo que
con esta hipdtesis, necesariamente, la grafica de f ha de ser algo del tipo

0< f(b)

0> f(a)

A la vista de la gréfica es evidente que la funcién f ha de cortar en algin punto el eje y = 0. En la gréfica
ese punto ha sido denotado como c. En esencia esto es lo que afirma el Teorema de Bolzano que enunciamos
a continuacion.

Propiedad 39 (Teorema de Bolzano). Sea f una funcién real definida en el intervalo [a,b], continua en
este intervalo y tal que f(a) # 0, f(b) # 0. Entonces, si se verifica que el signo de f(a) es distinto del signo
de f(b), existe c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Hay que tener en cuenta dos puntualizaciones sobre este teorema:

e El teorema de Bolzano garantiza la existencia de ¢ pero no ofrece ningin método para determinar su
valor exacto.

e El teorema de Bolzano afirma que existe un valor en el que la funcién f se anula pero no impide que
f se anule en otros puntos distintos.

Ciertamente, el Teorema de Bolzano no permite por si mismo el cdlculo del punto ¢ en el que f se anula.
Sin embargo su aplicacién reiterada siguiendo un esquema adecuado hace posible al menos aproximar el valor
de ¢. Veamos a continuacion ese esquema que se denomina método de biseccion.
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El método de biseccién

Supongamos que tenemos una funcién f : [a,b] — R en las condiciones del teorema de Bolzano y que por
tanto

fla)f(b) <0 (es decir, f(a) y f(b) tienen signos diferentes).
Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c¢) = 0. Supondremos que por algin medio sabemos que c¢ es la tnica
solucién de dicha ecuacién en el intervalo (a,b). Para aproximar ¢ emplearemos el siguiente método iterativo:
Paso 0: Llamamos ag = a y by = b.
Paso 1: Calculemos el punto medio entre ag y bg,

ao + bo
Co = .

2

Tenemos tres posibilidades de las cuales forzosamente se dara alguna:

e Si f(cp) = 0 habremos terminado ya que hemos encontrado la solucién que seria ¢ = ¢g.
e Si f(co)f(ap) <0 tomaremos a3 = ag y by = co.
e Si f(co)f(bo) <0 tomaremos a3 = ¢g y by = bo.
En los dos ultimos casos no habremos calculado la solucién pero aplicando aplicando el Teorema de

Bolzano sabemos que ¢ € (a1,b1). La ventaja es que el intervalo (aq,b;) es la mitad de largo que el
(a0, bo) y hemos localizado ¢ en un tramo més pequeno.

Paso k + 1: Supuesto que en el paso k hemos calculado ay y b, calculemos el punto medio de ambos,

ay, + by

Cl = .
k 2

Tenemos nuevamente las tres posibilidades siguientes:

e Si f(ck) = 0 habremos terminado ya que hemos encontrado la solucién que serfa ¢ = ¢.
e Si f(ck)f(ar) <0 tomaremos agy; = ax y bp+1 = Ck.
e Si f(ck)f(br) <0 tomaremos agy1 = ¢k y bpr1 = bg.

De nuevo el Teorema de Bolzano garantiza que ¢ € (ag+1, bgt1)-

En cada paso del método la solucién exacta, ¢, pertenece a un intervalo cada vez menor. Cada uno de los
valores calculados, cg,cy,...,c; son aproximaciones de c. Es claro que el error cometido si tomamos como
aproximacién el valor ¢ obtenido en el paso k es

by —ar by —ag
2 T 9k+1

Ey=|c—cl <

Si fijamos una tolerancia o error maximo Fj;, para que el error sea inferior al fijado necesitamos que

bo—ag 1 bo—aq
bo — ao 1og( Eum ) og( Eum )
= <k+1l= -1<k
2k+1 = log(2) — + log(2) -

y asi podemos estimar la cantidad de pasos necesarios para que el error sea el deseado.

Ejemplo 40. Calculemos las soluciones de 43 + 52% — 162 = 12. Para ello tomemos la funcién f(z) =
423 + 522 — 162 — 12 (que es un polinomio y por ello, ya lo veremos m4s adelante, continua) y apliquemos el
método de biseccién para determinar los valores de x para los que f(z) = 0. Si observamos la representacién
de la funcién,
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10
5
S1 Sz Ss
-3 2 -1 1 2
-5
)
-15
-20
-25

advertiremos que la ecuacién f(x) = 0 tiene tres soluciones S1, S2 y S3. Para cada una de ellas debemos
aplicar el método por separado. Por tanto aplicamos tres veces tomando cada vez los datos iniciales aq y b
como indicamos a continuacion:

e Se observa en la grafica que la S1 estd entre —3 y —2 asi que tomaremos ag = —3, bg = —2.
e La segunda solucion, S2, estd entre —1 y 0, por lo que escogeremos en este caso ag = —1,
by = 0.

e Para la tercera solucién, S3, es claro que un eleccién adecuada es ag = 1, by = 2.

Aplicando el algoritmo de biseccién en estos tres casos obtenemos los siguientes datos:

S1 S2 S3
n Qg bk ag bk Qg bk
0 -3 -2 -1 0 1 2
1 -2.5 -2 -1 -0.5 1.5 2
2 -2.5 -2.25 -0.75 -0.5 1.75 2
3 -2.5 -2.375 -0.75 -0.625 1.75 1.875
4 -2.4375 -2.375 -0.6875 -0.625 1.8125 1.875
5 || -2.40625 | -2.375 -0.6875 -0.65625 1.8125 | 1.84375
6 || -2.40625 | -2.39063 -0.6875 | -0.671875 || 1.82813 | 1.84375
7 || -2.39844 | -2.39063 -0.6875 | -0.679688 || 1.82813 | 1.83594
8 || -2.39844 | -2.39453 -0.6875 | -0.683594 || 1.82813 | 1.83203
8 || -2.39844 | -2.39648 || -0.685547 | -0.683594 || 1.83008 | 1.83203
10 || -2.39746 | -2.39648 || -0.68457 | -0.683594 | 1.83008 | 1.83105
A partir de estos resultados podemos dar las siguientes aproximaciones
S1~ ¢y = ‘”%bw = 239697, S2 =~ cip= ‘“OTH”O  _0.684082, S3 & cyg = 10T D10 1y gonsy

En los tres caso, puesto que la longitud del intervalo inicial es siempre igual a uno, la estimacién del error
cometido es

1
i = 0.000488281.

Eyo = o1

Resolucién de desigualdades

Con frecuencia se presenta la necesidad de determinar para qué valores se cumple una desigualdad, es decir,
necesitamos ‘resolver la desigualdad’. En lo que sigue veremos que si somos capaces de resolver la igualdad
correspondiente a la desigualdad con la que estamos trabajando podremos resolver la desigualdad de forma
directa.

Supongamos que queremos resolver la desigualdad
f(z)>0
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donde f(x) es cierta férmula o funcién conocida de la que sabemos que es continua. Seguiremos para ello
los siguientes pasos:

1) Resolvemos la igualdad correspondiente a la desigualdad en cuestion, es decir, la igualdad

flx)y=0.

Ejemplo 41. Resolvamos la desigualdad
z® — 92% + 237 — 12 > 3.

Para ello (la funcién que aparece en la desigualdad es continua por ser un polinomio) comenzamos
resolviendo primero la igualdad

2% — 922 + 232 — 12 =3.

Pasaremos el 3 restando de modo que resolveremos la ecuacién siguiente que es equivalente a la
anterior:
z® — 92 + 237 — 15=0.

Para esta ecuaciéon podemos aplicar el método de Ruffini como sigue,

1 -9 23 —15
1 1 -8 15
1 -8 15 [0
3 3 —15
1 -5 [0
5 5
I o

Por tanto, las soluciones de la ecuacién serdan

r=1, =3 z=05>5.

Nota: En realidad, en este ejemplo no tenemos una desigualdad del tipo f(x) > 0, sin embargo
es evidente, como hemos visto antes, que bastaria con pasar el 3 restando para dejar nuestra
desigualdad bajo la forma

2® — 922 + 237 — 123> 0

que ya si se ajusta al formato f(z) > 0.

2) Las soluciones de la igualdad planteada en el paso anterior dividirdn a la recta real, R, en varios intervalos
dentro de los cuales la funcién f(x) ya no puede anularse.

Soluciones de f(x) = 0.

Intervalos en los que queda dividido R.
Dentro de ellos, f(z) no puede anularse.
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Si sabemos que f(z) es continua, dentro de cada uno de esos intervalos no podremos tener ningtin cambio
de signo ya que ello supondria, aplicando el Teorema de Bolzano, que en el interior de alguno aparecerian
puntos en los que f(z) se anula (es decir, tendriamos soluciones de f(x) = 0 diferentes de las que hemos
calculado) lo cual es imposible.

Si tenemos cambio de

i ] [ N [
signo en un intervalo, - N f(x) tendré que anularse
\\ / dentro de ese intervalo.
. - . .

] 1 . ] 1 ] 1

Por tanto, el signo dentro de cada intervalo es siempre el mismo o, dicho de otro modo, en cada intervalo
tendremos que, o bién, f(z) > 0, o bién, f(x) < 0. Entonces, bastard con probar un punto de cada intervalo
para detectar en cudles de ellos tenemos f(xz) > 0. Los intervalos que obtengamos de esta manera para
f(z) > 0, constituirdn la solucién de la desigualdad.

Ejemplo 42. Las soluciones de la ecuacién
2% —92* + 232 —15=0

que hemos calculado antes (x = 1,3,5) dividen a la recta real en cuatro intervalos,

@ @ @
| 1] |31 |5]
(70071) (173) (3a5) (5700)

Sabemos que dentro de estos cuatro intervalos, no puede haber cambios de signo por lo que sera
suficiente comprobar lo que sucede en un punto cualquiera de cada uno de ellos para deducir cual
serd el comportamiento en todo el intervalo. Tomemos pues, un punto dentro de cada uno de los

intervalos
0 2 4 6
e o) ° o) ° o)
J 1] ]3] | 5]
(=o00,1) (1,3) (3,5) (5,00)

y comprobemos si la desigualdad se verifica para estos puntos:

e En el punto 0 € (—o0, 1), tenemos que

02 —9-0%+23-0—12 ¥ 3.

=—12

Por tanto, en el punto = 0 no se cumple la desigualdad y en consecuencia

2% — 92% 4+ 237 — 12 > 3 no se cumplird para ningtin punto del intervalo (—oc, 2).

e En el punto 2 € (1, 3), tenemos que

28 -9.22423.2-12> 3.
=6

Por tanto, en el punto x = 2 si se cumple la desigualdad y en consecuencia

23 — 92 4+ 232 — 12 > 3 serd cierta para todos los puntos del intervalo (1,3).
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e En el punto 4 € (3,5), tenemos que

43 —9.42 423412 ¥ 3.
=0

Por tanto, en el punto x = 4 no se cumple la desigualdad y en consecuencia

23 — 922 + 232 — 12 > 3 no seré cierta para ningiin punto del intervalo (3,5).

e Finalmente, en el punto 6 € (5,00), tenemos que

63—-9-624+23-6—12> 3.
=18

Por tanto, en el punto z = 6 se cumple la desigualdad y

23— 92% 4+ 232 — 12 > 3 serd cierta en todo el intervalo (5, 00).

En conclusién, deducimos que las soluciones de la desigualdad planteada inicialmente son los
puntos de los intervalos (1,3) y (5,00) o, lo que es lo mismo, el conjunto de soluciones es

(1,3) U (5,00).

1.6 Material Adicional

1.6.1 Entornos de un punto

Ampliacién de conceptos sobre intervalos. Pagina 3

Con frecuencia, no es posible manejar datos exactos sino que se utilizan intervalos que se ajustan en torno
al valor exacto del que no disponemos. Por ejemplo, es dificil conocer con total precisién la cantidad de metros
de cable necesarios para rodear cierta propiedad, sin embargo es mas razonable conocer un intervalo que
comprende a esta cantidad. De esta manera, generalmente no tendremos un dato del tipo

‘son necesarios 836.0012345601 metros de cable’

pero si de la forma
‘son necesarios entre 830 y 840 metros de cable’.

El concepto matemético que corresponde a la nocién de intervalo que engloba a cierto dato exacto es el de
entorno de un punto.

Definicion 43.
e Dado xg € R llamamos entorno de xy a cualquier intervalo abierto, I = (a,b), tal que zo € I (& a <
ro < b)
e Llamamos entorno de +00 a cualquier intervalo abierto de la forma (a,+00), con a € R.

e Llamamos entorno de —co a cualquier intervalo abierto de la forma (—oo,a), con a € R.

Es claro que para un mismo punto podemos encontrar multitud de entornos diferentes. Parece claro
también que cuanto menor sea el entorno de un punto, con mayor exactitud aproximard a dicho punto.
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Ejemplos 44.
1) Los intervalos (—1,5), (2,1000) 6 (3.9,4.1) son todos entornos del punto 4 ya que este punto pertenece a
cada uno de ellos.

2) El intervalo (—3,+00) es un entorno de +oo.

3) El intervalo (—o0,2) es un entorno de —oo.

4) La cantidad de residuos que produce una fébrica es exactamente de 1345.342 kgr. diarios. Esta cantidad se
puede aproximar dando cualquiera de los entornos (1000, 1500) o (1300, 1350). El segundo de estos entornos
es mucho menor (ya que su longitud es igual a 1350 — 1300 = 50 que es inferior a 1500 — 1000 = 500, la
longitud del primero) y por tanto aproxima a la cantidad exacta con mayor precision.

1.6.2 Composicion e inversa de funciones

Ampliacién de conceptos sobre funciones. Pégina 9

Cuando se trabaja con aplicaciones y funciones, los conceptos de funcién e inversa son fundamentales.
Al margen de la definicién matematica para ambos conceptos, veremos aqui cémo ambos tienen una inter-
pretacién directa cuando trabajamos con funciones que representan fenémenos y procesos de la realidad.

Composicién de funciones

Supongamos que estamos trabajando con cierta magnitud M que varia en funcién de la variable x segin la
funcién M (x).

Ejemplo 45. Siestudiamos una empresa que suministra combustible para calefacciones podriamos

tomar
M = nimero de empleados de la empresa

x = numero de clientes de la empresa

de modo que el niimero de empleados contratados depende del niimero de clientes que tenga que
atender la empresa segun la funcién

M (x) = empleados necesarios para atender a z clientes.

Supongamos ademds que la variable 2 depende de otra variable ¢ segin la funcién z(t).

Ejemplo 46. Siguiendo con el ejemplo anterior, el nimero de clientes podria depender de la
temperatura media que se dé en cada mes, asi que estarfamos manejando las variables

r = numero de clientes de la empresa
t = temperatura media mensual

relacionadas mediante la funcién

z(t) = ntimero de clientes cuando la temperatura media mensual es t.
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Una vez conocidas las dos funciones M (x) y z(t) podriamos preguntarnos si es posible obtener M como
funcién de la variable ¢ (en lugar de en funcién de z). Es evidente que conocido el valor de ¢, el valor de x
vendra dado por la funcién z(t) y entonces el valor de M serd M (x(t)). Esquemdticamente tenemos

Valor de ¢ Valor de z Valor de M

' = o (t) Tl M)

Ahora bien, M(x(t)) = (M o z)(t) es la composicién de las funciones M (x) y z(t). De este modo deducimos
que la composicién (M ox)(t) nos proporciona la magnitud M como funcién de la variable ¢. Por este motivo,
en ocasiones se escribe de forma abreviada

M(t) = (M o z)(t).

Ejemplo 47. Para nuestra empresa de suministro de combustible, si sabemos que la temperatura
media para un cierto mes es t, es posible utilizar las funciones x(¢) y M(x) del siguiente modo

Conocida la temperatura Sabemos que el niimero Y entonces,

media de un mes =t | de clientes sera = x(t) empleados = M (z(t))

De esta manera, la composicién (M oz)(t) nos proporciona el nimero de empleados en la empresa
como funcién de la temperatura media del mes.

Si la funcién M(x) que proporciona el nimero de empleados en funcién del niimero de clientes

viene dada por la férmula
100z

M =

()= 100

y la funcién z(t) del ntimero de clientes en funcién de la temperatura media mensual (medida en
grados centigrados) es

() = 10000

t+30
Entonces, la funcién que proporciona el nimero de empleados en funcién de la temperatura
vendra dada por la composicion

(Mox)(t)=M(z(t) =M

(10000) 1003558 10000

= 10000 -
t+ 30 t+30+100 t+ 130

Abreviadamente esta funcién se denota M (t) ya que expresa M en funcién de ¢t. Asi pues,

1
M(z) = % expresa M (empleados) en funcién de = (clientes)
10000 <
M(t) = M(x(t)) = T30 SXpresa M (empleados) en funcién de ¢ (temperatura)

A continuacién vemos otros ejemplos similares en los que entran en juego funciones que representan
distintas cantidades o magnitudes en funcién de diferentes variables.

Ejemplos 48.

1) La funcién
p:[0,365] = R
2

d
= —— 110d+1
p(d) = 155 +10d + 10000
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proporciona el nimero de habitantes (poblacién) en una ciudad para cada dia, d.

Supongamos que el nimero de clientes de cierta empresa de esa ciudad depende en cada momento del
nimero de habitantes segin la funcién

C:[0,00) = R

C(p) = p(0.1 + -2

~

1)

La funcién C(p) nos proporciona el nimero de clientes en funcién de la poblacién de la ciudad. Si
queremos obtener el niimero de clientes, C, en funcién del dia en que nos encontremos, d, debemos calcular
la composicién

424 10d + 10000

(Cop)(d) =C(p(d) =C (1d020 +10d + 10000) = (1d020 +10d + 10000) (0.1 + = 1 — 1)

1001100000 + 2001100d + 3001.1d? + 2d> + 0.001d*
N 1000100 + 1000d + d? '
Por tanto, C' en funcién de d es

1001100000 + 2001100d + 3001.1d* 4 2d° + 0.001d*
N 1000100 + 1000d + d? '

C(d) = (Cop)(d)

2) El precio medio (en euros) de una vivienda de 100 m?, p, depende del niimero de metros cuadrados de
suelo disponible para construccion, m, segun la funcién
p:(0,00) = R

10000000
p(m) = 60000 + ———
m

Por su parte, el nimero de compradores que demandan este tipo de viviendas, D, depende de su precio segin
la funcién

D:[0,00) = R
60000000
D(p) = ————2 -
() ==

Para estudiar como varfa la demanda (nimero de compradores) en funcién de los metros cuadrados disponibles
debemos calcular la composicién D o p del siguiente modo:

1
(Dop)(m) = D(p(m)) = D (60000 n 0000000) 60000000

~ 60000 + 10000000 7

De esta forma, la funcién que nos proporciona el niimero de compradores que demandan este tipo de viviendas
depende de los metros cuadrados ofertados para construccion segun la funcién
B 60000000
= 10000000 :
60000 + === +1

D(m) = (D op)(m)

En los dos apartados de Ejemplos 48 hemos visto como una misma magnitud puede expresarse en
funcién de dos variables distintas. Por ejemplo, en el apartado 2) la demanda de compradores, D, aparece
en primer lugar en funcién del precio de las viviendas, p, mediante la funcién D(p) y luego, tras calcular
la composicién de D(p) y p(m), obtenemos D en funcién de los metros disponibles, m, mediante la funcién
(Dop)(m). Hemos visto también que de forma abreviada denotamos (Dop)(m) como D(m) ya que realmente
esta composicion expresa la demanda D como funciéon de m. Sin embargo, hay que tener en cuenta que esta
notacién para la composicién (es decir, escribir (D o p)(m) como D(m)), aunque util y més expresiva en
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muchas ocasiones, es ambigua ya que podria parecer que tenemos dos férmulas distintas, D(p) y D(m), para
una misma funcién. Si nos pidieran que calculdramos D(2), en principio no sabriamos si deberfamos aplicar
la férmula de D(p), en cuyo caso

D(2) = 30000000 _ 95060000,
241
o la férmula para D(m) con lo que tendriamos
60000000
D(2) = 11.8577

~ 60000 + 5000000 + 1

La correcta aplicacion de esta notacién depende del hecho de que conozcamos con precisién a qué unidades
corresponde la cantidad 2. Si se trata de 2 euros debemos aplicar D(p) y obtendriamos el primero de los
dos resultados D(2) = 20000000. Por contra si estamos hablando de 2 m?, utilizarfamos D(m) y entonces la
opcién correcta es la segunda D(2) = 11.8577.

La funcion inversa

Vimos en el tema de introduccién que, dada una aplicacién biyectiva, es posible calcular su inversa que, a
fin de cuentas, era la aplicacién que producia el efecto contrario al de la inicial. Puesto que las funciones son
un caso particular de aplicacion, también podremos calcular la inversa de funciones que sean biyectivas. Lo
que nos interesa aqui es dar una interpretacién del concepto de inversa de una funcion.

Para presentar estas ideas estudiaremos la funcién

p:(0,00) > R
1
p(m) = 60000 + 700(:3000

que aparece en el apartado 2) de Ejemplos 48 y que proporciona el precio medio de una vivienda de 100
m?, p, en funcién del nimero de metros disponibles para construccién, m.

Si observamos la grafica de la funcién p,

p

+00

60000

o m
0 400

comprobamos a simple vista que se trata de una funcién inyectiva cuyo dominio es el intervalo (0,00). Se
observa ademds que en este intervalo los valores que toma p(m) van desde 60000 hasta +oo, o lo que es lo
mismo

p ((0, +00)) = (60000, +00).

Esto 1ltimo indica que la funcién p escrita en la forma

p: (0,400) — (60000, +00)
1
p(m) = 60000 + 700(:3000

es biyectiva lo cual también puede comprobarse facilmente utilizando los métodos para estudiar la inyectivi-
dad y sobreyectividad de una aplicacién que vimos en el capitulo de introduccion.
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Si p: (0,400) — (60000, +00) es biyectiva podemos calcular su aplicacién inversa que por definicién
(véase la Definicién 77 del Capitulo ?? en la pigina ?7) es

p~1 1 (60000, +00) — (0, +00)
p~'(p) =mtq. p(m) =p

Es decir, si p lleva m en p entonces p~ ! lleva p en m:

De esta forma, conocido el nimero de metros m, la funcién p nos proporciona el precio que tendran las
viviendas y, al contrario, conocido el precio p, la inversa p~! da como resultado el nimero de metros, m,
necesarios para que se alcance ese precio. Dicho de otro modo:

e La funcién p(m) expresa el precio, p, en funcién de los metros disponibles, m.

e La funcién p~!(p) expresa los metros, m, en funcién del precio, p.

Por este motivo, una notacién adecuada para la inversa de la funcién p(m) es m(p) ya que en realidad la
inversa expresa los metros, m, en funcién del precio, p. Para calcular la inversa m(p) tenemos que

! 1
pzmmﬁﬁmm+lﬁgﬂL$pzmmm+£%$@

y si despejamos m en funcién de p (m = m(p)) en la igualdad recuadrada tenemos m = %. Obtenemos

asi m en funcién de p, es decir la inversa m(p) que finalmente podemos escribir en la forma

m : (60000, +00) — (0, 400)
10000000
m(p) =

~ p— 60000

1.6.3 Ajuste mediante funciones trigonométricas

‘ Ampliacién de técnicas con funciones trigonométricas. Pdgina 17

Las funciones seno y coseno son funciones periédicas y por ello permiten modelizar mateméticamente
ciertos fendmenos ciclicos en los que una magnitud oscila periédicamente respecto a un valor medio. Para
conseguir esto, podemos emplear una funcién trigonométrica del tipo!

Acos(ax + )+ M

Las constantes A, M, «, B que aparecen en la expresion anterior deben ser calculadas en cada caso en funcién
de los datos del fenémeno en estudio. Para ello, debemos tener en cuenta que:

e La constante M es el valor medio en torno al cual oscila la funcién periddica.

e La constante A se denomina amplitud e indica la méaxima oscilacién posible de la funcién con respecto
al valor medio (dado por la constante M).

e Para calcular las constantes a y 8, debemos saber que:

— la funcién alcanzard su valor maximo para ax + 8 = 0,

— alcanzard su valor medio para ax + 8 = 7,

1En realidad, podriamos igualmente haber empleado la funcién genérica Asen(ax + 8) + M.
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— y su valor minimo cuando ax + 3 = 7.

maximo en x

NS A
g
g8 Acos(ax+ 8)+ M
=
53
""""""""""""" | [mmimoenz,
ars+ B =7
v ary+B8=73
axrg+ =0

Ejemplo 49. La cantidad de basuras producidas diariamente en una ciudad sigue un comportamiento
ciclico anual oscilando entorno a un valor medio de 36500 toneladas/dfa. Sabemos que la mayor produccién
de residuos tiene lugar a finales del tercer mes del aflo (es decir, marzo) alcanzédndose entonces las 50000
toneladas/dia. Debido a que la poblacién disminuye con ocasién de las vacaciones veraniegas, la menor
produccién de basuras se produce a finales del noveno mes (es decir, septiembre) y es de 23000 toneladas/dfa.

Podemos modelizar la cantidad diaria de basuras producidas mediante una funcién trigonométrica. Em-
plearemos para ello una funcién del tipo A cos(at + 8) + M (hemos llamado ¢ a la variable de la funcién ya
que designa el tiempo transcurrido). Necesitamos solamente calcular los valores de las constantes A, M, y

B.

A la vista del enunciado anterior es facil deducir la siguiente informacién para la funcién que deseamos
obtener:

Periodo 12
Intervalo Intervalo [0, 12]
Valor medio 36500
Valor minimo 23000 se alcanza para t=9
Valor maximo 50000 se alcanza para t=3
Maxima amplitud 13500
=Valor méximo-Valor medio
=Valor medio-Valor minimo

De la tabla anterior, directamente extraemos el valor medio, M, y la amplitud, A, de modo que el valor
de estas constantes serd
M = 36500 y A = 13500.

Calculemos a y f:

e Cuando se alcanza el valor maximo debe cumplirse que at + 3 = 0. Pero de la tabla se desprende que
ese valor maximo se obtiene cuando t = 3. Por tanto

a-3+8=0.

e Por su parte, para el valor minimo debe verificarse que at + 8 = 7 y sabemos por la tabla que a ese
valor minimo se llega para ¢t =9, con lo que

a-9+p=m.
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Obtenemos asi un sistema con dos ecuaciones y dos variables del que es facil despejar o y 5:

{ 3a+8=0

™

= fﬂﬂf
da+B=r TP T

Con todo esto, la funcién trigonométrica que utilizaremos para ajustar la situacién del problema es
T m
13500 cos (gt — 2 ) + 36500.
que satisface todas nuestra exigencias iniciales ya que su grafica se ajusta a los datos del problema:

50000

36500

23000

i i
I I
I I
| |
| |
| |
| I
12 3 456 7 8 9101112

13500 cos (£t — %) + 36500

Como el comportamiento en la produccién de basuras es igual todos los anos, la grafica de la funcién se
repetird en cada tramo de doce meses:

50000

6500

23000

18 24 30 36 42 48

1.6.4 Resolucion de ecuaciones trigonométricas mediante funciones trigonomé-
tricas inversas

Ampliacién de técnicas con funciones trigonométricas inversas. Pagina 19

Supongamos que queremos resolver la ecuacién
cos(z) = K
para cierto valor K € [—1, 1]. Podemos despejar el valor de x empleando la funcién arccos de modo que
x = arccos(K).

Sin embargo, asi obtenemos tnicamente una solucién cuando sabemos que esta ecuacién tiene infinitas.
;,Cémo podemos obtener todas las demas soluciones?. En la representaciéon grafica, nos damos cuenta de
forma inmediata de que las soluciones de la ecuacién vienen determinadas por los cortes de la grafica de
cos(x) con la recta a altura K:
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— arccos(K) arccos(K)
| 27 /\I 27r\\ \I/ 2m /\I 2 /\
K

2T 2 2T 2T

cos(x)

El dnico corte que encontramos dentro del intervalo [0, 7] (dicho intervalo aparece marcado con mayor grosor
en el grifico) es la solucién que obtenemos calculando arccos(K) y lo hemos representado mediante un punto
de mayor grosor. Ahora bien, observamos en el grifico que el valor — arccos(K) (nuevamente representado
con mayor grosor) también representa una solucién de la ecuacién. A partir de esos dos puntos (arccos(K) y
—arccos(K)), si avanzamos o retrocedemos pasos de longitud 27 encontramos nuevos cortes que corresponden
a nuevas soluciones de la ecuacién (estos pasos de longitud 27 a partir de arccos(K) aparecen representados
en el grafico mediante corchetes por encima de la recta de altura K y por debajo de ella para los que
obtenemos a partir de — arccos(K)). De este modo obtenemos las soluciones

... arccos(K) — 2(27), arccos(K) — 2m, arccos(K ), arccos(K) + 27, arccos(K) + 2(27), .. ..

a partir de arccos(K)

..., —arccos(K) — 2(2m), — arccos(K) — 2w, — arccos(K), — arccos(K) + 2w, — arccos(K) + 2(27), . ...

a partir de — arccos(K)

Dicho de otro modo, conseguimos todas las soluciones que pueden obtenerse de la siguientes férmulas dando
a k distintos valores enteros (k € Z),

arccos(K) + k(2m) y — arccos(K) + k(2m).
Podemos resumir ambas expresiones en la siguiente,
2km + arccos(K), keZ,

que recoge todas las posibles soluciones de la ecuacién cos(z) = K que queriamos resolver inicialmente.

Ejemplo 50. Supongamos que en la situacién descrita en el Ejemplo 49 pretendemos determinar en qué
meses tenemos una produccién de basuras de 40000 toneladas/dfa.

Antes hemos tomado la funcién 13500 cos (%t — %) + 36500 para ajustar los datos del problema mediante
una funcién trigonométrica. Ahora, para resolver nuestro problema, lo que queremos saber es para qué
valores de t dicha funcién vale 40000. Es decir, queremos resolver la ecuacién

13500 cos (%t — g) -+ 36500 = 40000.

Despejando obtenemos

6'72) = 13500 ~ 27"

Si empleamos lo que hemos visto antes para despejar en esta ecuacién, llegaremos a que

(7r T ) 3500 7
cos

T T 7
St =2%kn+ -
6t 5 km £ arccos (27)
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de donde -
2km + arccos (55 ) + Z 6 7
t= T —~ (27) 2 = t =12k + — arccos (27>—|—3.
z T

6

Si damos diferentes valores a k obtenemos

para k= —1, t=—12=+ %arccos (277)+3={ iz:?fgg ’
para k =0, t:l:iarccos(;?)wL?){ iij )

para k=1 =12 Sarceos (3) +3 - { | 21720
k=2, 0= 242 Sarceos () +3 = { | 23000

Puesto que estamos estudiando solamente los 12 meses del ano, solamente tendran sentido los valores de
t comprendidos dentro del intervalo [0,12] (que aparecen subrayados). Es facil comprobar que para otros
valores de k ya no volveremos a obtener nuevamente valores de ¢ entre 0 y 12. Por tanto, finalmente deducimos
que la produccién de basuras alcanzard las 40000 toneladas/dia justamente para ¢t = 0.50 y para t = 5.49.

Podemos recurrir a razonamientos parecidos a los que hemos utilizado con arccos para llegar a la con-
clusién de que, dado K € [—1, 1], todas las soluciones de la ecuacién

sen(z) = K
vienen dadas por las férmulas

x = arcsen(K) + 2k y x =7 — arcsen(K) + 2k, ke Z.

Del mismo modo, si pretendemos resolver la ecuacion
tan(z) = K

para cierto valor K € R, podemos realizar razonamientos sobre las correspondientes graficas que nos permiten
afirmar que todas las soluciones de esta ecuacién vienen dadas por

x = arctan(K) + km, keZ.

1.6.5 Definicion analitica de limite

Ampliacién de conceptos sobre limites. Pdgina 27

Para comprender esta seccién véase también el material adicional correspondiente a entornos en la pagina
44.

En Ejemplos 27 puede observarse que los limites laterales no siempre tienen sentido. Hay puntos en los
que tiene sentido solamente el limite por la izquierda, en otros tendra sentido sélo el limite por la derecha
y finalmente también habra puntos en los que tendran sentido ambos. Con objeto de abreviar introducimos
la siguiente notacion:

Definicién 51. Dado el conjunto D C R:

i) Definimos el conjunto Ac™ (D) como aquel formado por los puntos x € R tales que para cualquier a < x
se tiene (a,x) N D # 0.
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ii) Definimos el conjunto Act (D) como aquel formado por los puntos x € R tales que para cualquier x < b
se tiene (z,b) N D # 0.

iii) Ac(D) = Ac™ (D) U Act (D).
Dada la funcién f: D — R,

e los puntos de Ac™ (D) son aquellos en los que tiene sentido el limite por la izquierda para f.
e los puntos de AcT(D) son aquellos para los que tiene sentido el limite por la derecha.

e los puntos de Ac™ (D) N AcT (D) son aquellos para los que tiene sentido tanto el limite por la izquierda
como por la derecha.

A continuacién daremos la definicién rigurosa de limite de una funciéon. Téngase en cuenta que las
definiciones que hemos dado en la pagina 27 son de tipo intuitivo y tienen por objeto introducir la definicién
que damos ahora. Presentamos en primer lugar un ejemplo que justifica la definiciéon de limite que damos
luego en la pagina 56.

Ejemplo 52. La evolucién de los ingresos (en millones de euros) de cierto grupo de inversores en bolsa
queda descrita desde el ano 1994 por la funcién f con grafica:

1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

Se observa que a comienzos de 1999 los ingresos caen bruscamente y comienzan a partir de ese momento una
lenta recuperacién. Observando la grafica queda claro que en el punto xg = 1999 los valores de la funcién
a izquierda y derecha son diferentes. Es decir, en dicho punto los limites por la izquierda y por la derecha
tienen distintos valores. En concreto, de la grafica deducimos:

e Valor de la funcién en el punto: f(1999) = 1.

e Valor de la funcién a la izquierda del punto: 1}{)1{1)9 f(z)=3.
r— -

e Valor de la funcién a la derecha del punto:  lim  f(z) = 1.
z—1999+

Si analizamos la situacién anterior a la caida de los ingresos (es decir el tramo de funcién inmediatamente
anterior al punto 1999) observamos que los beneficios comenzaban a acercarse a la cantidad de 3 millones de
euros (el limite por la izquierda en 1999 es 3) si bien nunca se llegé a alcanzarla.

Tomemos un entorno del punto 3 (recuérdese que generalmente se trabaja con entornos en lugar de
con datos exactos) por ejemplo (2,4). Aunque nunca se alcanzé la cifra de 3 millones, cabe preguntarse
si durante algin periodo inmediatamente anterior a la quiebra de ingresos los beneficios se movieron en el
entorno seleccionado (2,4). Graficamente tenemos:
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1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

Se observa que en el perfodo comprendido en el intervalo de afios (1997,1999), los ingresos se mueven dentro
del entorno (2,4) del punto 3. En notacién matemética escribiremos esto mismo como,

£((1997,1999)) C (2,4).

Podemos ajustarnos mas a la cantidad limite 3 tomando un entorno de menor tamafio. Si elegimos ahora
el entorno (2.5,3.5) de 3 y intentamos encontrar un periodo dentro del que los ingresos se muevan en este
entorno, tenemos la siguiente situacién gréafica:

1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

Ahora, el grifico indica que dentro del perfodo (1997.67,1999) los beneficios estardn en el entorno (2.5,3.5)
o de otra manera,
£((1997.67,1999)) C (2.5,3.5).

Sucesivamente podriamos ir estrechando el entorno que rodea a la cantidad limite 3 y buscar en cada
caso un periodo de anos en el que los ingresos estén dentro de estos entornos cada vez mas pequenos. Sin
embargo la grafica de la funcién y los ejemplos anteriores parecen indicar que para cualquier entorno I de
3, encontramos un periodo de anos del tipo (a,1999) dentro del cual los beneficios recaen dentro de dicho
entorno. Escrito en formato matemé&tico tenemos,

VI entorno de 3,3 a < 1999 tq. f((a,1999)) C I.

En realidad, esta tltima condicién matematica constituye una definicién rigurosa de a lo que intuitivamente

nos hemos referido como ‘el valor de f a la izquierda de 1999 es 3’ 0 como ¢ lim f(z) = 3’. En la siguiente
—1999~

definicién se extiende al caso general esta misma idea.

Es evidente que el estudio realizado a la izquierda del punto 1999 puede ser realizado también a la derecha

en donde sabemos que el limite es lim . f(z) = 1. En este caso tomaremos entornos que ajusten al valor
z—1999

limite 1 y perfodos de tiempo que sean inmediatamente posteriores a 1999, es decir del tipo (1999, a).
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Definicién 53. Sea la funcion f: D — R.

i) Dado zo € Ac™ (D), decimos que el limite por la izquierda de f en el punto xg es L € RU{—00, 400} y
lo notamos
lim f(z) =1L,

T—To
si se cumple que
VI C R entorno de L,3 a < xq tal que f ((a,z9) N D) C I.

ii) Dado xg € Act (D), decimos que el limite por la derecha de f en el punto xo es L € RU {—o0, +00} ¥

lo notamos
lim f(z) =1L,

+
13*)(130

si se cumple que
VI C R entorno de L,3 a > xq tal que f ((xo,a) N D) C I.

iii) Dado xq, decimos que el limite de f en el punto g es L € RU {—00,+0c0} y lo notamos

lim f(z) =1L,

T—To
cuando:

e 1y € Ac (D)NAcT (D), existen los limites por la derecha y por la izquierda de f en xq y se cumple
que
lim f(z)=L= lim f(x).
T—x z%xa'

e zo € Ac™ (D) — AcT (D), existe el limite por la izquierda de f en xo y

lim f(z) = L.

T

e 20 € Act(D) — Ac™ (D), ewiste el limite por la derecha de f en xq y

lim f(z)=L.

+
1—)(130

1.6.6 Interés compuesto continuamente

Ampliacién de conceptos sobre funciones de tipo exponencial. Pdgina 11

Veremos cémo los resultados que hemos visto para el cdlculo de limites permiten determina la férmula
del interés compuesto continuamente que anteriormente hemos introducido sin justificar.

Si disponemos de un capital P y lo invertimos en una cuenta con interés r» compuesto en m periodos,
sabemos que la funcién de capital transcurridos t anos es

P(t) = (1+ %)mt P

Si queremos ver lo que sucede cuando el nimero de perfodos se hace muy grande (cuando m — 00) tendremos
que calcular el limite

mt
Jim (1+ 1) P
m

m— o0
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Véase que en esta expresion tanto P como t y r son cantidades fijas que dependen de los datos del problema.
En cambio m varia tendiendo a infinito. Es evidente que

r mt r mt
lim (1+—) P=P lim (1+—) .
m m

m—r 00 m—r o0

y por tanto solo tenemos que estudiar el limite lim,, (1 + %)mt. Si calculamos el limite sustituyendo
directamente y empleamos las propiedades algebraicas obtenemos

lim (1+ %)W = (1+ é)wt = (1+0)® =1%.

m— oo

Obtenemos una indeterminacién del tipo 1°° que puede ser resuelta mediante la Propiedad 36 del siguiente
modo: En lugar de calcular el limite anterior lo transformamos segun indica la propiedad en la forma

. r . r .
lim mt (1 + — — 1) = lim mt— = lim rt=rt
m—o0 m m—roo m m—o0

con lo que aplicando la Propiedad 36 tenemos que

r\mt
lim (1 + —) = ¢t
m— oo m

y en consecuencia

m—r o0

. r o\ mt +
lim (1 + —) P = Pe"
m
con lo que el capital acumulado en el ano ¢ a un interés r compuesto continuamente es

P(t) = Pe™,

o7



