Capitulo 2.
Derivacion de funciones.



Objetivos del tema

e Concepto matematico de derivada.
e Interpretaciones del concepto de derivada.

e Calculo de derivadas de funciones y funciones definidas a
trozos.

e Propiedades de forma de una funcion y su analisis mediante
derivadas sucesivas.

e Calculo de limites mediante el teorema de L'Hopital.




1 Concepto de derivada

Supongamos que nos desplazamos desde la ciudad A hasta la
B utilizando un automovil. Si nuestro viaje viaje dura b horas,
tenemos la funcion
e: 0,0 - R
t  — e(t) = Kilometros recorridos hasta la hora ¢

Pretendemos calcular la velocidad a la que circulabamos justo en
ese instante ty. Si realizamos el calculo
e(b) — e(ty)
b—tg
obtendremos la velocidad media en el intervalo de tiempo [tg, b).
En general,

e(t) — e(to)
t — 1o

no sera mas que la media de las velocidades en el intervalo
(to, t)Para estudiar la velocidad justo en t; calculamos

lim e(t) - 6<t0>.

t—to t — 1
Este limite nos proporciona la velocidad instantanea justo en
el instante £y que queriamos encontrar. Dicho limite es lo que
llamaremos derivada de la funcion e en el punto t.
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Definicién 1. Dada f : D — R:

i) Diremos que f es derivable en xqg € Ac(D) y que su
derivada en tal punto es L € R si se verifica que

o f@) = f)

T T — X

= L.

En tal caso escribiremos

f,<£130> =L 0 %(.ﬁﬁo) = L.

Si el limite anterior no existe o es oo, diremos que la
funcion f no es deriwable en el punto x.

i1) Dado un subconjunto H C D, decimos que f es derivable
en H si es deriwable en todos los puntos de H. Si f es
derivable en D (en todo su dominio) diremos que f es
una funcion derivable.

1) Sea f: D — R una funcion real y sea
Dy ={x € D : f es derivable en x}.

Si D1 # 0, llamaremos funcion derivada de la funcion f
a la funcion
f/ ) D1 — R
z e fl(z)



Pudiera ser que el limite de la derivada no existiera pero que
si dispusiéramos de los limites laterales. Entonces hablaremos de
derivadas laterales de la funcion.

Definicién 2.
i) Decimos que la funcion f es derivable por la izquierda en

xo y que el valor de la derivada por la izquierda de f en
xo es L € R, st tiene sentido y existe el limite

o F(@) = fa)

Ty L — Xy

= L.

i1) Decimos que la funcion f es derivable por la derecha en
xo Yy que el valor de la derivada por la derecha de f en xg
es L € R, st tiene sentido y existe el limite

o f(@) = fa)

:1:—>:1:ar X — X

= L.

Al igual que sucede para la continuidad, una funcion podra ser
derivable solo en aquellos puntos en los que esté definida.




Ejemplo 3. Sabemos que, dados los niimeros reales a y b, una
funcién del tipo

f(x)=ax +0

es un polinomio de grado 1 que se representa siempre como una
recta.

Tomemos un punto cualquiera ry € R. Segun la definicion
tenemos que

ax + b — (axg+ b)

f'(zg) = lim = lim
T—x() T — X T—1() T — X
. alxr — Xy :
— lim ( >:hma:a.
r—=r0 T — Xy T—X()

Por tanto, una recta es siempre una funcion derivable en todos
los puntos. La funcién derivada sera

f'(z) =a.
Por ejemplo da la recta f(x) = 10x — 7 es la funcion constante

f'(z) = 10.




Dada una funcion f : D — R, si admitimos que es derivable
en ro € D tendremos que

o @) = )

T—1() T — X

=L e R.

Pero entonces,

lim f(z) — f(xo) = lim (z — xo)f (z) — f(xo)

T—T( T—T) T — Xy

= lim (z — () lim flz) = flao)

T—X) T—X() r — Xy
\ 4

=0-L=0

0
De donde
lim f(z) = f(zo).

T—X(

En otras palabras, tenemos la siguiente:

Propiedad 4. Toda funcion derivable en un punto es también
continua en ese punto.



1.1 Interpretaciones de la derivada

La derivada como velocidad de variacion:

Ejemplos 5.
1) La cantidad de empleados de cierta empresa viene dada, en
funcién del nimero de dias pasados desde el comienzo del ano,
por la funcion:

£:10,365 = R

f(z) = 1100 — 1000 cos (2££) -

La grafica correspondiente es,
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Sabemos que la derivada de la funcién f es la velocidad de
variacion de f(x) con respecto a x. Tenemos:

f(x) = numero de empleados ,, empleados
xr = dias = flw) = dia



Por tanto, f'(x) es la variacion de empleados (contratos o despi-
dos) por dia en el dia x.

La funcién derivada de f es

400 2T
/ _ -
fla) = Zgmsen (365)'

Entonces, por ejemplo:

e f/(50) = 13.0536 = En el dia x = 50, la velocidad de con-
tratacion fue de 13.0536 empleados/dia. Por tanto en el dia
50 se contrataron aproximadamente 13.0536 empleados.

o f'(182) = 0.148163 = En el dia x = 182, la velocidad de
contratacion fue de 0.148163 empleados/dia. Por tanto el dia
182 se contrataron aproximadamente 0.148163 empleados.

e f/(260) = —16.7342 = En el dia z = 260, la velocidad de
contratacién fue de —16.7342 empleados/dia. Por tanto el
dia 260 se produjeron aproximadamente 16.7342 despidos.
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2) Al realizar el estudio de la actividad de un negocio es habitual
estudiar lo que se denomina funcion de costos que mide el coste
necesario para producir una cierta cantidad de unidades.

Supongamos que en una empresa que produce componentes
clectronicos se tiene la siguiente funcién de costos (medida en

euros):
10
C(z) =x+ 10log v .
10
En tal caso:
e Para producir x = 10 unidades el costo sera de C'(10) =

16.9315 euros.

e Para producir x = 20 unidades el costo sera de C'(20) =
30.9861 euros.

La grafica de la funcion de costos es
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Si calculamos la derivada de la funcién C'(x) obtendremos la
velocidad de variacion del coste con respecto a la cantidad de
unidades producidas:

C'(x) = coste de produccion en euros
x = unidades

coste en euros euros

= (C'(x) =

unidad ~ unidad’
Es decir, C'(x) es el coste por unidad (lo que cuesta fabricar una

unidad) cuando llevamos producidas = unidades.

_:1:+20
o+ 10

C'()
asi que:

e [l coste por unidad cuando hemos producido 10 unidades es
C’(10) = 1.5 euros/unidad.

e [l coste por unidad cuando hemos producido 20 unidades es
C"(20) = 1.33 euros/unidad.
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La derivada C'(x) se denomina coste marginal. En nuestro
caso la grafica de costes marginales es:

2
1.5
1,

0. 5¢

20 40 60 80 100

Se observa que el precio por unidad cuando la produccion es muy
baja se aproxima a 2 euros y a medida que aumenta la produccion
se reduce hasta 1 euro.
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Interpretacion geométrica de la derivada: Habitual-
mente un angulo se mide en grados sexagesimales o en radianes.
Asi por ejemplo,

a = 45° grados = 7 radianes

Sin embargo en diferentes ocasiones se emplea el concepto de
pendiente para indicar o medir el valor de una angulo.

Definicion 6. Dado el dangulo o, llamamos pendiente de o
al numero
m = tan(a).

De este modo, la pendiente del angulo de la grafica sera

m = tan(45°) = tan(%) = 1.
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De forma mas intuitiva, la pendiente de un angulo nos indica
las unidades que ascendemos por cada unidad que avanzamos si
seguimos la direcciéon de ese angulo.

m = D

15



Si consideramos una recta, por ejemplo la funcion r(z) = x+1,
podemos también calcular el angulo que forma esa recta con la
horizontal y su pendiente. Ademas es evidente que ese angulo
sera el mismo en cualquier punto de la recta:

-0.2-0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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Si en lugar de una recta consideramos una funcion cualquiera,

- 2,1 .
por ejemplo f(x) = x° + 3, tendremos:

1.4}

1.2}

0.8 m =1

0.6} m:§:O4
pa—

0.4 :f(:t)

|
|
|
0.2} :
[
|
1

0.2 0.5 0.8

Un razonamiento similar al que hemos realizado al inicio del
tema permite demostrar que si f es derivable en x( tendremos,
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Si en lugar de una recta consideramos una funcion cualquiera,

- 2,1 .
por ejemplo f(x) = x° + 3, tendremos:

pendiente de f en xg = f'(x).
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Si en lugar de una recta consideramos una funcion cualquiera,

- 2,1 .
por ejemplo f(x) = x° + 3, tendremos:
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Si en lugar de una recta consideramos una funcion cualquiera,
por ejemplo f(x) = x° + %, tendremos:

fl(z) =2z
zo=02= f(0.2)=2-02=04
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Si en lugar de una recta consideramos una funcion cualquiera,
por ejemplo f(x) = x° + %, tendremos:

fl(z) =2z
zo=02= f(0.2)=2-02=04
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Si en lugar de una recta consideramos una funcion cualquiera,
por ejemplo f(x) = x° + %, tendremos:

f(z) =22
t0=05= f(0.5)=2-05=1
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Si en lugar de una recta consideramos una funcion cualquiera,
por ejemplo f(x) = x° + %, tendremos:

f(z) =22
t0=05= f(0.5)=2-05=1
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Si en lugar de una recta consideramos una funcion cualquiera,
por ejemplo f(x) = x° + %, tendremos:

fl(z) =2z
2o =08= f(0.5)=2-0.8=16
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Si en lugar de una recta consideramos una funcion cualquiera,
por ejemplo f(x) = x° + %, tendremos:

m=2%=16= f(0.8)

fl(z) =2z
2o =08= f(0.8) =2-0.8 =16
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S1 consideramos una recta cualquiera,
f(x) = ax + b,

sabemos que tiene la misma pendiente en todos los puntos y de
hecho, si calculamos su derivada, observamos que tiene siempre
el mismo valor,

filx)=a
que es la pendiente de la recta. De este modo, observamos di-
rectamente que la pendiente de cualquier recta es el coeficiente,
a que acompana a la variable x en la féormula de la recta.

Ejemplo 7. La pendiente de la recta
f(x) =3z —10

es m = 3 ya que el coeficiente que acompana a la variable, x, es
precisamente 3. De otro modo tenemos también que

f'(z) = 3.
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Se llama recta tangente a una funcion f en el punto zy a la
recta que en el punto xy toma el mismo valor y tiene la misma
pendiente que f.

Es decir, pasa por (xg, f(xg)) con la misma pendiente que f
en xg. Es facil comprobar que:

r(z) = f(zo) + f'(x0)(x — 20).

€11

Por ejemplo, la recta tangente a la funcién f(z) = x* + %

xo = 0.5 sera
r(x) = f(0.5) + f(0.5)(x — 0.5) = r(x) =075+ 1 (z — 0.5)
= r(x) =z + 0.25.
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2 Calculo de derivadas

De la misma manera que hicimos en el caso de los limites, uti-
lizaremos las propiedades de la derivada respecto de las op-
eraciones algebraicas para poder realizar calculos sin tener que
acudir a la evaluacion del limite de la definicion de derivada.

Propiedades 8. Sean f y g funciones reales de variable real.
Entonces

e 51 f y g son deriwables en x € R se verifica que
1. f + g es derivable en x y
(f +9)(x) = f'(z) + g'(2).
2. k- [ es derwable en x para cualquier k € R y
(k- f)(x) =k f(z).
3. f - g es derivable en x y
(f - 9)(x) = [(x) - g(x) + f(z) - g'(2).

4. 51 g(x) # 0 entonces / es derivable en x y
9

' fl@)-gl@) - fl@) - g
( ) o (9(x))? |

g
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e (Regla de la cadena) Si f es derivable en x y g es derivable
en f(x) entonces go f es derivable en x y se verifica que:

(go f)(x) =g (f(x)) fl(x).

A la formula anterior se la conoce como regla de la ca-
dena.

o (Teorema de la funcion inversa) Si f es derivable en
x, biyectiva sobre su imagen y verifica que f'(x) # 0
entonces la funcion inversa de f, f~', es derivable en
y = f(x) y se verifica que

Toda funcién que se obtenga por composicion u operacion de
funciones derivables serda una funcion derivable.
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La siguiente lista nos proporciona un repertorio inicial de fun-
ciones derivables:

l1.Dado £k € Ry f(x) = k (funcion constante), f'(z) =
0, Vo € R.

2. Dado o € R, f(x) = x® es derivable en todos los puntos en
los que esta definida su funcion derivada,

f'(z) = az* .
3. (e") (z) = e, Yz € R.
4. Para a > 0, (a”) (x) = log(a) - a”, Vo € R.

1
5. (log)'(x) = —, Vo € R™.

X

6. Para a # 1, (log,) (z) = : :

. —, Vo € RT.
log(a) z’ ve

7. (cos)(x) = —sen(z), Vo € R.
8. (sen)'(x) = cos(x), Vo € R.

9. (tan)'(z) = , Ve e R—{§+k-n/kecZj.

10. (arccos)'(x) = Vi Ve e (—1,1).
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1

1l —=x

11. (arcsen)(x) = =, Vz € (—1,1).

12. (arctg)'(z) = Vo € R.

1+ 2’
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2.1 Derivacion de funciones definidas a trozos

Dada

/

A\

filz) st oa

folx) sl as

L 4,

L as,

TOIAACIA A
IAN A IA

r—1(x) sl ap_q St aj
fr—1(z) :
\ < <
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1) En el interior de los intervalos de definicion: Si las funciones
fi(z), folx),..., fr_1(x) son respectivamente derivables en
los intervalos (aq, as), (as,as), ..., (ar_1,ax), entonces f(x)
sera derivable en esos intervalos y su derivada sera

( fl(z) sia <z <as,
folx) siax <z <as,

fiz) =

| fioi (@) stoar— <2 < ag.
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2) En los puntos de cambio de definicion: Derivable en a; si:

a) f(x) es continua en a;,

b) existe el limite lim, ., f'(x) y es un numero real .

Si se cumplen ambas condiciones entonces, ademas,

f'(a;) = lim f'(z).

rT—ra;

Si tal limite no existe o toma valor +o00, o si f(x) no es
continua en a;, entonces f(x) no es derivable en a;.
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3 Derivacion y propiedades de forma de
una funcién

Definicion 9. Sea f : D — R una funcion real de variable
real y sea H C D. Entonces:

e Decimos que f es creciente (respec. estrictamente cre-
ciente, decreciente, estrictamente decreciente, constante)
en H si f|y es creciente (respec. estrictamente creciente,
decreciente, estrictamente decreciente, constante).

e Decimos que [ tiene un mdximo absoluto en el punto
xo €D st
F(wo) = f(x), V€ D.

e Decimos que f tiene un minimo absoluto en el punto xy €
D si

f(xo) < f(x), Yz € D.
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e Decimos que f tiene un mdximo local en el punto xy € D
sida,beR, a<zy<D, tales que

f(xg) > f(x), Yz € DN (a,b).

St la desigualdad de la definicion tiene lugar de forma
estricta salvo en el punto xq (la desigualdad se verifica no
solo para > sino también para >), diremos que f tiene
un mdximo local estricto en xg.

e Decimos que [ tiene un minimo local en el punto xy € D
stda,beR, a<xzy<b, tales que

f(xo) < f(x), Yz € DN (a,b).

St la desigualdad de la definicion tiene lugar de forma
estricta salvo en el punto xq (la desigualdad se verifica no
solo para < sino también para <), diremos que f tiene
un minimo local estricto en xy.
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e Decimos que f es convexa en H si Va,b € H, tales que
a < b, se verifica que
r—a

fla) < fla) + 73—

es decir, si se tiene que dentro del conjunto H, f estd
por debajo del segmento que une los puntos (a, f(a)) y
(b, f(b))

St la desigualdad de la definicion se wverifica de forma
estricta (la desigualdad se verifica no solo con < sino
ademds con <) entonces diremos que f es estrictamente
convexa en H.

(f(b) = fla)), Yo € HN(a,b),
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e Decimos que f es concava en H si Va,b € H, tales que
a < b, se verifica que
r—a

fla) = fla) + 7

es decir, si se tiene que dentro del conjunto H, f estd
por encima del segmento que une los puntos (a, f(a)) y
(b, f(b)).

St la desigualdad de la definicion se wverifica de forma
estricta (la desigualdad se verifica no solo con > sino
ademds con >) entonces diremos que f es estrictamente
concava en H.

(f(b) = fla)), Yo € HN(a,b),
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e Decimos que [ tiene un punto de inflexion en xy € D si
da,b € R, a<xy<D>b tales que se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

a) f es estrictamente concava en (a,xo] N D y es
estrictamente convezxa en [xg,b) N D.

b) f es estrictamente convexa en (a,xo) N D y es
estrictamente concava en |xy,b) N D.
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Ejemplo 10.

15+

10 +
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Ejemplo 10.

______________15_L_______________
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Ejemplo 10.

15+

10 +

e [Los maximos y minimos separan los intervalos de crec-
imiento y decrecimiento

e Los puntos de inflexion separan los intervalos de con-
cavidad y convexidad.
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La propiedades de forma que verifica una funcion en cada in-
tervalo dependeran de los signos de sus derivadas sucesivas.

Definicion 11.

Sea una funcion real, f : D — R. Entonces:

a) Definimos la funcion deriwada primera de f como
la funcion derivada de f.

b) Dado n € N, si la funcion derivada n-ésima de f
esta definida y es derwwable en algun punto, defin-
imos la funcion derivada (n + 1)-ésima de f como
su derivada.

Notaremos a la funcion derivada n-ésima de f como
n
Mg )
dx™
Si, para n € N, la funcion fv estd definida en el punto

xo € D, diremos que la funcion | es n veces derivable en x
y notamos al valor de la derivada n-éstma en tal punto como

fn)(.fo), dnf . dnf

gz 0 gl

Las funciones derivada primera, segunda y tercera se suelen
designar mediante f/, " v ", en lugar de fV, 2 v £3.
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Definicién 12. Dado un conjunto D C R y f : D — R,
diremos que f es de clase C" en D si se cumple las dos
condiciones siquientes:

1. La funcién f™ estd definida en todo D.

2. La funcion ™ es continua en D.

El conjunto de todas las funciones de clase C" en D se de-
nota mediante C"(D).

Asi mismo, una funcién que es de clase C" en D para cualquier
n € N, se dice que es una funcién de clase C*° en D. El conjunto
de todas las funciones de clase C*° en D se denota mediante

(D).
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Propiedades 13. Sea f : D — R wuna funcion real, sea un
intervalo I = (a,b) C D y xy € (a,b). Se verifica que:

i) Si f es derivable en I se tiene que:

1.5 fl(x) > 0, Vo € I, entonces f es estricta-
mente creciente en 1.

2.5 fl(x) < 0, Vo € I, entonces f es estricta-
mente decreciente en 1.

3.5 f'(x) =0, Ve € I, entonces [ es una funcion
constante en 1.
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ii) Si f es derivable en xy y f tiene un mdximo o un minimo
local en xy entonces f'(xgy) = 0.

iii) Si f es de clase C* en I y f'(xy) = 0 entonces:

1..5i f"(xg) > 0 entonces [ tiene un minimo local
estricto en xy.

2. 51 f"(xy) < 0 entonces f tiene un mdximo local
estricto en xy.

iv) Si dadon € N, f es de clase C" y se cumple que

f/<5130> — f”<5130> — = fn_2)<$0> = fn—l)(x0> — ()
Y que
(o) # 0,
entonces:

1. 8i fx) > 0 y n es par entonces xg es un
minimo local estricto de f.

2. 80 flzg) < 0 y n es par entonces xy es un
mdximo local estricto de f.

3. 51 n es impar entonces f no tiene mdrimo ni
minimo local en x.

56



v) Si f es de clase C* en I entonces:

1.5 f"(x) > 0, Vo € I entonces [ es convexa en

I

2. 51 f"(x) >0, VYo € I entonces f es estrictamente
convexa en I.

3.5 f'(x) <0, Vo € I entonces f es concava en
I

4.5 f"(x) <0, Vo € I entonces f es estrictamente
concava en I.

vi) Si f es de clase C? en I y xy es un punto de inflexion
de f entonces

f(zo) = 0.

vii) Si f es de clase C® en I y se verifica que

f//<x0> — O y f’”([lio) # O

entonces xoy es un punto de inflexion de f.
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Ejemplo 14.

e — — — 0o
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Ejemplo 14.
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Ejemplo 14.
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Ejemplo 14.
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Ejemplo 14.
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Ejemplo 14.

-20

-40

63



Ejemplo 14.
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Ejemplo 14.

-20

-40

65



Ejemplo 14.
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Ejemplo 14.
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Ejemplo 14.
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Durante los primeros seis meses del ano, se prevé que las coti-
zaciones en bolsa de una empresa varien segun la funcién

C:[0,6] - R
C(t)=1t>—6t>+3t+25"

donde t indica el mes y C(t) el valor en euros de una accién en
ese mes.

Determinar entre qué valores oscilaran las cotizaciones de las
acciones durante los seis primeros meses. Realizar el mismo estu-
dio para los cinco primeros meses y para los dos primeros meses.
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Durante los primeros seis meses del ano, se prevé que las coti-
zaciones en bolsa de una empresa varien segun la funcién

C:[0,6] - R
C(t)=1t>—6t>+3t+25"

donde t indica el mes y C(t) el valor en euros de una accién en
ese mes.

Determinar entre qué valores oscilaran las cotizaciones de las
acciones durante los seis primeros meses. Realizar el mismo estu-
dio para los cinco primeros meses y para los dos primeros meses.

40
30
20

10

70



4 La regla de ’Hopital

Dadas dos funciones, f,g : D — R, si f(xg) = g(xg) = 06
f(xo) = g(xg) = oo, el limite

lim M
v g()

conduce a una indeterminacion del tipo % o del tipo .

Si f(xg) = g(xg) =0,
f(z) = f(xo) f(x) = f(zo)

]
T — X ez = 7 x0 f'(xo)

/()

Mo gla) e g —glao) 9@ gl gla)

r — Xy T—X( r — Xy
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Teorema 15 (Reglas del'Hopital). Sean dos funciones reales
fyg, seaxy€ R yun intervalo I = (a,b) C R tal que xg € I
de manera que se verifican las siguientes condiciones

1. f y g son derivables en I — {x¢}.

2.¢'(x) #0, Ve € I —{xy}.

3. Se cumple alguna de las dos siguientes condictones:
a) lim f(x)= xli_gjlog(m) = 0.

T—X()

b) lim |g(x)| = +o0.

T—X(

Entonces se verifica que:
/()

/
lim fz) =L = |lim —~ =1L
=g g'(2) ey g(x)

Y

donde L puede ser un numero real, +00 6 —oo. La propiedad
también es correcta para el limite por la izquierda o por la
derecha.
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Ejemplos 16.

1) Si calculamos el limite lim, sen(z)

X

de forma directa,

lim sen(z) — 97
x—=0 X 0

pero aplicando L’Hopital tenemos,

sen(x) sen'(z)

r—0 T r—0 (x)’ r—0 1
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2) Calculemos el limite hrr(l) x". De entrada tenemos que
r—r

lim 2% = Y.
x—0

Utilizando las propiedades del logaritmo sabemos que

7t — o 10g(x)7

€11 CUYO Caso,

lim 2% = lim e* log(w) _ elimx_mxlog(aj).
x—0 x—0

Ahora, en lugar del limite inicial, debemos calcular lim,_,o x log(x).
Pero escribiendo ese producto en forma de cociente y aplicando
la regla de I'Hopital,

1
x

1 log!
fim 2 log(z) = lim ) _ iy 10812 — lim —z = 0.
x—0 x—0 x_l x—0 (1'_1)’ x—0 —1'_2 x—0

Finalmente,

lim 7% — elimx_mxlog(:c) _ 60 — 1
x—0
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5 Material Adicional

5.1 Teoremas clasicos de derivacion

Dada una funcion f : [a,b] — R, si f(a) = f(b), su grafica sera
algo del tipo

_______ I__________T____I
¢ | -
a C b

La intuicion nos indica que, forzosamente, en algtin punto inter-
medio entre a y b la tangente a la funcion debe ser horizontal.
El Teorema de Rolle afirma que esto efectivamente es asi.

Teorema 17 (Teorema de Rolle). Sea f una funcion continua
en un intervalo |a,b] y derivable en (a,b) entonces si f(a) =
f(b) se verifica que existe ¢ € (a,b) tal que

f(e)=0.
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Cuando f(a) # f(b) el razonamiento anterior no es valido

pero es facil formular una version del Teorema de Rolle para esta
situacion.

Teorema 18 (Teorema del valor medio). Sea f una funcion

continua en un intervalo |a,b] y derivable en (a,b) entonces
existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fa) = f'(c)(b - a).
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5.2 Desarrollo de Taylor y McLaurin

Supongamos que queremos encontrar una funcion de forma que
en cierto punto xy sus derivadas tomen sucesivamente los valores

fo, f1, ..., fr, es decir,
Fxo) = fo, f(x0) = fi. [(x0) = for .o\ f (o) = fo.

Hay muchas maneras de resolver este problema pero la forma
mas sencilla consiste en considerar el siguiente polinomio:

pola) = fo+ o — ) 4 Rla— w2+ D2 )

es una solucién a este problema, donden! =1-2-3---(n—1)-n
es lo que se denomina ntumero factorial. Es facil comprobar que

p<x0>:f07 p/<ZU()):f1, p//<x0>:f27'°-7p < ) fn
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Tomemos ahora una funcién f : D — R, n veces derivable
en clerto punto xy. Supongamos que unicamente tenemos infor-
macion de la funcion en el punto xg

f(wo), £/ (o), f'(20), ... (o).

;Sera posible reconstruir la funcion f a partir de esta infor-
macion?

Definicién 19. Sea f : D — R una funcion de clase C" en
D y sea xyg € D. Llamamos polinomio de Taylor de grado n
de f en xy al polinomio

f'(x0) f"(x0)

n) 70

+- - ‘1—7(55—560)”

El polinomio de Taylor de grado n en xy = 0 se denomina
también polinomio de McLaurin de grado n.

El polinomio de Taylor de una funcion constituye una aproxi-
macion de dicha funcion que presenta la ventaja de un mas tacil
manejo.
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Propiedad 20. Sea un intervalo I = (a,b), sea f: 1 — R
una funcion de clase C"™ en I y sea xy € I. Entonces para

cualquier x € I existe un punto real & situado entre xy y x
tal que

/QIZ’O n)xo
Fla) = flao) + 80 g — gy e LB

1! n!

fn+1)(£) n+1
+ (n T 1>' (ZC .CU()> .
A la formula anterior se la conoce como formula de Taylor

de grado n de la funcion f en el punto xy.
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La formula de Taylor nos proporciona el error cometido al
tomar el polinomio de Taylor en lugar de la funcion.

,.CCO n) T
fe) = fleo) + D g o L e
pal)
fn+1)<€> n+1
prrei Gk
U
- fn+1)<€) n+1

y por lo tanto el error cometido sera

_ fn+1><€) (x B x0>n+1 |

Eul@) =
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