Capitulo 6

Diagonalizacion de matrices

6.1 Proceso de diagonalizacion

La mayoria de los calculos que podemos efectuar con matrices cuadradas se simplifican extraordinariamente
si las matrices con las que trabajamos son diagonales. Asi por ejemplo tenemos:

ay b1 ay - by
. a bo as - by
Ap, by, G, - by,
ai
a2
2. =a1-ag - - Qp.
Ap
1 _1
a1 aq .
a2 Qo
3. =
an a~?
k
aq G,]f
a9 a’§
4. =
an, af;

Sera interesante, por tanto, disponer de métodos que permitan obtener formas diagonales para una
matriz cualquiera. De especial importancia es el calculo de potencias de una matriz cuadrada. Ya hemos
visto ejemplos de como estas potencias intervienen en fendémenos iterativos que dependen de una matriz
de transicién. En estos casos, los conceptos que vamos a introducir permitiran explicar ademds distintos
aspectos de este tipo de fenémenos relacionados con la existencia de ciertos estados de estabilidad. Finalmente
introduciremos técnicas que permiten estudiar la tendencia para iteraciones futuras en modelos con potencias
matriciales.

En primer lugar estableceremos lo que entendemos por diagonalizar una matriz. Puesto que, dada una
matriz A cualquiera, pretendemos efectuar sobre ella las operaciones matriciales que hemos enumerado, dicho
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proceso de diagonalizacién debe permitir transformar A en una matriz diagonal D,

A SN D
~~ diagonalizacién ~~
Matriz cualquiera Matriz diagonal

de manera que podamos recuperar para A las operaciones que de forma mas sencilla realicemos sobre D.
Veamos pues la definicién que damos para diagonalizacion.

Definiciéon 1. Dada A € M,,, decimos que es una matriz diagonalizable si existe C € M,, reqular tal que
la matriz

D=C"1-A-C
es una matriz diagonal. En tal caso diremos que la matriz C' diagonaliza a la matriz A y la llamaremos

matriz de paso.

Hemos de ver ahora que esta definicién efectivamente nos permite realizar operaciones sobre la diagona-
lizacién D que luego podremos aprovechar para la matriz A. En primer lugar, para el determinante tenemos
que

-1 -1 -1
Dl =[C7"-A-Cl=[C7|-[A]-|C] =[C]7" - |A] - |C] = |4]

y por tanto el determinante de D y A coinciden. Ademds
D=C'1A.C=>A=C-D-C7!

y entonces

A? (CD-cY.-(C-D-CYH=C-D?*.071,
A= A2 A=(C-D*.Cc7Y)-(C-D-C YH=C-D? - CH
A= A3 A=(C-D}.CcY)-(C-D-Cc YHy=C-D*.C!
pudiéndose repetir este proceso indefinidamente. En resumen, hemos demostrado asi la siguiente:
Propiedades 2. Sea A € M,, una matriz diagonalizable tal que
D=Cc"1'.4A.C,

donde C, D € M,,, siendo D una matriz diagonal y C una matriz reqular. Entonces:

i) |Al = |DI.

ii) A" = C - D"-C~', n €N. En particular, si A es reqular esta propiedad es también vdlida para n € Z,
n < 0.

Dada una matriz A € M,,«,, para diagonalizarla hemos de encontrar la matriz de paso C y la diagona-
lizaciéon D. Para ello realizaremos las siguientes consideraciones:

e Supondremos que los vectores columna de la matriz de paso C son vy, ..., v, € R", es decir,
C= (’U1|’U2| . |’Un),
Yy que
A1
A2
D =
An

e La matriz C' debe tener inversa y por tanto

det(C) # 0 < {v1,v2,...,v,} es base de R".
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e Es facil comprobar que
A-C=A-(v|va]...|vn) = (Avi|Avs] ... |Avy)

y también que
C-D= ()\1’[)1|)\2’U2| NN |>\nvn)

e Si la matriz C diagonaliza a A siendo D la diagonalizacién entonces, teniendo en cuenta el punto

anterior,
D=C"1'A.C&A.C=C-D
& (Avi|Avg| ... JAvy) = (Arvr|Aavz] .. [Apop)
AUl = /\11}1
AUQ = /\21}2
=
Av, = Movn
Por tanto, si encontramos una base de vectores de R™, {v1,v2,...,v,}, tales que
AU1 = )\1’()1
AUQ = )\2’()2
Av, = M\,
entonces la matriz A es diagonalizable siendo C' = (v1|ve|...|vn) ¥y
A1
A2
D =
An

Definicién 3. Dada A € M,, llamamos:

e valor propio de A a cualquier nimero real X € R tal que existe algun vector no nulo, v € R™, tal que

A-v= ).

e vector propio de A asociado al valor propio A\ a cualquier vector v € R™ tal que

A-v= ).

e subespacio propio de A asociado al valor propio A\ al conjunto de todos los vectores propios de
A asociados al valor propio X,
W={veR"/A v =)}

Tal conjunto Vy es un subespacio vectorial de R™.

Los conceptos de vector y valor propio tienen importantes interpretaciones en distintos modelos matri-
ciales iterativos en los que determinan las posiciones de estabilidad de un sistema.

Ejemplo 4. Recordemos el Ejemplo 95 que vimos en el Capitulo 4 (pdgina 193). Se trataba de tres
empresas A, B y C que competian en un mismo sector comercial. De un ano al otro los clientes cambiaban
de empresa segin el siguiente esquema
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Los clientes | Los clientes | Los clientes
de A de B de C
Pasan a ser clientes de A 0% 10% 10%
Pasan a ser clientes de B 10% 60% 20%
Pasan a ser clientes de C 10% 30% 70%

Llamemos A,,, B, y C,, a la cantidad de clientes en A, B y C respectivamente en el afio n y agrupemos
estos tres datos en el vector de distribucién de clientes para el ano k,

Vimos entonces que si conociamos los datos del afio inicial, Py, podiamos calcular los de cualquier ano
mediante la ecuacién matricial

P, = A*Py,
donde
0.8 0.1 0.1
A=10.1 0.6 0.2
0.1 03 0.7

es la matriz de transicion obtenida a partir de los datos de la tabla de anterior.

Nos preguntamos si sera posible encontrar una distribucién de los clientes entre las tres empresas que sea
estable. Podemos entender la estabilidad en dos sentidos:

e Podriamos intentar que el ntimero de clientes en cada empresa fuera el mismo de un ano para el
siguiente. Por ejemplo ese seria el caso si las tres empresas se pusieran de acuerdo para distribuirse la
cuota de mercado de forma fija para todos los afios. Entonces, si Py es el distribucién en el ano inicial,
lo que pretendemos es que pasado un afio, la distribucion siga siendo Py. Sabemos que la distribucién
del afio siguiente se calcula mediante AP, por tanto queremos que

APy = F.

En otras palabra, necesitamos que P, sea un vector propio de A para el valor propio A = 1 (AP, = 1-F).
Entonces es evidente que por afiadidura tendremos P, = A*Py = Py y la distribucién de clientes
permaneceria idéntica a lo largo de todos los anos.

e Otra alternativa serfa conseguir que, aunque las cantidades de clientes en cada empresa no sean exac-
tamente las mismas de un ano para otro, al menos guarden las mismas proporciones que otros anos
(es decir, si, por ejemplo, un ano hay un 20% del total en A, que el ano siguiente la cantidad en A
represente también un 20%). Por la Propiedad ?? sabemos que dos vectores u y v representan los
mismos porcentajes si u = Av para algin numero A € R. Entonces, si queremos que los porcentajes al
ano siguiente sean los mismo que los indicados por el vector Py del ano inicial tendremos que exigir

APy = APy,

para algin A € R. O, lo que es lo mismo, necesitamos que Py sea un vector propio de A asociado al
valor propio A.

Si nos atenemos a la primera interpretaciéon de estabilidad debemos buscar un vector Py = (Ag, By, Co)
tal que

0.8 0.1 0.1\ [A Ao
APy =Py= |01 06 02| ([B | = 1|58
0.1 03 0.7) \C Co

Pero la ultima expresion es en realidad un sistema lineal en forma matricial. Escribamos las ecuaciones del

sistema:
0.840 +0.1Bg + 0.1Cy = Ay

0.1A9 + 0.6Bg + 0.2Cy = By
0.1A0 + 0.3By + 0.7Cy = Cy

(0.8 - 1)A0 +0.1By+0.1Ch =0
0.140+ (0.6 —1)By +0.2Co =0
0.140+0.3By + (0.7 —1)Cy =0

= H =
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Hemos considerado el subespacio vectorial H que contiene todas las soluciones del sistema que, por otra
parte, son los vectores para los que APy = P, o, lo que es lo mismo, los vectores propios de A asociados al
valor propio 1. Resolviendo el sistema tenemos que

Ao = 6«
By = b« o también (Ay, By, Cp) = (6, 5o, Tar),
CQ =T«

de donde deducimos que
H = ((6,5,7)).

Todos los vectores de H son soluciones vélidas si queremos distribuciones de clientes idénticas en todos los
anos. Por ejemplo, (6,5,7), (12,10,14) y (18,15,21) son todos ellos elementos de H y soluciones del sistema
y efectivamente tenemos que

0.8 0.1 0.1 6 6 0.8 0.1 0.1 12 12 0.8 0.1 0.1 18 18
0.1 06 0.2 5l =191, 0.1 06 0.2 10)=1(10], 0.1 06 0.2 15 =115
0.1 03 0.7 7 7 0.1 03 0.7 14 14 0.1 03 0.7 21 21

Los vectores de H son de la forma «(6,5,7) y por tanto representan siempre el mismo vector de porcentajes

100

_ = (33.3%, 27.7%, 38.8%).
o5 7 (6:5.7) = (33.3%, 27.7%, 38.8%)

porcentajes de «(6,5,7) =
De esta forma, para tener loss mismos clientes en cada empresa todos los afios, debemos situar un 33.3% de
la poblacién total en el asentamiento A, un 27.7% en B y un 38.8% en C.

En cuanto a la estabilidad en el segundo sentido, nos encontramos con el problema de que no sabemos
cual es el valor adecuado para A y no podemos resolver el sistema desconociendo ese dato. Necesitamos
un método para determinar los valores propios A de la matriz. Una vez calculados, sus vectores propios se
obtendra facilmente mediante un sistema tal y como hemos hecho aqui para el caso A = 1.

Para comprobar si A es un valor propio de A hemos de encontrar un vector, v € R™ no nulo, tal que
A -v = Xv. Ahora bien,
Av=sA v- =0 A-v—-X,,-v=0

< (A-A,)-v=0,

luego, equivalentemente, el vector v tiene que verificar la ecuacién (A—AI,)-v = 0. Por lo tanto, si llamamos

A= A — )\, lo que habremos de encontrar es un vector no nulo v = (1, 29, ..., x,) € R” tal que
X1 0
B ) 0
A . . pr—
Ty 0

Esta tltima expresién constituye un sistema homogéneo de n ecuaciones con n incégnitas expresado matri-
cialmente y con matriz de coeficientes A = A — \I,,. Los sistemas homogéneos siempre tienen al menos una
solucién, la solucién nula (0,0,...,0) € R, y lo que pretendemos es encontrar una solucién no nula de tal
sistema homogéneo. Para ello serd necesario que el sistema tenga alguna solucién distinta de la solucién
nula y que por lo tanto tenga mas de una solucién, es decir, que sea indeterminado, lo cual depende de si su
matriz de coeficientes, A, es regular o no. Por todo ello tenemos que

A es valor propiode A< JveR" v#0, tal que A-v = N\v
T

i) _
< A-| . | =0 esindeterminado < |[A| =0
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& |A—= M, =0.

Llamemos V) al conjunto de todos los vectores propios de A asociados al valor propio A. De todo el
razonamiento anterior se extrae que

W = {veR"/A-v= v}
I 0
To 0
= {v=(21,20,...,20) ER"J(A=XL)- | . |=1|.1|}
Tp 0

por lo que V) es un subespacio vectorial con ecuaciones implicitas dadas en forma matricial por

X1 0

X9 0
Ww=(A-XL)-| | =

Tn 0

Esta es la técnica basica para el calculo de valores y vectores propios. En la siguiente propiedad la
formulamos de forma precisa junto con otros resultados de interés para la manipulacién de valores y vectores
propios.

Propiedad 5. Dada A € M, :
i) Se verifica que
A € R es valor propio de A < |A—N,| =0

y, st A € R es valor propio, entonces Vy es el subespacio vectorial de R™ dado mediante

X1 0

X9 0
Ww=(A-XL)-| [ |=

Ty 0

y por lo tanto
dim(Vy) = n — rango(A — \I,,).

it) Supongamos que A1, Az, ..., \p € R son valores propios de A distintos entre si. Entonces, si By es base
de Vy,, Ba es base de Vy,,..., By es base de Vy,, se tiene que

H=B1UByU---UB;y
es un conjunto independiente.
i11) Si A € R es un valor propio de la matriz A y v € R™ es un vector propio de A asociado a A entonces

AFy = Ny,

Ejemplo 6. El apartado iii) de la Propiedad 5 pone de manifiesto que un célculo del tipo A¥v se simplifica
notablemente si v es un vector propio. En los modelos matriciales en que aparece una matriz de transicién
como el que hemos visto en el Ejemplo 4 encontraremos siempre expresiones como A* Py que proporcionan
la situacion pasados k periodos a partir del estado inicial Py.

En concreto, en el Ejemplo 4 vimos que si la distribucién inicial era Py = (210, 190, 320), para calcular
los clientes en cada empresa pasados uno, dos, tres o cuatro afios, efectudbamos las operaciones APy, A%2P,,
A3 Py y A*Py para lo cual era imprescindible calcular las matrices A2, A% y A* lo que involucra gran cantidad
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de célculos. Por contra si los datos iniciales son Py = (6,5, 7), para calcular A* Py puesto que, en virtud de
los célculos que hicimos en la pagina 229, sabemos que (6,5,7) es un vector propio de A asociado al valor
propio A = 1, directamente tenemos para cualquier k

6 6
AFpy=AF 5] =1% |5
7 7

y no necesitamos realizar el célculo explicito de la potencia A*.

Definicién 7. Dada A € M,, llamamos polinomio caracteristico de la matriz A al polinomio
p(A) =[A = A, | € Pr(X)
y llamamos ecuacion caracteristica de la matriz A a la ecuacion
p(A) = 0.
Nota. De todo lo expuesto anteriormente se deduce que:

e Los valores propios de una matriz, A € M,,, son las soluciones de su ecuacion caracteristica.

e Una matriz se podra diagonalizar si encontramos una base formada exclusivamente por vectores propios.

Ejemplo 8. Calculemos todos los valores y vectores propios de la matriz

0.8 0.1 0.1
A=(01 06 0.2
0.1 03 0.7

del Ejemplo 4. Comenzamos calculando el polinomio caracteristico:

0.8 0.1 0.1 1 00 0.8 -\ 0.1 0.1
|[A— A5 = 01 06 02]—=XA[0 1 0f|= 0.1 0.6 — A 0.2
0.1 03 0.7 0 01 0.1 0.3 0.7—A

= (0.8—X)(0.6—-)\)(0.7—X)+0.1-0.3-0.1+0.1-0.2-0.1
—(0.1(0.6 — A)0.1 +0.3-0.2(0.8 — A) 4+ 0.1- 0.1(0.7 — X))
= A3+ 21)% - 1.38)\ 4 0.28.

Esta dltima expresion es el polinomio caracteristico de la matriz A (en efecto, es un polinomio de grado tres
en la variable A). La ecuacién caracteristica de A es

A3+ 2102 - 1.38)0 +0.28 = 0.

Resolvamos la ecuacién caracteristica. Si tenemos en cuenta que ya sabemos que A = 1 es un valor propio,
sabemos de antemano que una de las soluciones de la ecuacién caracteristica es A = 1. Si aplicamos entonces
el método de Ruffini para A = 1,
-1 2.1 —-1.38 0.28
1 -1 1.1 -0.28 |
-1 1.1 —0.28 [0

comprobamos que realmente A = 1 es solucion de la ecuacién. A partir de aqui serd dificil obtener la demas
soluciones aplicando nuevamente el método de Ruffini. Sin embargo, los coeficientes que obtenemos en la
ultima linea de la divisiéon por Ruffini anterior (—1, 1.1 y —0.28) nos indican que la ecuacién que queda por
resolver es

A 4+11A-028=0
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y esta es una ecuacién de segundo grado que podemos resolver directamente aplicando la férmula correspon-
diente para obtener

A_—1.1i\/1.12—4-(—1)-(—0.28) =04
= 2-(-1) { =07"

con lo que finalmente, las tres soluciones de la ecuacién caracteristica son,

A=1
A=04
A=0.7

De esta forma, deducimos que los tres tinicos valores propios de la matriz A son A =1, A\=04y A =0.7.

Calculemos los subespacios propios correspondientes a cada de los tres valores propios:

e El subespacio propio asociado a A = 1 es el subespacio vectorial con ecuaciones implicitas

T 0 -02 01 01\ (= 0
Vi=A-1L) |y|=(0)=Wn=[ 01 -04 02 yl =10
z 0 01 03 -03/ \z 0

Resolviendo el sistema, es facil comprobar que una base para tal subespacio es By = {(6,5,7)}.

e Para A = 0.4 el subespacio propio es el subespacio vectorial

x 0 04 0.1 0.1\ [z 0
Vou=(A—04L) [y ]| = 0] =Vou=[01 02 02| [y]=10
2 0 0.1 03 03/ \z 0

Una base para tal subespacio es Bg4 = {(0,—1,1)}.

e Para A = 0.7 el subespacio propio es el subespacio vectorial

T 0 0.1 0.1 0.1 T 0
Vor=(A-07L)ly|=(0] =Wr=(01 —-0.1 02 y|] =10
z 0 01 03 0 z 0

Una base para este dltimo subespacio es By7 = {(—3,1,2)}.

El apartado i) de la Propiedad 5 garantiza que reuniendo los elementos de By, B4 v By.7 obtenemos
un conjunto de vectores independientes

B =1{(6,5,7),(0,—1,1),(=3,1,2)}.

Puesto que tres vectores independientes de R? son base, B es una base formada por vectores propios asociados,

por ese orden, a los vectores propios A = 1, A = 0.4y A = 0.7. Por tanto, la matriz inicial, A, es diagonalizable
con matriz de paso C'y diagonalizaciéon D dadas por

6 0 -3 1 0 0
c=1|5 -1 1|, D=[0 04 o0
7 1 2 0 0 07

Podemos encontrarnos con los siguientes problemas que impedirian que una matriz se pudiera diago-
nalizar:

1. La matriz, o no tiene ningtn valor propio o tiene un nuimero insuficiente de ellos.

2. Los vectores propios de la matriz no permiten formar una base.
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Tratamos en lo que sigue de dar una caracterizacion de las matrices que son diagonalizables.

Definicion 9.

i) Dado un polinomio, p(A) € P, (), decimos que \g € R es un cero de multiplicidad k de p(X) si podemos
expresar p(A\) en la forma

p(N) = a(N) - (A= Xo)",
donde q(\) € Pp,_i(X) wverifica que q(Ag) # 0.

11) Dada A € M,, y A € R walor propio de A decimos que la multiplicidad algebraica de X es k si A es un
cero de multiplicidad k del polinomio caracteristico de la matriz A.

iii) Dada A € M,, y A\ € R wvalor propio de A, llamamos multiplicidad geométrica de \ a la dimension del
subespacio propio asociado a X\, Vy, es decir, a dim(Vy).

Propiedad 10. Sea A € M,, cuyos valores propios son A1, Ao, ..., \p, de manera que Vi =1,.... k

n; es la multiplicidad algebrdica de \;.
my; es la multiplicidad geométrica de \;.

Entonces se verifica que
1. ni4+ng+---+np <n.
2. 1§mi§ni, VZ:].,,]C

3. A es diagonalizable < n1+n2+':'+nk -
m; =mn;, Vi=1,... k.

Recogemos a continuacién algunas propiedades importantes. Los primeros tres apartados de la propiedad
nos indican que existen ciertos tipos de matrices para los cuales la existencia de diagonalizacion estd asegurada
sin necesidad de realizar ningtin céalculo.

Propiedad 11.

1) Si A € M,, es una matriz diagonal,

A1
A2

An

entonces A es diagonalizable teniéndose que la matriz I,, diagonaliza a la matriz A, la base B, de R™ es
una base de vectores propios de A y sus valores propios son A1, Az, ..., A\p, € R de forma que el nimero
de veces que se repite cada valor propio indica su multiplicidad algebraica y geométrica.

ii) Toda matriz simétrica es diagonalizable.
1) Si A € M, tiene n valores propios, todos ellos distintos, entonces A es diagonalizable.

iv) Si las columnas o las filas de A € M,, tienen todas ellas suma igual a un mismo nimero r € R, entonces
A =1 es un valor propio de A.

v) El polinomio caracteristico de A € My es

p(\) = A2 — traza(A)X + |A].

a1l a2 ais

vi) El polinomio caracteristica de A = | as1 a2 a3 | € Ms es
azi as2 ass
p(A) = —\3+ traza(A)N?

. ail a2
21 Q22

oz 2l e
aso  as3 @31 ass

233



6.2 Estudio de la tendencia en procesos iterativos

Son habituales los modelos iterativos como los del Ejemplo 4. En ellos intervienen siempre elementos
similares. Asi tendremos:

e El modelo describira la situacién de cierto fenémeno en periodos sucesivos. Conoceremos
los valores iniciales que recopilaremos en un vector Py y llamaremos P;, P5, P3, en general
Py, a los vectores correspondientes a los periodos siguientes.

e Dispondremos de una matriz de transicién, A, que gobierna los cambios de un periodo al
siguiente segin las ecuaciones matriciales

Py = APy y P, = A*P,.

El estudio de la tendencia supone determinar el comportamiento en el futuro de un modelo de este tipo
lo que en definitiva significa calcular o estudiar de alguna manera el valor de

AF P,
para valores grandes de k (ya veremos en el capitulo siguiente que esto equivale a estudiar el limite limy, o, A*Py).

Las técnicas de diagonalizacion nos proporcionan una forma directa de realizar este cdlculo. De hecho la
Propiedad 2 muestra como calcular la potencia A¥ una vez que hemos diagonalizado la matriz A.

Sin embargo, cuando conocemos la upla de datos iniciales Py 6 cuando queremos estudiar la tendencia
para valores grandes de k, es mas indicado el método que veremos a continuacién denominado 'método de
las potencias’.

6.2.1 El método de las potencias

Supongamos que queremos realizar el calculo

Ak Py
para cierta matriz A € M,,, la n-upla de datos iniciales Py y k € N. Supongamos que la matriz A es
diagonalizable. Entonces, podremos calcular para A una base de vectores propios {v1,va,...,v,} cada uno
de ellos asociado respectivamente a los valores propios Ay, Ao, ..., A, en la forma
Vector propio | Valor propio asociado

V1 >\1

(%) /\2

Up, An
Puesto que los vectores propios vy, vs,...,v, forma una base de R", cualquier n-upla podréa ser obtenida

como combinacién lineal de ellos. En particular, la n-upla Py podra escribirse en la forma
Py = a1v1 + agvg + - + apvy,

para ciertos coeficientes aq, aa, . .., a;, € R que pueden ser calculados resolviendo el sistema correspondiente.
Ahora, podemos aprovechar la expresion de Py como combinacién lineal de los vectores propios v1,va, ..., vy
para realizar el calculo A*Py. En efecto, tenemos que:

empleando la

AFPy = A* (a1vy 4+ vy + -+ 4 apuy,) = propiedad distributiva = Afa v+ AFagve+- -+ AFa,v,
del producto de matrices

= o AFvy + ag AFve + -+ -+ ap AR,
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En esta ultima expresion quedan pendientes de realizar los calculos que hemos subrayado. Pero si tenemos
en cuenta que v1,va, .. ., v, Son vectores propios, es posible aplicar el apartado i) de la Propiedad 5 para
llegar a que

APy = Ny APy = Ny, ... AFv, = My,

y de este modo hemos efectuado la parte méds complicada del cédlculo ya que tras utilizar las tltimas igualdades
la potencia de matrices A* desaparece y en su lugar tenemos las potencias A\f, A5, ... AF que son todas ellas
sencillas potencias de nimeros (un nimero elevado a un nimero y no una matriz elevada a un ntimero). De
esta manera, reuniendo todos los cédlculos tenemos que

Ak Py = ay AFvy +ag AFvy + - -+ ayy, AFv,, = oq/\]fvl + 042/\]51)2 4o+ ozn)\flvn.
~—— ~—— ——

Aoy A5 vg Aewy,

= | APy = ag Nkvy + aoMsvg + - + apMru, |

Como ya hemos comentado, vemos cémo el célculo de la potencia matricial A* se reduce al célculo més
sencillo de las potencias numéricas A\¥, A5 ... Ak,

Ejemplo 12. Supongamos que tres grupos de inversién que denominaremos A, B y C gestionan ellos mismos
la mayor parte de su capital pero diversifican su inversién destinando un porcentaje a alguno de los otros
dos grupos. De un ano a otro mantienen fijos los porcentajes de inversién segin la siguiente tabla:

invierte en
A B C
90% | 30% | 30%
10% | 70% | 20%
10% | 10% | 60%

Grupo
Q| = >

De los datos de la tabla se deduce que el grupo A gestiona él mismo un 90% de sus fondos e invierte un
30% en B y otro tanto en C. Si sumamos los porcentajes vemos que la inversién total del grupo A es de
un (90 + 30 + 30)% = 150% y por tanto, cada ano el grupo A recibe un 50% de beneficios que destina
nuevamente a la inversion. El mismo andlisis realizado para los otros dos grupos revela que la inversién del
grupo B equivale a un 100% de su capital mientras que el grupo C reinvierte solamente un 80% (el otro 20%
pudieran ser pérdidas o capital destinado a otros fines).

Supongamos que inicialmente el capital en cada grupo es, en millones de euros, el siguiente:

Grupo A | Grupo B | Grupo C
Capital 17 27 21

Estudiemos el capital en los anos sucesivos. Para ellos plantearemos un modelo matricial para este problema.
Comenzaremos llamando
17
Py= 127
21

a la 3-upla de datos iniciales. Es evidente que si en el ano k, tenemos un capital Ay en el grupo A, By en el
grupo By Cy en el grupo C, en el afio siguiente (ano k + 1) tendremos:

Ay 1=Capital en A en el atio k + 1= 90% de A;+10% de Bx+10% de Cr=0.9A;+0.1B;+0.1Cy,
Bir1=Capital en B en el ano k 4+ 1= 30% de Ax+70% de Brp+10% de Cr=0.3A%+0.7Bx+0.1Cy,

Cri1=Capital en C en el ano k 4+ 1= 30% de Ax+20% de Bx+60% de Cr=0.3A;+0.2B;+0.6Cy.
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Expresando estas igualdades en forma matricial tenemos que

Apst 0.9 0.1 0.1 Ay
Bir: | = (03 07 01 (B
Crp1 0.3 0.2 06 Cy,

de donde, tal y como hemos visto en ejemplos anteriores, llegamos a que

Ax 0.9 01 01\" /A,
Bi | =[03 07 01] -[Bo]. (6.1)
Cr 0.3 0.2 0.6 Co
Si denotamos
Ay 0.9 0.1 0.1
Po=(B:.| v A4=103 07 01
Cp 0.3 0.2 0.6

abreviadamente la ecuacion matricial (6.1) se escribe en la forma
P, = AP,

La 3-upla Py que contiene los datos sobre el capital de los tres grupos en el ano k se puede obtener a través
del célculo de la potencia matricial A¥ pero en este caso nosotros emplearemos el método de las potencias
descrito en la pagina 234. Para ello comenzamos calculado los valores y vectores propios de la matriz A.

El polinomio caracteristico de A es

09-X 0.1 0.1
p(\) = |A— 3| = 03 07-X 0.1 =A% +2.2)% — 1.51\ +0.33.
0.3 02  0.6—\

Para calcular los valores propios debemos resolver la ecuacién (hemos multiplicado por -1 para que el coefi-
ciente que acompaia a A3 sea positivo)

A2 — 2202 +151A—0.33=0.

Sin embargo es facil comprobar que la suma de todas las filas de A es igual a 1.1 con lo que el apartado iv)
de la Propiedad 11 nos permite afirmar que A = 1.1 es un valor propio de A. De esta forma sabemos ya
que una de las soluciones de la ecuacién caracteristica es A = 1.1. Si dividimos por el método de Ruffini

tenemos
1 —-2.2 1.51 —-0.33

1.1 11 -121 033
1 -1.1 03 [0

Al efectuar la divisién por Ruffini comprobamos que efectivamente A = 1.1 es solucién de la ecuacion (ya
que obtenemos resto igual a cero) y ademés los coeficientes no nulos en la ltima fila (es decir, 1, —1.1 y 0.3)
indican que queda por resolver la ecuacién

1-A?—11A+0.3=0.
Pero esta tltima es una ecuacién de segundo grado que puede ser resuelta directamente obteniéndose como

resultado
1.1+£v1.12 -4-1-0.3
A= 7 1 =A=06 y A=0.5.

De este modo tenemos que la matriz A tiene los siguientes valores propios

M =11, A =06A;=0.5.

Puesto que A es una matriz cuadrada de orden tres con tres valores propios distintos, aplicando el apartado
111) de la Propiedad 11, sabemos que la matriz A es diagonalizable y podremos obtener una base de vectores
propios. Calculemos a continuacién los vectores propios correspondientes a los valores propios calculados:
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e Vectores propios asociados a \; = 1.1: Los vectores propios asociados a Ay = 1.1 forman el
subespacio propio V7 1 que tiene ecuaciones implicitas

T 0 —0.2 0.1 0.1 T 0
Vii=(A-11)- |yl =|0]=WV.:=[ 03 -04 0.1 yl =10
z 0 0.3 0.2 -0.5 z 0

Es fécil comprobar que Vi1 = ((1,1,1)) y que por tanto By 1 = {(1,1,1)} es una base para V; 1.

e Vectores propios asociados a A2 = 0.6: Los vectores propios asociados a Ay = 0.6 forman el
subespacio propio Vg que tiene ecuaciones implicitas

T 0 0.3 0.1 0.1 T 0
z 0 0.3 02 0 z 0
En este caso Vo = ((—2,3,3)) v Bos = {(—2,3,3)} es una base para Vp 6.
e Vectores propios asociados a A3 = 0.5: Los vectores propios asociados a A3 = 0.5 forman el
subespacio propio Vj 5 que tiene ecuaciones implicitas
T 0 04 0.1 0.1 T 0
Vos=(A—-050)- |y =10 =VWs=103 02 0.1 y|] =10
z 0 03 01 0 z 0

Ahora Vo5 = ((1,1,-5)) v Bos = {(1,1,—5)} es una base de Vj 5.

El apartado i) de la Propiedad 5 garantiza que reuniendo los vectores de B1.1, Bo¢ y Bo.s conseguimos
un conjunto de vectores independientes de forma que obtenemos una base de vectores propios de A formada
por los vectores

v1 = (1,1, 1) asociado al valor propio A\ = 1.1,
vy = (—2, 3, 3) asociado al valor propio A2 = 0.6,
v3 = (1,1, —5) asociado al valor propio Az = 0.5.
Los vectores vi, va v v3 son una base de R® y para aplicar el método de las potencias necesitamos

expresar la upla de valores iniciales, Py, como combinacién lineal de ellos. Es decir, necesitamos encontrar
los coeficientes a1, as y asg tales que

17 1 —2 1 17 a1 — 200 + Qg
Py=oaiv1 +asvs+aszvs = |27 =a1 [ 1| + o 3 “+ a3 1 = |27 ]| = a1 + 3as + ag
21 1 3 -5 21 a1 + 30&2 — 5a3

ap — 200 + a3 =17
= a1 + 3ag + ag =27
a1+3a2—5a3:21

y resolviendo este sistema obtenemos oy = 20, as = 2, a3 = 1 y por tanto

17 1 -2 1
Py = 20v1 + 2v9 + w3 6 lo que es lo mismo 207 =20 (1| +2 3 |+ 1
21 1 3 -5

De esta forma, para calcular A* Py procedemos como en la pagina 234 en la forma
AR Py = 20AFv; + 24509 + AFvg = 20 - 1.1%0; 4+ 2 - 0.6%vy + 0.5%03
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4, lo que es lo mismo,

09 01 01\" /17 1 ) 1
03 07 01) (27| =20-11%"|1]+2-06"]| 3 | +05"[ 1
0.3 02 06 21 1 3 -5

Ahora, por medio de las expresiones que hemos obtenido, podemos calcular el capital en cada grupo
pasado un numero cualquiera de anos. Por ejemplo:

e Pasados k = 3 afios los capitales en cada grupo estaran determinados por la upla P; = A%P, que puede
ser calculada mediante

Py = APy =20-1.1%0; +2-0.6%05 + 0.5%05 = 26.6201 + 2 - 0.43205 + 0.1250v3

1 -2 1 25.881
=26621)4+0432| 3 | +0.125| 1 | = | 28.041
1 3 -5 27.291

Por tanto, pasados tres anos, el capital en el grupo A es de 25.881 millones de euros, en el grupo B de
28.041 millones y en el grupo C de 27.291 millones.

e Pasados k = 10 aifios los capitales en cada grupo estaran determinados por la upla Py = AP, que
podemos calcular en la forma:

Pio=A"P)=20-1.1"%7 +2-0.6"%5 + 0.50%3 = 51.8748v; + 2 - 0.0120932v5 + 0.000976563v5

1 -2 1 51.8516
=51.8748 [ 1 | +0.0120932 [ 3 | 4 0.000976563 [ 1 | = | 51.9121
1 3 -5 51.9062

Con lo que a los diez anos el capital en el grupo A asciende hasta los 51.8516 millones de euros, en el
grupo B es de 51.9121 millones y en el grupo C de 51.9062 millones.

Mediante este método es igualmente facil calcular los capitales pasados cualquier nimero de anos.

Nos centraremos ahora en el estudio de la tendencia para los modelos matriciales iterativos. Suponemos
pues que continuamos con un modelo matricial en el que la upla que proporciona los valores para el periodo
k, P, se calcula mediante la ecuacién matricial

Y Y

P, = A" P,
donde A € M,, es la matriz de transicién, Py es la n-upla de valores iniciales y & € N el nimero de periodos
transcurridos.

Antes hemos visto que si la matriz A es diagonalizable y tenemos una base formada por los vectores
propios v, va, . . ., v, asociados respectivamente a los valores propios A1, As, ..., A,, es facil realizar el calculo
AF Py si tenemos una expresién de la upla de valores iniciales Py como combinacién lineal de los vectores
propios,

Py = a1v1 + agva + - - - + apvy.

Entonces, el calculo de la potencia A* Py era sencillo a través de la identidad
Akpo = ()41>\]fl)1 =+ 062)\]5'1)2 + -+ anAvan. (62)

Si estudiamos el miembro derecho de esta igualdad observamos que todos los elementos que intervienen en
él son contantes (a1, 2, ...,ay, 6 v1,v92,...,v, son coeficientes o vectores propios que habremos calculado
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previamente). Al incrementarse k, los tinicos elementos de la expresién que varfan son las potencias numéricas
i XE D AF que hemos subrayamos a continuacion,

k k k
alﬁvl + ozg)\_Qvg + e+ anﬁvn.

De entre las potencias subrayadas, al aumentar k, crecera mas rapidamente aquella que corresponda al valor
propio méas grande. Es por ello que el valor propio mayor determina (en el sentido que luego veremos) el
comportamiento del modelo matricial cuando k crece. Ello motiva que demos nombre a ese valor propio
mayor en la siguiente definicion.

Definicién 13. Un valor propio de una matriz A se dice que es el valor propio dominante si su valor absoluto
es superior al del resto de valores propios de la matriz. Un vector propio asociado al valor dominante se dice
que es un vector propio dominante.

Ejemplos 14.
1) Los valores propios de la matriz

25 —40 =31
A= 2 1 -2
18 —36 —24
son A\; = —6, Ao =5y A3 = 3. Si calculamos el valor absoluto de estos valores propios tenemos que

M| =6, [X|=5, [|X3]=3.

El valor absoluto del valor propio A\ = —6 es superior al de los demés valores propios. Por tanto, Ay = —6
es el valor propio dominante de la matriz A. Es posible calcular por los métodos habituales el subespacio
propio asociado al valor propio \; = —6 obteniéndose que V_g = ((1,0,1)). El vector (1,0,1) (v todas sus
combinaciones lineales) es un vector propio asociado al valor propio dominante Ay = —6 y por tanto diremos
que (1,0, 1) es un vector propio dominante para la matriz A.

2) Los valores propios de la matriz

25 —38 =31
A=[5 -4 =5
14 —-28 -20
son A\; = —6, Ay = 6 y A3 = 1. Los valores propios correspondientes son

Al =6, [X2| =6, [X3]=1.

El valor absoluto de los dos primeros valores propios coincide. En ese caso ninguno de los valores propios
tiene un valor absoluto estrictamente mayor que el de todos los demas y la matriz no tiene valor propio
dominante.

Supongamos que en la identidad (6.2) el valor propio A; es el valor propio dominante de la matriz A y
que
A1l > | > gl > -0 > .

. 1 V . . . 2 V
En consecuencia tendremos que v; es un vector propio dominante de A. Sacando como factor comun el valor
propio dominante en el miembro derecho de (6.2) tenemos que

k k
AkPO:)\’f 101 + Qo & Vo + o+, A—n v | -
)\1 )\1

Al ser \q el valor propio dominante es evidente que

A2
A1

An
A1

geeey
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pero para valores grandes de k es facil comprobar que si un nimero r € R tiene valor absoluto menor que
uno (|r| < 1) entonces 7¥ 2 0. De esta forma cuando k es grande,

A k A k . k
_2 ~ O7 _3 ~ 0, >\_ ~ 0
A1 A1 A1

y por tanto cuando k se hace grande tendremos que

A \” An )"
AkPO:)\’f 101 + Qo 22 vo+ - Fan | — ) v,
A1 A1
0 0

= ‘ AkPO ~ )\If()él’l)l ‘

De aqui extraemos las siguientes conclusiones:
e Para valores grandes de k, el comportamiento de A¥ Py depende tinicamente del valor propio dominante
y del vector propio dominante.

e Dependiendo del valor de A\; la expresién ajAfv; tendrd un comportamiento u otro. En concreto
tenemos:

— Si [A\1] < 1, para valores grandes de k tendremos que Af ~ 0 y en ese caso
ozl)\]fvl =~ 0.
Dicho de otro modo, los valores de P en sucesivos periodos tienden a anularse.
— Si [A1] > 1, para valores grandes de k tendremos que \* ~ +00 y entonces
Moy~ +
1A V1 = 0
lo cual significa que los valores en sucesivos periodos creceran o decreceran de forma ilimitada.
— Si A\; = 1, para valores grandes de k tendremos que
)\k _
Q1A V1 = Q101

y las uplas de datos en sucesivos periodos tenderan a un valor constante de equilibrio dado por
av1q.

e Tenemos que para valores grandes de k, los datos en el periodo k, Pk, se podran calcular de forma
aproximada mediante
Pk = Akpo ~ 041>\]f’l)1.

En numerosas situaciones serd de interés calcular el vector de tantos por ciento de P, y entonces
tendremos que

vector de tantos por ciento de Py & vector de tantos por ciento de al)\’fvl.
Ahora bien, es es sencillo comprobar que

vector de tantos por ciento de oq)\’f v1 = vector de tantos por ciento de vy
—~—— =~

ntumero vector

con lo que
vector de tantos por ciento de P &~ vector de tantos por ciento de vq.

En otras palabras, para valores grandes de k los porcentajes representados por los datos en distintos
periodos seran aproximadamente iguales a los del vector propio dominante v.
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Ejemplos 15.

1) En el Ejemplo 12 estudidbamos el problema de tres grupos financieros que invierten segin cierta tabla
fija de inversién anual que conducia a un modelo matricial para el célculo de los capitales de los tres grupos
en periodos sucesivos de la forma

09 01 01\" /17

P.= (03 07 01| |27
0.3 0.2 0.6 21

=A =Py

Vimos que la matriz de transicién A tiene valores propios
A =11, X =06, A3=05

con lo que el valor propio dominante es A\; = 1.1y el correspondiente vector propio dominante es vy = (1,1, 1).
Por otro lado, la expresién de la upla de datos iniciales Py en la base de vectores propios vy, ve y vz calculada
en la pagina 236 es
Py=_20 2 3.
0 v1 + 202 + U3

=

Recurriendo a los razonamientos de la pagina 239 tenemos que:

e Para valores grandes de k tenemos que
Py~ 20-1.1%0,.
Por ejemplo:

— Pasados k = 3 anos, la upla de capitales, Ps, se puede calcular de forma aproximada como

1 26.62
Py~20-1.1%;=2662 (1] = [ 26.62
1 26.62

— Pasados k = 10 anos, la upla de capitales, Pjg, se puede calcular de forma aproximada como

1 51.8748
Pio~20-1.1%,; =51.8748 [ 1| = | 51.8748
1 51.8748

Puede comprobarse cémo incluso para valores no excesivamente altos de k las aproximaciones propor-
cionan resultados muy similares a los datos exactos que obtuvimos en el pagina 238.

e Puesto que el valor propio dominante verifica [A1| =|1.1] = 1.1 > 1, tenemos que
1
P, ~a1l.1%0, =20-1.1% 1
1

y los capitales de los tres grupos crecen ilimitadamente durante el transcurso de los sucesivos anos.

e Los porcentajes que representan los capitales para el ano k, cuando k es suficientemente grande seran
aproximadamente los mismos que representa el vector propio dominante v;. El vector de porcentajes

de vy es B
1 33.3

1 e

ity 333

Por tanto, la tendencia de futuro es que:
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El 33.3 del total de capitales pertenecera al grupo A.
El 33.3 del total de capitales pertenecera al grupo B.
El 33.3 del total de capitales pertenecerd al grupo C.

Se observa que la tendencia, pasado un nimero suficientemente grande de anos, es que los tres grupos
acumulen capitales de la misma cuantia.

2) Si analizamos el Ejemplo 4 tenemos que los valores propios de la matriz de transicién son
AM=1, A=04, X3=0.T.

Por tanto el valor propio dominante es A\; = 1. Ya habiamos calculado también los vectores propios asoci-
ados a estos valores propios, en particular, vimos que (6,5,7) es un vector propio asociado al valor propio
dominante A; = 1 asi que v; = (6,5,7) es un vector propio dominante. Si consideramos ademés los vectores
propios asociados a los otros dos valores propios obtenemos la siguiente base de vectores propios:

B =1{(6,5,7),(0,—1,1),(=3,1,2)}.

Cuando formulamos por primera vez este ejemplo en la pagina 193 vimos que los datos iniciales eran: 120
clientes en la empresa A, 190 en la B y 320 en la C. Ello correspondia a un vector inicial

210
Po= {190
320
Si calculamos las coordenadas de Py en B obtenemos la siguiente expresion:
P() = 35?)1 + 30?)2 + 15’[)3.
Entonces tenemos que la situacion pasados k periodos se aproxima mediante

AF Py ~ 35 - 1%v; = 3501.

Puesto que el valor propio dominante es igual a uno, tenemos una situacién de estabilidad en la que la
distribucién de las empresas se estabilizard en torno a el valor limite 35v; = 35(6,5,7). En la pagina 229
vimos que este vector representaba los porcentajes

(33.3%, 27.7%, 38.8%)
y la distribucién que podemos esperar para el futuro sera:
e Clientes en la empresa A = 33.3% del total.

e Clientes en la empresa B = 27.7% del total.
e Clientes en la empresa C = 38.8% del total.
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