Capitulo 4

Matrices

En el andlisis de los fenémenos econémicos se presenta la necesidad de estudiar los datos que describen su
comportamiento. En ocasiones serd posible obtener ciertas conclusiones mediante el examen a simple vista
pero en general las cifras y valores tomados para analizar un fenémeno o situacién esconderan la informacién
esencial que serd la base de nuestro andlisis. Extraer esa informacion no siempre es tarea sencilla y precisamos
entonces la ayuda de métodos complejos. Las matematicas y la estadistica aportan las herramientas clave
que permiten revelar las estructuras internas de los datos que no son accesibles mediante la observacion
directa. Para sacar a la luz esa informacién oculta es preciso aplicar técnicas matematicas sofisticadas y en
este capitulo introducimos las estructuras matematicas basicas para la representacién y manipulacién de la
informacién: las uplas y las mat rices.

4.1 Definiciones basicas

En la siguiente definicién presentamos de forma mas precisa los conceptos de upla y de matriz a los que ya
nos hemos referido en el ejemplo inicial.

Definicion 1.

e Dado n € N, llamamos n-upla a cualquier conjunto ordenado de n nimeros reales de la forma
(a1,az,...,an).
- El conjunto de todas las n-uplas se denota R™. Por tanto,
R"™ = {(a1,as2,...,ay) : a1,aza,...,a, € R}.

- Los nimeros ay,as,...,a, se denominan elementos de la n-upla.
- Dos n-uplas son iguales si tienen los mismos elementos en las mismas posiciones. Fs decir,

a; = bl;

a2:b2;
(ar,a2,...,a,) = (b1,ba, ..., b,) & :

a, = by,.

- Las 2-uplas se denominan pares. Las 3-uplas se denominan ternas.

e Llamamos matriz de nimeros reales con m filas y n columnas o de tipo m x n (o de orden m x n) a
un conjunto de numeros reales ordenados en la forma,

ail @12 - A1n
a1 @22 - a2n

)
Am1 Am2 e Amn
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donde para cada i =1,..., myj=1,...,n, a;; € R es el nimero situado en la fila i y la columna j.
Una matriz m X n es, por tanto, una tabla o cuadro de nimeros con m filas y n columnas.

- Los numeros que componen la matriz se llaman elementos o coeficientes de la matriz.

- El elemento (i,7) de la matriz es aquel que se encuentra en la fila i y la columna j.

- Las matrices se nombran mediante letras mayisculas (A, B, C, etc.). Dada una matriz, A, sus ele-
mentos se designan de forma genérica mediante la correspondiente letra mintuscula y los subindices
que indican la fila y columna. Ast el elemento (i,7) de la matriz A serd a;;.

- El conjunto de todas las matrices de tipo m x n se denota como M, xn:

aixz - Qin
Mipsn = : : Jai; € RV, j
am1  *+ Omn

Dada una matriz, A, en ocasiones denotaremos que es de tipo m X n escribiendo Apxn.

[T Q1n

- La matriz genérica se nota abreviadamente mediante (a;j)i=1,...m 6 (@ij)mxn-
j=1,....,n
m1  ~+  Gmn

m=m
n=mn
aij:bij,Vi:I,...,m,Vj:1,...,n

Es decir, si son del mismo tipo y tienen los mismos elementos situados en el mismo sitio.

- La n-uplav = (a1,as,...,a,) puede escribirse en forma de matriz fila o matriz columna en la forma
ai
a2
v=1 . o bien vz(a1 as - an).
425

Ejemplos 2.

1) En numerosas ocasiones un solo nimero basta para describir el estado de cierto objeto o situacién del
mundo real. Por ejemplo, si estamos estudiando la rentabilidad de una empresa en distintos anos, en principio
bastara con indicar los ingresos que obtiene en cada momento y esos ingresos quedan expresados mediante
un unico numero. Asi diremos:

- El primer ano los beneficios fueron de 3 millones de euros.
- El segundo ano los beneficios fueron 3.5 millones de euros.

- El tercer ano los beneficios fueron 3.9 millones de euros.

En cada caso, la rentabilidad queda descrita dando un solo nimero (primero 3, luego 3.5 y finalmente
3.9).

Sin embargo, un estudio mas detallado de la rentabilidad de la empresa exigiria tener en cuenta no sélo
los beneficios finales sino también el volumen de ingresos y gastos. Por ejemplo, una empresa con unos
ingresos de 4 millones y unos gastos de 1 millén tendrd unos beneficios de 3 millones y una alta rentabilidad.
Por contra, una empresa que ingresa 103 millones con unos gastos de 100 tendra los mismos 3 millones de
beneficios pero deberemos deducir que su rentabilidad es muy inferior ya que para obtener cantidades iguales
los gastos son muy superiores. De esta forma, si tenemos en cuenta ingresos y gastos, trabajaremos con
datos del tipo:
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- El primer ano, los ingresos fueron de 13 millones y los gastos de 10 millones.
- El segundo ano, los ingresos fueron de 14 millones y los gastos de 10.5 millones.

- El tercer ano, los ingresos fueron de 14.3 millones y los gastos de 10.4.

Para abreviar, podriamos convenir en presentar los datos de cada ano ordenadamente en forma de fila o
de columna del siguiente modo,

: , ingresos
‘ (ingresos,gastos) ‘ 6 < sastos )

De esta manera para indicar los datos de rentabilidad en cierto periodo bastard con escribir algo del tipo
(15,11) y sabremos entonces que nos referimos a unos ingresos de 15 millones de euros y unos gastos de 11.
Por ejemplo, los mismos datos de antes se podran escribir como:

- El primer ano los datos de rentabilidad son (13,10) 6 <}g)

- El segundo ano los datos de rentabilidad son (14,10.5) 6 (1%)45)

- El tercer ano los datos de rentabilidad son (14.3,10.4) 6 (}32)

Es evidente que si vamos a escribir la informacién siguiendo este formato, el orden de los datos es
fundamental; asi, los pares (15,11) y (11,15) representan datos de rentabilidad diferentes (véase que el
ultimo par corresponde a una empresas con mayores gastos que ingresos y por tanto con pérdidas). Ello
justifica que empleemos un orden a la hora de dar los datos, es decir que utilicemos un par ordenado.

Vemos pues que podemos representar mediante un par ordenado de ntimeros reales las distintas posibili-
dades de ingresos y gastos que pueden darse. Ahora bien, sabemos que un par de ntimeros reales no es mas
que una 2-upla o elemento de R2. Por lo tanto, en todo lo anterior, lo que hacemos es utilizar elementos de
R? para representar nuestra informacién. Esqueméticamente la idea es la siguiente:

Informacién del problema Representacion
Dos datos: ingresos y gastos de una empresa = Dos numeros reales
en cierto momento ordenados
3
elemento de R2
2-upla

La necesidad de plantear modelos mateméticos para fenémenos en los que intervienen simultaneamente
varios datos es la que motiva la utilizacién de elementos de R? (cuando tenemos dos datos), de R? (cuando
tenemos tres) y en general de R™ (para n datos).

Incluso es posible que dispongamos de datos que requieran estructuras mas complejas. Por ejemplo,
siguiendo con el ejemplo anterior de ingresos y gastos de empresas, pudiera ser que dispusiéramos de la
informacién de tres empresas diferentes para un ano concreto:

- Datos de la primera empresa: (13,10).
- Datos de la segunda empresa: (19,15).

- Datos de la tercera empresa: (17,12).
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Podemos representar en forma conjunta todos estos datos disponiéndolos ordenadamente por filas en
forma de cuadro,

to ingresos
gastos

1# empresa
2% empresa 19 15
3% empresa 17 12

o también podriamos haberlos escrito en columna como

c @

g & 8

— — —

a a o

g g g

<] <] <]

] ] <

— [N} ™
Ingresos 13 19 17
Gastos 10 15 12)°

Tanto en un caso como en otro lo importante es fijar un criterio para ordenar los datos. En ambos casos, los
datos ordenados en forma de cuadro constituyen lo que se denomina matriz. Concretamente,

13 10
- 119 15 ] es una matriz con tres filas y dos columnas,
17 12

13 19 17 )
_ <10 15 12) es una matriz con dos filas y tres columnas.

El concepto de matriz es de gran importancia en matemdticas ya que junto con el de par o n-upla son
dos de los principales métodos para la representacion ordenada de datos. Veremos a lo largo del tema que
matrices y elementos de R™ permiten modelizar diferentes situaciones de la vida real y fenémenos naturales.

2) Tomemos la matriz
3 -1 2
A= ( 0 —-12 4 ) ’
Es una matriz de orden 2 x 3 ya que tiene dos filas y tres columnas. Ademas,

- el elemento (2,1) de A es 0,
- el elemento (2,3) de A es 4,
- el elemento (3,1) de A no existe,

- ete.

Asimismo, tenemos que A es un elemento del conjunto de todas las matrices de tipo 2x 3, es decir, A € May3.

3) Consideremos una matriz B € Msxs. Dado que B es un elemento de M3yo serd una matriz con 3
filas y 2 columnas. Si no tenemos mdas informacién sobre B no podemos saber cudles son los valores de
sus elementos. En tal caso, debemos denotarlos de forma genérica tal y como se indica en la Definicion 1
mediante la mintscula correspondiente a B (esto es, b) y subindices. As{ pues,

- el elemento (1,1) de B serd b1, - el elemento (1,2) de B serd by 2,
- el elemento (2,1) de B serd by 1, - el elemento (2,2) de B serd bg 2,
- el elemento (3,1) de B serd bs 1, - el elemento (3,2) de B serd bs .
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De esta forma, colocando cada elemento en su lugar, la matriz B es

bi1 bie
B = b271 b272 . (41)
bs1 b32

En el ejemplo 2), puesto que conocemos con exactitud quién es la matriz A, podiamos indicar exactamente
el valor de cada uno de sus elementos. Sin embargo en este ejemplo desconocemos qué nimero real aparece
en cada posicién de B y por ello nos vemos obligados a asignarle un nombre genérico (a1, bs,1, etc.) que
represente su valor el cual ignoramos.

Puesto que escribir repetidamente la expresién para B que aparecen en (4.1) es tedioso, en lugar de ello

podemos abreviar poniendo (b; ;)i=1,...,3 0 ain més brevemente (b; ;)3x2.
=12

4) Sea A € M3yx4. La matriz A tendrd 3 filas y 4 columnas y si desconocemos cudles son los elementos de
A debemos escribirlos de forma genérica en la forma,

ai1 ai2 ai13 14
A= a1 a22 G23 A24
az1 asz2 33 a34

Para abreviar en la escritura tenemos que,
ail1 ai2 ai3 14

a1 G232 Q23 a4 | =

= (ai;)3xa
asl asz2 a33 a34 Y

ain mas breve
lo mismo méas brevemente

También podemos indicar que A es una matriz con tres filas y cuatro columnas escribiendo Asyy.

5) El conjunto Moy contiene a todas las matrices con dos filas y dos columnas. Todas las matrices de
Moo son de la forma
a a
A= (@1 Q12
a2,1 Aa22
mientras que los coeficientes a1, a1,2, a2,1, a2 pueden tomar cualquier valor de R. Es decir,

a1l ai2
Moyo ={ ’ ’ ta11,01,2,02,1, 02,2 € R} .
az;1 Q22 . . ; .

los coeficientes toman
Matrices con dos cualquier valor de R
filas y dos columnas

Todas estas matrices reunidas forman Moy o

6) Las matrices

3 2 -1 2 3 -1
A<06 2>yB<06 2)
tienen los mismos elementos (en ellas aparecen los mismos nimeros reales 3, 2, -1, 0, 6 y 2) pero vemos que

no estén situados en las mismas posiciones (en el sitio (1,1), A tiene un 3 mientras que en el mismo sitio B
tiene un 2). Por ello ambas matrices son diferentes, asi que A # B. Si consideramos ahora la matriz

32 -1 0
c=(06 2 o],
00 0 0

nuevamente A y C tienen los mismos elementos y en esta ocasién incluso aparecen situados en los mismos
sitios. Sin embargo, ambas matrices son de tipos diferentes ya que A es de tipo 2 x 3y C es 3 x 4. En tal
caso tampoco podemos decir que A y C' sean la misma matriz y en consecuencia A # C'.
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Nota. Es frecuente utilizar la notacién matemdtica para abreviar en la escritura. Asi, en lugar de escribir
‘tomemos una matriz, A, con tres filas y cuatro columnas’
podemos poner
‘tomemos A € Msyy4’
o bien
‘tomemos Asy4’.

Veamos ahora, en la siguiente definicién, una lista de conceptos bésicos dentro de la teoria de matrices.

Definicién 3 (Concepto bésicos sobre matrices).

o Dada A = (aij)mxn lamamos submatriz de A a cualquier matriz obtenida suprimiendo en A filas y/o

columnas.

Ejemplos 4.
1 2 3 6

1) DadaA=| -1 2 0 1 | tenemos que:
2 1 8 9

o W
—= o

(

) es submatriz de A ya que se obtiene eliminando la fila 3 y la columna 1 de A:

Al

<

=

g

]

£

1 2 3 6

-1 2 0 1
fila 3 2 1 8 9

1
7N\
N =
Neliep)

> es submatriz de A ya que se obtiene eliminando la fila 2 y las columnas 2 y 3 de A:

[aN] ™

o] <

=i =1

g &

= =

SIS

3] 3]
1 2 3 6
fila 2 -2 0 1
2 1 8 9
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- ( 3 ) es submatriz de A ya que se obtiene eliminando las filas 2 y 3 y las columnas 1, 2 y 4 de A:

— [a\] <t
< < <
= = =
g g g
S = S

SR o
[} [} [\
1 2 3 6

fila 2 =1 2 0 1
fila 3 2 1 8 9

- < _11 g g > no es submatriz de A ya que no puede obtenerse eliminando filas y columnas com-

pletas en A tal y como se aprecia al observar la disposicién de sus elementos dentro de A:
3 6
0] 1
2 1 8] 9

2) Consideremos la matriz que obtuvimos en la pagina 116 al recopilar los datos de ingresos y gastos
de varias empresas:

ingresos
gastos

1# empresa 13 10
2% empresa 19 15
3% empresa 17 12

Supongamos que por algin motivo deseamos eliminar la segunda empresa del estudio. La matriz
correspondiente a la nueva situacion sera,

ingresos
astos

1* empresa 13 10
3% empresa 17 12

Es evidente que la nueva matriz es submatriz de la matriz inicial ya que se obtiene eliminando su
segunda fila. Supongamos que ademds decidimos restringir aiin mas nuestro estudio y tener en cuenta
solamente los gastos de las empresas. En ese caso la matriz de datos sera,

gastos

1% empresa 10
3% empresa 12

Otra vez hemos obtenido una submatriz de la matriz inicial ya que hemos eliminado filas y columnas
completas:
13 10 13 10

19 15| —— |19 15| — G?; 1(2)>
17 12 eliminamos fila 2 17 12
1
3 10 10
19 15 — [
eliminamos fila 2 17 12

y columna 1
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e Una matriz de la forma (a1 as ... a")1><n de tipo 1 X n que tienen una unica fila se denomina
matriz fila.

Ejemplo 5. Las matrices (2 -1 0 1)1X4, (—1 4 12)1X3 6 (2 4)1X2 son matrices fila.

ay

a2
o Una matriz de la forma | . de tipo n X 1 que tiene una unica columna se denomina matriz

an nx1

columna.

Ejemplo 6. Las matrices _3

4

2 .
y ( ) son matrices columna.
6 2
x1

4x1

e Dadas las uplas vi,vs,...,v, € R™:
— La matriz obtenida al agrupar por columnas vy, va, ..., v, Se denota
(vr | o2 | o ] wn)

y tendrd m filas y n columnas. Serd por tanto una matriz de M, xp, .

— La matriz obtenida al agrupar por filas vy, ve, ..., v, se denota

v
V2

Un,

que tendrd n filas y m columnas. Es decir, es de tipo n X m.

Ejemplo 7. Tomemos v; = (2,3,—1,0), vo = (6,2,3,3), v3 = (6,4,—9, —1). La matriz por bloques
obtenida al agrupar por columnas vy, va y v3 €s

2 6 6
(o | | w)=|2 2 ] eMus
0 3 -1

La matriz por bloques que obtenemos agrupando vy, vo y v es

U1 2 3 -1 0
w]=16 2 3 3 |¢eM;suu.
V3 6 4 -9 -1
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e Una matriz con n filas y n columnas (de tipo n X n) se dice que es una matriz cuadrada de orden n.
El conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n se designa mediante M,,.

. . 1 . .
Ejemplo 8. La matriz A = < ; 9 ) tiene dos filas y dos columnas. Por tanto es una matriz cuadrada

de orden 2. Sabemos que el conjunto de matrices de tipo 2 x 2 con dos filas y dos columnas se denota
Msyo. Sin embargo, para abreviar, escribimos My en lugar de My 5. Por tanto,

Ae My = ngg.

De la misma manera, la matriz

2 -1 0
B = 1 8 2
7T 6 5

tiene tres filas y tres columnas y es por tanto una matriz cuadrada de orden 3 asi que B € M3 = M3ys.

e Dada A € My,xn llamamos matriz transpuesta de A y la notamos Al, a la matriz cuya primera fila
es la primera columna de A, cuya sequnda fila es la sequnda columna de A, ..., cuya n-ésima fila es
la n-ésima columna de A. Son evidentes los siguientes hechos:

-AE Mppxn = A € M.
- (AHt = A.

- A = (aij)mxn = A" = (aji)nxm- Es decir el elemento situado en A en la posicion (i, j)
al hacer la traspuesta pasa a la posicion (j,1).

Ejemplos 9.

1) Es fAcil calcular la traspuesta de cualquier matriz. Por ejemplo, la traspuesta de <2 3 7) se

t
denota (1 2 Z) y se calcula cambiando filas por columnas segun el esquema,

columna 1
columna 2
columna 3

fila 2 .

< 3 6
. . fila 3

Véase que la matriz inicial es de tipo 2 x 3 y al hacer la traspuesta obtenemos una de tipo 3 x 2. Es

evidente ademas que si volvemos a hacer la traspuesta a la la ultima matriz obtendremos nuevamente
la primera:

[\
S W
]

>t 2l fila 1

[u—y

t
(2 3 7)“_ g (1), _(2 3 7)
1 6 4 74 1 6 4
Es decir, hacer dos veces la traspuesta es equivalente a no hacer nada.

2) En la pdgina 116 vimos como podiamos organizar en una matriz los datos correspondientes a la
rentabilidad de distintas empresas. A la hora de escribir los datos de cada una de ellas podiamos
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disponerlos por filas o por columnas. Es evidente que la matriz obtenida al disponer los datos por
columnas es la traspuesta de la que aparece al hacerlo por filas:

t

1310 (13 19 17)

19 15| =
17 12 10 15 12

En realidad, una matriz y su traspuesta contienen la misma informacién pero organizada por columnas
en lugar de por filas o viceversa.

e Llamamos matriz cero de tipo m x n y la notamos Opxn 0 simplemente 0, a la matriz:

0 ... 0
Omxn = : € Muxn.

mXn

Es decir, la matriz 0., % €s la matriz de tipo m X n que tienen todos sus elementos iguales a cero.

Ejemplo 10. La matriz cero de tipo 2 x 4 se denota 0244 y su valor es
0 _ (0000
24710 0 0 0/
Es evidente que 02x4 € Mayy.

La matriz cero de tipo 3 x 3 se denota 03«3 y su valor es

O3x3 =

o O O

0 0
0 0
0 0
Es una matriz con tres filas y tres columnas y por lo tanto es una matriz cuadrada que pertenece a

Mszyz = Ms.

En general podemos considerar la matriz cero de cualquier tipo. Por ejemplo,

0
0 0
O3x2 = 01, 02><2=(0 0)7 O4x1 =
0

o O O
o O OO

Debe tenerse en cuenta que en ocasiones, para abreviar en la escritura se suele denotar la matriz cero
simplemente escribiendo 0’ (sin indicar el tipo), sin embargo, ello puede inducir a confusién ya que
vemos (ue no existe una Unica matriz cero sino infinitas de ellas, una para cada tipo. En aquellos casos
en que la matriz cero se nota mediante ’0’, debemos deducir cudl es el tipo del contexto en que ella
aparece.

Las matrices cuadradas desempenan un papel de especial importancia en la teoria de matrices y en los
modelos matematicos matriciales. En la siguiente definicién veremos una lista de conceptos y definiciones
todos ellos relativos a matrices cuadradas.

Definicién 11 (Conceptos bédsicos para matrices cuadradas).

o Llamamos diagonal principal de la matriz Apxpn = (@ij)nxn € My a la matriz fila (an asy ... ann).
La diagonal principal es por tanto la matriz fila formada por los elementos de A que estdn recuadrados
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en la representacion siguiente:

@11 @12 @13 cee A1n
a21 @22 @23 cee a2n
A= a31 a32 a33 cee a3n

Gn1 Gn2 Gn3 cee

Liamamos traza de A = (Gij)nxn € My y la notamos tr(A) ¢ traza(A) a la suma de los elementos de
la diagonal principal:

n
tr(A) =aii +ax+- - +aum = Zanv
i=1

1 2 —6
Ejemplo 12. Sea A= -5 2 4 entonces tenemos que
3 79
- la diagonal principal de A es (1 2 9).

- la traza de A es tr(A) =1+2+9=12.

Decimos que (Gij)nxn € My es:

- triangular superior si todos los elementos inferiores a la diagonal principal son nulos,
- triangular inferior si todos los elementos superiores a la diagonal principal son nulos,
- diagonal si todos los elementos fuera de la diagonal principal son nulos.

Ejemplos 13.

1 2 4
1 -1 0 0 . . .
(o0 2 6], y son matrices triangulares superiores.
0 1 0 0
0 0 3
30 0 O
21 0 0 1 0 . . . .
2) 6 2 —1 ol?Y (1 1) son matrices triangulares inferiores.
1 3 2 4
1 00
3) |10 2 0], L0 y 00 son matrices diagonales.
0 0 3 0 1 0 0

Llamamos matriz identidad de orden n y la notamos I, a la matriz cuadrada de orden n que es diagonal
y tal que todos los elementos de su diagonal principal son iguales a 1. Es decir,

10 0 ... O
01 0 ... 0
00 0 ... 1
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Ejemplo 14.

- La matriz identidad de orden 1 es I; = (1),

0

—_

- la matriz identidad de orden 2 es Iy = <1 O>7

- la matriz identidad de orden 3 es I3 =

OO =
o = O
—_ o O

e Decimos que (a;j)nxn €s simétrica si A = A o, lo que es lo mismo:
Aij = Qg4 Vi,j:L...,’I’L.
e Decimos que (aij)an es antisimétrica si se verifica que:
Qij = —Qj4, Vi,j:L...,’I’L.
Obsérvese que si se cumple lo anterior, tomando ¢ = j obtenemos que
ai; = —ai; = 2a;; = 0= a;; =0, Vi=1,...,n

con lo que una matriz antisimétrica tendra nulos todos los elementos de su diagonal principal.

Ejemplos 15.

tenemos que

1
1) Dada A= |2
3

NN DN
N W

1 2 3
At=12 2 2]1=4
3 2 1

y por lo tanto A es una matriz simétrica. Véase en el siguiente esquema que los elementos (7, 5) y (J,1)

de la matriz coinciden:
©) 2 3
2% 2 |
3 2 @)

Para que la matriz sea simétrica los elementos situados en los extremos de una misma flecha han de
coincidir. Obsérvese que los elementos de la diagonal principal (rodeados por un circulo) no estin

senalados por ninguna flecha y por lo tanto su valor no influye de ninguna manera en que la matriz
sea simétrica.

0o -2 3
2) La matriz B= | 2 0 —4 | es antisimétrica ya que, si notamos B = (b;;)3x3, tenemos que
-3 4 0

* b1y = —2 = —boy.

* biz = 3 = —bs1.
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* b23 =—4= —b32.

* 011 = 0,022 = 0,b33 = 0.

Lo anterior puede esquematizarse mediante el siguiente diagrama de flechas:

© 2 3

Los elementos situados en los extremos de una misma flecha han de ser opuestos y los de la diagonal
(encerrados en un circulo) nulos.

. 1 1 C .
3) La matriz (_1 O) no es antisimétrica puesto que los elementos de la diagonal no todos son nulos.

Sin embargo la matriz (_01 O) si es antisimetrica.

4) Un proveedor sirve tres productos distintos A, B y C en diferentes localidades. Se observa que:

- En 3 localidades sirve solamente A.
- En 5 localidades sirve solamente B.
- En 4 localidades sirve solamente C.
- En 19 localidades sirve A y B.
- En 23 localidades sirve B y C.
- En 16 localidades sirve A y C.

Estos datos podemos codificarlos en una matriz de la siguiente manera,

A B C
A 3 19 16
B 19 5 23
C 16 23 4

Hemos situado en el cruce de la fila A con la columna A, el nimero de localidades en que sélo se sirve A,
en el cruce de la fila A con la columna B, las localidades en las que se sirven A y B y asi sucesivamente.
Evidentemente hay las mismas localidades en las que se vende A y B que en las que se distribuyen B y
A, asi que en las posiciones correspondientes ponemos el mismo niimero, 19, y lo mismo sucedera en el
caso B-C y A-C. Por tanto, la matriz resultante es simétrica ya que en la posicién (i, j) encontraremos
siempre el mismo nimero que en la (j,1).

5) Tres entidades financiaras realizan préstamos entre ellas de manera que una a otra se deben cierta
cantidad de dinero:

- La entidad 1 debe a la entidad 2, 0.5 millones de euros,
- La entidad 1 debe a la entidad 3, 0.9 millones de euros,

- La entidad 2 debe a la entidad 3, —0.2 millones de euros.
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Es evidente que si la entidad 1 debe a la entidad 2, 0.5 millones de euros, podemos admitir que la
entidad 2 debe a la entidad 1, —0.5 millones. Asi, cuando indicamos que la entidad 2 debe a la entidad
3, —0.2 millones de euros, nos referimos a que el estado de cuentas entre ambas es favorable a la entidad
2 de modo que la entidad 3 le debe 0.2 millones. Por otro lado, es claro también que cada entidad no
se debe a si misma nada. Toda esta informacién podemos resumirla en la siguiente matriz:

debe a la
— [\l [ap)
el <
3 3 3
g g =
2 2 £
(<) (<) ]
entidad 1 0 0.5 0.9
La{ entidad 2 -0.5 0 -0.2
entidad 3 —-0.9 0.2 0

Puede verse que hemos situado en el cruce de las filas y columnas correspondientes a los distintas
entidades la cantidad adeudada teniendo en cuenta a la hora de poner el signo de cada dato que las
filas indican la entidad deudora y las columnas la acreedora. Como antes dijimos, si una entidad
adeuda cierta cantidad a otra, podemos también decir que esa tltima adeuda a la primera la misma
cantidad pero con signo opuesto; por ello en la matriz encontramos siempre en la posicién (i,75) el
numero opuesto al que aparece en la (j,47). Ademads, como ninguna entidad se debe nada a si misma, en
la diagonal principal hemos escrito solamente ceros. En definitiva, la matriz de datos es antisimétrica.

Nota. Las matrices diagonales se suelen notar, con objeto de abreviar la escritura, indicando tnicamente
los elementos de su diagonal principal. Asi por ejemplo:

1 00 1
Lamatriz {0 2 0] se puede escribir como 2

0 0 3 3
En forma genérica, a la matriz diagonal A € M,, cuya diagonal principal es (a1 az - an) la denotare-
mos mediante

ai
as
A =
An/ yixn

4.2 Operaciones con matrices

Sabemos que es posible realizar distintas operaciones entre niimeros reales. Asi, podemos calcular la suma,
la diferencia, el producto, la division, etc. Veremos en esta seccién que es posible extender estas operaciones
al cdlculo con matrices. Comprobaremos incluso que muchas de las propiedades usuales de la aritmética de
nimeros siguen siendo vélidas para matrices.

4.2.1 Suma de matrices

Definicién 16. Dadas dos matrices del mismo tipo A = (@ij)mxn: B = (Dij)mxn € Mmxn definimos la
suma de A y B como la matriz A+ B € My, xn determinada mediante:

A+ B= (aij -I—bij)an.
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Es decir:

a1 ai2 . A1n b11 b12 . bln
a1 as9 . agn bgl bgg . bgn
+
Am1 Am2 . Amn bml bmg . bmn
a1 +bin a2 +biz ... ap+biy
a1 +ba1 a2 +by ... az, +bag,
am1 + bml am2 + bm2 cee Amn + bmn

Ejemplos 17.

n(; )G 0)=63)

1 2 0 9 0 0 0 O 1 2 0 9
2) -1 4 6 6/+({0 0 0 O)]=|-1 4 6 6
2 1 2 4 0 0 0 O 2 1 2 4
—_—
=03x4
1 2 0 -1 -2 0 0 0 O
3) -1 4 6]+ 1 —4 —6]=1(0 0 0] =03xs3.
2 1 2 -2 -1 =2 0 0 O

1 2 1 -1 ., . .
4) (2 0 _1> + (2 6 > es una operaciéon que no se puede efectuar por no ser las dos matrices del mismo

tipo.

5) Puesto que hemos identificado los elemento de R™ con matrices fila y columna, la operacién suma que
hemos definido es también valida para ellos. Asi podemos realizar los siguientes célculos:

o (2,3,—1)+(6,0,2) = (8,3,1).
(3,-2) = (=3,2) = (0,0).
(
(

4,3,2,1,1) + (—2,4,3,0,—1) = (2,7,5,1,0).

e (3,2,1)+(2,4,6,2) es una operacién que no se puede realizar ya que tenemos tipos diferentes.

Véase que solamente se pueden sumar matrices que sean del mismo tipo y el resultado serd entonces a
Su vez una matriz de ese mismo tipo.

Recopilamos a continuacién varias propiedades de la suma de matrices. Todas ellas son andlogas a las
que se verifican para la suma de dos nimeros y en realidad su demostracién se deriva directamente de ellas.

Propiedades 18. VA, B,C € M, xn:

1. Propiedad conmutativa: A+ B = B+ A.
2. Propiedad asociativa: A+ (B+C)=(A+ B)+C.
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3. A+0=A (donde 0 = 0pyxn)-
4. Dada A = (aij)mxn definimos la matriz opuesta de A como
—A= (_aij)mxn S men

y entonces se verifica que:
A+ (—A)=0.

5. (A+ B)t = A' + B
6. A es antisimétrica < At = —A

Nota (Resta de matrices). De igual manera que se define la suma es igualmente facil introducir la resta de
matrices. De hecho, tal y como vemos a continuacién, podemos definir la resta a partir de la suma.

Dadas dos matrices A = (@ij)mxn, B = (bij )mxn € Mmxn definiremos la resta o diferencia entre Ay B
como la matriz

A—-B=A+ (—B) = (aij - bij)mxn € Muxn.

Ejemplos 19.

n-(5 7 5)=(5 3 5

om0 0)=(4 -0 -
o363 Y02

4) _(37 2; _1) = (_3a _2a 1)

.. (0 7 e (0 =7\ _ (0 T\ _
5)SiA= (_7 O) entonces, A" = (7 0) = (_7 0) = —A, por tanto A es una matriz antisimétrica.

4.2.2 Producto de matrices por un niimero real

Definicién 20. Dada una matriz A = (aij)mxn € Mumxn y un nimero real v € R, definimos el producto de
r por A y lo notamos comor-A ¢ A-r como:

7’~A:A'7':(7"'aij)m><n€Mm><n-

Es decir:
ail a2 . A1n rT-ail a2 . r-Qip
as1 a9 . agn T a1 T ag2 . - Qon
- =
am1  Am2 DRI Amn T Gmi1 T am2 R T Gmn

Obsérvese que si multiplicamos una matriz de tipo m X n por un nimero real obtenemos como resultado
una matriz de tipo m X n.
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Ejemplos 21.

131 1 2 6 2 2
1)2'(2 6 0 —1)_(4 12 0 —2)'

0 0
2) 8 0 0| =03x2.
0 0

Nuevamente resumimos las propiedades mas importantes del producto de un niimero por una matriz. En
todos los casos la demostracion es evidente y puede comprobarse de forma directa.

Propiedades 22. Vr,s € R, VA, B € My,xn:

1. Propiedad distributiva: r-(A+ B)=r-A+r-B.
2. Propiedad distributiva: (r+s)-A=r-A+s-A.
1-A=A.

(-1)-A=—-A.

(r-s)-A=r-(s-A).

F0=0,0-A=0.

NS &

(r- At =r-A.

4.2.3 Producto de dos matrices

Las operaciones de suma y producto por un nimero real tienen una definicién sencilla ya que basta con realizar
la operacion correspondiente, elemento a elemento. El producto de matrices no tiene una formulacién tan
directa pero veremos que la definicién que damos a continuacion es util en diferentes contextos y modelos
matriciales.

Definicién 23. Dadas A = (Gij)mxn € Mmxn ¥ B = (bij)nxp € Mnxp definimos el producto de A y B y
lo notamos A - B, como la matriz

A - B = (anbij + aizbaj + aisbsj 4 -+ + Ginbnj)i=1,..m € Mupxp.

j=1,...p

Es decir, en el lugar (i,7) de la matriz A - B se encuentra el elemento

filai de A

a1 by + ap by 4+ a3 by A+ ...+ am by

| | | | ’

columna j de B

que se obtiene como el producto de la fila i de A por la columna j de B.
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Ejemplos 24.

2 1
0G0 -
2x3 3 1 4
2 1
(2 1 2)- -1 (2 1 2)- 1
fila 1 \ , fila 1 \ ,
columna 1 columna 2
B =2.241-(—1)42:3=9 =2.14+1-1+2:1=5 (9 5
o 2 1 1 1 2X2'
0 -1 0)-|-1] (0 -1 0)- (1
fil 3 fil 1
a2 a2
columna 1 columna 2
=0-24(—1)-(—=1)40-3=1 =0-14(—1)-140-1=—1 9%2
1 0 0
T (A T ()
—/2x3 ~/2x3 0 0 1 g
X
1 0 0
(1 3 6)- 0 (1 3 6)- 1 (1 3 6)- 0
—— 0 —— 0 —— 1
fila 1 fila 1 fila 1
columna 1 columna 2 columna 3
. =1-143-046-0=1 =1.043-146-0=3 =1.043-04+6-1=6 (1 3 6
- 1 0 0 39 1 2x3
39 —1)- (o0 39 —-1)- [1 39 —-1)- (o0
fila 2 fila 2 fila 2
columna 1 columna 2 columna 3
=3-149-0+(—1)-0=3 =3-049-1+(—1)-0=9 =3.049:0+(—1)-1=—1 / 5 4
2 2
3) (0 0 O)- 1 -1 :(0 0)1><2'
S—— 3 2
O1x3 3x2
1 1 3 3
4) |9 -(1 3 3)1X3: 9 27 27
1 3x1 L3 3 3x3
1
5) (1 3 3)1><3' 9 :(1-1+3-9+3-1)1X1:(31)1x1531.
1
3x1
1 9 1 3
6) <2 1> 12 1 es una operacién que no se puede efectuar pues no concuerdan los tipos de
2x2 3 -1
3x2
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matrices.

Nota. Obsérvese que el producto de una matriz tipo m X n por una matriz n X p proporciona una matriz
m X p. Esquematicamente tenemos:

m X n . n X P

~——mn»( 7
han de ser iguales

resultado tipo m x p

Propiedades 25.

1. VA S Man,B € Mnxp; C € MPX""

(A-B)-C=A-(B-0C).

2. VA€ Mysn, B € Mnxp;r eR

3. VA,BEMan,CEMnXp
(A+B)-C=A-C+B-C.

4. VAEMmeBvCGMnXP
A-(B+C)=A-B+A-C.

5. VA € Muxn
Ip, - A=A ; Opxm : Amxn = Opxn
A-I,=A

P Amxn 'Onxp = Omxp

0. VA € mean € M’NXP
(A-B)' = B'. A,

7. VA, Be M,,A-BeM,.

ay b1
a9 b2
8. Dadas A = ) , B= ) , matrices diagonales de M,,, tene-
(07 bn
nxn nxn
mos que:
ai - by
az - by
A-B=
an - by nxn
Ejemplo 26. Si consideramos las matrices
3 0 00 2 0 00
0 -1 0 0 0 -3 0 0
A=lo o 4ol Y P= o o 1 o

0 0 0 2 0 0 0 5
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podemos efectuar su producto de la manera habitual. Sin embargo, al ser ambas diagonales, basta con
multiplicar los elementos de la diagonal principal de modo que

3.2 0 0 0 6 00 0
o (=1-(=3 0o o] o3 o0 o0
A-B=| 0 4.1 0 |7 lo 0 4 o0
0 0 0 25 00 0 10

Nota. Dadas dos matrices A € M, xpn, B € My, n0s preguntamos cuando serd posible efectuar tanto la
operacién A - B como la operacion B - A. Tenemos que:

si es posible efectuar A, xpn - Bpxr = n=p N Ae Mxn
si es posible efectuar By, - Apmxn = r=m B e M,um

A-Be Mpyxm
B-Ae M,xn

En particular, si A, B € M,, (son de tipo n xn) podemos calcular tanto A-B como B- A y ademds obtenemos
A-B,B-AeM,.

€1l Cuyo caso {

En general el producto de matrices no verifica la propiedad conmutativa (A-B = B-A) ya que no siempre
podremos calcular A- By B - A y aun cuando ello sea posible no siempre obtendremos el mismo resultado.

Ejemplos 27.

1
31 2 7
vGi), ) -0

3x1

2 (32 no puede ser calculada.
2 1 0/,._.
1 2x3
3x1
31 2 Lo
2)Si A= (2 1 0) y B= 12 —1| puesto que son de tipo 2 x 3 y 3 x 2, podremos calcular tanto A - B
1 2

como B - A. Sin embargo tenemos que:

1 0
3 1 2 7 3
N (R )

19
10 31 2
*B-A:2—1-(§1g>:414
12 73 2

Obtenemos pues que A - B # B - A y ademaés ni siquiera son matrices del mismo tipo.

3)Si A= (_21 é) y B = (; il))) entonces podemos calcular tanto A- B como B-A y ademéds A-B,B-A €

M, sin embargo:

cam= (200 (-4 5)
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1 1 2 1 1 1
xB-A= <2 3> ' <—1 0) - <1 2>'
Luego en este caso A- By B - A son del mismo tipo pero son matrices distintas.

4) Dada cualquier matriz A € M,, se verificard que
AL, =1,-A=A

con lo que en esta situacion los productos A - I, y I, - A si coinciden.

Potencia de matrices

Dada una matriz A € M, «xn sera posible efectuar el producto
Am><n : Am><n

solamente cuando m = n con lo cual A seria una matriz cuadrada de orden n. En aquellos casos en los que
A no sea una matriz cuadrada no serd nunca posible efectuar la operaciéon A - A.

Vemos entonces que solamente es posible calcular el producto de una matriz por si misma cuando ésta es
cuadrada y entonces, al realizar ese producto, obtenemos nuevamente una matriz cuadrada del mismo tipo
que la inicial. Ello hace posible que podamos multiplicar una matriz cuadrada por si misma cuantas veces
queramos. Esto conduce al concepto de potencia de una matriz cuadrada que introducimos en la proxima
definicién y que, como veremos mas adelante, constituye una de las herramientas mas importantes en la
construccion de modelos matriciales.

Definicién 28. Dada A € M,, definimos, para k € N,

Ab—a.A.4 M Aem,

Ejemplos 29.
1) La matriz

2 1 0
A=(1 -1
2 -1 1

es cuadrada de orden tres. Al ser cuadrada podremos calcular sus potencias. Por ejemplo,
2 1 0 2 1 0 5 1 2

A2=A-A=(1 -1 2|-(1 -1 2]=1|50 0

2 -1 1 2 -1 1 5 2 -1

Podemos también calcular A3. Para ello aprovecharemos el célculo realizado con A% de la siguiente manera,

2 1 0 5 1 2 15 2 4
A=A A-A=A-A2=|1 -1 2|-|5 0 0 ]=110 5 0
2 -1 1 5 2 —1 10 4 3

En realidad, para calcular las sucesivas potencias de la matriz A (4%, A%, etc.), podemos repetir este proceso
multiplicando la 1ltima potencia obtenida nuevamente por la matriz A para obtener asi la potencia siguiente.
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Por ejemplo, si repetimos el proceso una vez mas obtendremos A*:

2 1 0 15 2 4 40 9 8
At=A-A3=11 -1 2]- 10 5 0 = 25 5 10
2 -1 1 10 4 3 30 3 11
—_————
La matriz A, multiplicada por la proporciona la potencia
potencia anterior, A3, siguiente, A%.
2) La matriz
1 2 1
A=10 -1 2
1 2 =2

es cuadrada de orden 3 y podemos calcular el producto de ella por si misma y cualquiera de sus potencias.
Calculemos las potencias A2, A% y A*. Para ello comenzaremos con A?. Tenemos que

1 2 1 1 2 1 2 2 3
A2=(0 -1 2 ][0 -1 2 |=(2 5 -6
1 2 -2 1 2 -2 -1 -4 9

Una vez que hemos calculado A? podemos multiplicar una vez més por A para conseguir A® en la forma

2 2 3 1 2 1 5 8 0
AB=A'=42.4=2 5 —-6|-[0 -1 2 |=|(-4 -13 24
-1 -4 9 1 2 =2 8 20 —27

Finalmente, aplicando el mismo procedimiento una vez mas,

5 8 0 1 2 1 5 2 21
At =A%t =43 A=-4 13 24 |- (0 =1 2| =] 20 53 -—78
8 20 -—27 1 2 -2 —-19 —58 102

Por otro lado, es importante resaltar el hecho de que la potencia de matrices no puede resolverse elevando
uno a uno los elementos de la matriz. Es decir, en general, no podemos calcular la potencia A* mediante

1k 2k 1k
Ok (_1)k 2k
Para darnos cuenta de ello, basta comprobar esto para la potencia A* que hemos calculado antes:
4

1 2 1 14 2t 14
At=10 -1 2] #A[|0* (-1)* 24
1 2 =2 4 2t (=2)

5 2 21
=( 20 53 —78
—19 —58 102

1 16 1
=(0 1 16
1 16 16

En el ejemplo anterior se describe el procedimiento basico para calcular potencias de una matriz. Puede
observase que el calculo de estas potencias conduce a la realizacion de numerosos productos matriciales
e involucra por tanto un nimero elevado de operaciones. A poco que debamos calcular una potencia de
exponente medianamente alto, nos encontraremos que es imposible realizar el calculo a mano. Esto convierte
al calculo de potencias de matrices en una operacién dificil que requiere la utilizacién de otras técnicas més
sofisticadas que ya estudiaremos en el capitulo de diagonalizacién.

En la propiedad siguiente, entre otras cosas, veremos que existe una excepcién a lo dicho en el parrafo
anterior. Cuando la matriz a la que deseamos calcular la potencia es diagonal, entonces el cilculo se
simplifica de forma notable.
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Propiedades 30.

1. Dada Ae M,, yk,peN
AF AP = AP . AR = AkTP

aj
as
2. Dada la matriz diagonal A = ] e M,, y k€N se verifica que:
An/ pxn
af
k
Ak = "
ak
n/ nxn
Ejemplos 31.
2.0 0\ /2 0o o0 16 0 0
H|o 3 o] =10 3 0 |=(0 8 0
0 0 -1 0 0 (—1)* 0o 0 1

2) Dada A € M,, se verifica que
AP A2 = (A-A-A)-(A-A=A-A-A-A A=A,
A2 A% = (A-A)-(A-A-A)=A-A-A-A-A= A5
Por lo tanto A3 - A2 = A?. A3 = A® tal y como nos indica la primera de las propiedades anteriormente

enunciadas. Este ejemplo nos da una idea acerca de cémo puede ser demostrada esta propiedad en su forma
mas general.

3) El punto 2 de la propiedad anterior es aplicable solamente a matrices diagonales. Para matrices cua-
lesquiera tal propiedad, en general, no se cumplira. Asi por ejemplo:

3

1 2 0 3 6 2 13 28 03 1 8 0
0 -1 1| =1 =1 3)#10 (-=1)® 1¥]=[0 -1 1
1 2 1 5 8 5 13 23 13 1 8 1

4.2.4 Matriz inversa

Consideradas dos matrices A y B de los tipos adecuados, podemos calcular su suma, A + B, su diferencia,
A — B, o su producto, A - B. Sin embargo, no hemos definido atin ninguna operacién a la que podamos
llamar ‘divisién de matrices’. Esto es lo que vamos a intentar en este apartado definiendo el concepto de
inversa de una matriz. Por el tipo de operaciones que ello implica, solamente una matriz cuadrada puede
tener inversa. Para introducir estos nuevos conceptos comenzaremos haciendo algunas consideraciones:

e Dada cualquier matriz A € M,, sabemos que
A-L,=1,-A=A,

propiedad andloga a la que verifica el ntimero 1 dentro de los nimeros reales (Vr € R, 1-7=r-1=r1).
Podemos admitir entonces que la matriz I,, desempena el papel del 1 dentro del conjunto de las matrices
cuadradas de orden n. Es decir, I,, es la unidad de M,,.
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e Dados a,b € R, b # 0, la divisién de a entre b puede calcularse como

a 1 _
—=a--=a-b!
b b
donde b~! es lo que se denomina inverso del nimero b. Por ello a la hora de dividir dos ntimeros lo
que realmente nos interesa es calcular el inverso de alguno de ellos.

e Dado b € R, b # 0, sabemos que su inverso es otro niimero real que escribimos como b~! y que es el
tnico nimero que verifica
b-bl=b"tb=1.

El inverso de b es aquel nimero por el que hay que multiplicar b para obtener 1.

e No todo nimero real tiene inverso ya que no es posible calcular 071 = % puesto que no hay ningin
namero x tal que
0-x=1.

Por todo lo anterior, parece claro que, dada una matriz A € M,,, si queremos definir A~!, habremos de
encontrar otra matriz, B € M,, tal que

A-B=B-A=1,
y entonces esa matriz B serd la inversa de A, es decir, A~' = B.

Definicién 32. Dada A € M,,, si existe, llamamos matriz inversa de A y la notamos A" a la dnica matriz
que verifica:
AV A=A-A"1 =1,

Ejemplos 33.
10 . . 1 0
1) Dada 11 consideremos la matriz _1 1) Y entonces tenemos que

GO - 6h-n
(G- 6

Por lo tanto, segun la definicién que hemos dado, tenemos que:

() -(h)

1 2 0 -1 2 2
2)Dada |1 0 1 | sitomamos | 1 —1 —1| obtenemos:

01 -1 1 -1 -2
12 0 -1 2 2 100
10 1 1 -1 -1 = (0 1 0] =15,
01 -1 1 -1 =2 0 0 1
-1 2 2 12 0 100
1 -1 -1 10 1 = (0 1 0)=1I
1 -1 =2 01 -1 0 0 1



yporello (1 O 1 =11 -1 -1
0 1 -1 1 -1 -2
1 0 O
3)DadaB= |0 3 0 |, teniendo en cuenta propiedades que conocemos acerca del producto de matrices
0 0 -5
diagonales es facil calcular la inversa tomando los inversos de los elementos de la diagonal principal de B:
9 0 0 £ 0 0 100
03 0 0 £ 0| = (01 0|=1,
0 0 -5 0 0 =% 00 1
% 0 0 9 0 0 1 0 0
0 5 0-{0 3 0 = [0 1 0|=10
00 +% 00 -5 001
£ 0 0
yporello B~' =10 1 0
0 0 =%

Téngase en cuenta que esta técnica no puede ser utilizada con matrices que no sean diagonales tal y como
queda puesto de manifiesto en los apartados 1) y 2) de Ejemplos 33 en los que la matriz inversa no es la
matriz formada por los inversos de los elementos de la matriz inicial.

Si pensamos en lo que hubiera sucedido si algunos de los elementos de la diagonal principal de B hubiera
sido nulo, parece claro también, a la vista de como hemos obtenido antes B~!, que en tal caso no serfa
posible el cédlculo de la inversa.

4) Nos preguntamos si la matriz A = 11 tiene matriz inversa. Si A tiene inversa, ésta serd también

una matriz cuadrada de orden 2 y por lo tanto de la forma

-1 _ a b
A= ( d) |
Entonces tendremos que

-1 11 a b\ a+c b+d\ (1 0
A-4 —IQ:<1 1)'<c i) == \ate vra) = \o 1)7
N a+c=1 b+d=1

a+c=0 b+d=0"

lo cual es imposible ya que es evidente que la cantidad a + ¢ no puede ser al mismo tiempo igual a 1 e igual
a 0. Deducimos por tanto que la matriz A no tiene matriz inversa.

5) Intentemos calcular la inversa de la matriz A = (3 D .

Para ello aplicaremos la misma técnica que hemos utilizado en el ejemplo anterior. De esta forma, si A
tiene inversa sabemos que sera también una matriz cuadrada de orden 2 y por tanto ha de ser de la forma

-1 _ (@ b
a=(0).

Puesto que la matriz inversa debe cumplir A - A~! = I, tendremos que
3 1\ fa b\ _(1 0 N da+c 3b+d\ _ (1 0 N 3a+c=1, 3b+d=0,
2 1 c d)  \0 1 2a+c 2b+d)  \0 1 2a+c¢=0, 2b+d=1.

137



Resolviend%el sistema, a=1, b= -1,
c=-2, d=3.

Véase que al final obtenemos un sistema lineal con cuatro ecuaciones y cuatro incognitas que se resuelve
facilmente de modo que finalmente hemos calculado la matriz inversa que seréa

(1 -1
(D).

Definicién 34. Decimos que A € M,, es una matriz reqular si existe la matriz inversa de A y en caso
contrario diremos que A es una matriz singular o no regular.

Ejemplo 35. (1 1) es una matriz singular mientras que (1 é) o (g 1) son matrices regulares.

En los apartados 4) y 5 de Ejemplos 33 hemos presentado la técnica bésica para decidir si una matriz es
regular o no y, en caso de que lo sea, calcular su inversa. Como vemos, si aplicamos esta técnica, el calculo de
la inversa depende de la resolucion de un sistema que en el caso de una matriz 2 X 2 tendra cuatro ecuaciones
y cuatro incognitas. El problema que plantea esta técnica reside en el hecho de que, para matrices de orden
superior, el nimero de ecuaciones y variables que aparecerdn en el sistema se multiplica considerablemente.
Asi, para una matriz de orden 3 tendriamos 9 ecuaciones y para una de orden 4 serfan 16. Por este motivo
este método es valido solamente en casos sencillos como el de las matrices de orden 2. Una vez que, en las
secciones siguientes de este tema, introduzcamos las técnicas de manejo de matrices mediante operaciones
elementales, dispondremos de un método mas efectivo para el calculo de matrices inversas.

Veamos algunas propiedades importantes de la matriz inversa.

Propiedades 36.

i) Si A, B € M,, son regulares entonces la matriz A - B es también regular y ademds se verifica que:

(A-B)y'=B"1t. A%

ii) Si A € M, es reqular entonces At es también reqular y ademds se verifica que:

(A = (A7)

a
iii) Dada la matriz diagonal A = ) tal que a1 # 0, as #0,...,a, # 0, tenemos que A

es reqular y ademds:

iv) Si A € M, es regular, entonces A~! es también regular y

(A~H)~1 = A,



v) Si A € M, es reqular y tomamos r € R, r # 0, entonces r - A es reqular y se verifica que:

1
A=A
(r- Ay =~

Ejemplos 37. En los siguientes ejemplos vamos a recurrir a los distintos puntos de Propiedades 36:
1) Calculemos la inversa de algunas matrices aprovechando algunas operaciones anteriores y las propiedades

D) G6)=02)

Conocemos mediante el ejemplo 33 de la pagina 136 la siguiente inversa

(D) =)

ya vistas. Tenemos que

Ademis,

asi que, empleando la propiedad i),

-1 t
1 /o [/t oy /1 o0\ /(1 -1
0 1 o 11 o 1 1 “\-1 1) \0 1
y finalmente podemos también usar la propiedad i) para calcular
11\t ooy (t 1\\ T _ /1 1\ /10"
1 2 o 1 1 0 1 \0 1 1 1
_ (1 -1\ (1 0y _(2 -1
o 0 1 -1 1) \-1 1)
2) Dada I,, € M,, sabemos que I, - I,, = I, por lo tanto la matriz identidad es regular y su inversa es ella

misma:

()~ = I,.

Por otro lado, al ser I,, una matriz diagonal, también podemos utilizar la propiedad i) para llegar a la
misma conclusién sobre su inversa.

3) Dadas A, B,C € M,, vamos a calcular la inversa (A - B -C)~!. Para ello utilizaremos repetidamente la
propiedad 1).
(A-B-C)™'=((A-B)-C)"' = (propiedad i)) = C~' - (A- B)~!

= (propiedad i)) =C~' - (B~ A"y =Cc~'.B71. A7

En general reiterando este proceso es facil comprobar que dado un numero cualquiera, k, de matrices
cuadradas regulares, Ay, Ao, ..., Ax € M, se verifica que
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4.3 Combinaciones lineales, independencia lineal. Rango de una
matriz

El andlisis de un fenémeno se basard, en general, en los datos relativos a ese fenémeno que obtenemos
midiendo las variables que en él estan implicadas. Determinar qué variables son esenciales o no, cudles
se pueden obtener o explicar mediante otras y en general medir la cantidad de informacién que poseemos
sobre el fendmeno son tareas esenciales que se basan en los conceptos de combinacién lineal, dependencia e
independencia que veremos en esta seccion. Comenzaremos mostrando un ejemplo que pone de manifiesto
todas estas cuestiones.

Ejemplo 38. Supongamos que estamos estudiando el parque de vehiculos en diferentes ciudades con el
objetivo de tomar decisiones sobre la posibilidad de instalar nuevas empresas en este sector. Realizamos
el estudio en siete ciudades que llamaremos A, B, C, D, E, F y G. En cada una de ellas estudiaremos
inicialmente dos variables:

N¢ = Nuamero de coches presentes en la ciudad,
Ny = Numero de motocicletas.

Después de la correspondiente toma de datos obtenemos los siguientes valores para estas variables en cada
ciudad (expresados en miles de vehiculos de cada tipo):

Nc | Ny
Ciudad A | 7 6
Ciudad B 8 5
Ciudad C | 10 5
Ciudad D 6 6
Ciudad E 4 5
Ciudad F | 20 10
Ciudad G 9 5

Pretendemos analizar el reciclado de neuméticos y de residuos derivados del motor. Para ello es razonable
que estudiemos en cada ciudad dos nuevas variables:

Ngr = Numero neumaéticos circulando en los vehiculos de la ciudad,
N,, = Numero de motores en uso.

Podriamos realizar nuevas tomas de datos en las ciudades del estudio para obtener la informacién de estas
otras dos variables, sin embargo, es evidente que cada coche tiene cuatro ruedas y dos cada moto y que habra
un unico motor por vehiculo. Por tanto, en este caso, no es preciso tomar més datos ya que conocidas las
variables correspondientes al niimero de coches y motos, Ny Nz, podemos calcular las otras dos variables
debido a que claramente tendremos que

Ngr =4N¢e 4 2Ny, y Ny, = No + Nyy. (4.2)

De este modo si obtuviéramos los datos para todas las variables obtendriamos

Ne | Ny | Ng | N
Ciudad A | 7 6 40 13
Ciudad B 8 5 42 13
Ciudad C | 10 5 50 15
Ciudad D 6 6 36 12
Ciudad E | 4 5 26 9
Ciudad F | 20 10 | 100 | 30
Ciudad G 9 5 46 14



y es posible comprobar cémo para cada ciudad se cumplen las relaciones dadas en (4.2). En realidad, cada
una de las cuatro variables es una 7-upla ya que contiene siete datos, uno por ciudad, y empleando las
operaciones que conocemos para uplas tenemos que

40 7 6 13 7 6
42 8 5 13 8 5
50 10 5 15 10 5
36 | =46 |+2]| 6 y 121 =16 |+] 6
26 4 5 9 4 5
100 20 10 30 20 10
46 9 5 14 9 5
—_—— ——— ——

=Nr =N¢ =Num =Nm =N¢ =Nnm

Podemos comprobar que la informacién de Nr y N,, depende de N¢o vy Njs y por ello no es necesario que
tomemos datos en cada ciudad para estas variables, simplemente tenemos que obtener la informacién para
Ng y N,, combinando la que ya tenemos en N¢ y Ny mediante las relaciones de dependencia dadas por
las ecuaciones de (4.2). En realidad, podemos combinar N¢ y Njs para obtener otras muchas variables pero
todas ellas contendran informacién superflua que puede ser calculada a partir de los datos que ya tenemos.
Otras variables que se obtienen por combinacién de N¢ y Njs podrian ser:

e Np = Numero maximo de pasajeros transportables,

e N = Numero de faros de iluminacién nocturna.

Bajo el supuesto de que cada coche puede transportar cinco pasajeros y tiene dos faros y de que cada moto
transporta un méximo de dos con un solo faro, son evidentes las siguientes relaciones de dependencia,

Np =5N¢g + 2Ny y Nr = 2N¢ + Ny,

mediante las cuales podremos calcular los valores que toman Np y Ng en las diferentes ciudades mediante
el calculo con uplas del siguiente modo

47 7 6 20 7 6
50 8 ) 21 8 )
60 10 5 25 10 5
2 =5(6|+2]6 ¥ 18] =216|+]6
30 4 5 13 4 5
120 20 10 50 20 10
55 9 ) 23 9 )
—— —_—— N—— ——
=Np =Nc¢ =Nn =Np =Nc¢ =Nn

En realidad cualquier variable, N, que se obtiene como combinacién de No y Ny serd de la forma
N =aN¢ + BNy

y sus valores podran calcularse mediante la operacién de uplas

7 6
8 )
10 )
N=a]| 6 |+8]| 6
4 5
20 10
9 )
=N¢ =Num

Para distintos valores de a y 8 podemos obtener infinidad de variables que son combinacién de N¢o y Ny
pero en todos los casos su informacién sera superflua una vez que conocemos estas dos tltimas.
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Por otro lado, parece claro que el niimero de coches en una ciudad es completamente independiente del
ntmero de motos. Es decir, sabiendo el nimero de coches es imposible calcular el de motos e igualmente en
el caso contrario. De este modo, las variables No y Njs son independientes entre si y ambas son esenciales
por lo que necesitamos tomar los datos de ellas dos sin que los de una puedan obtenerse a partir de los de
la otra. Es decir, no existe ninguna féormula del tipo

Nc:OéNM 6 NM:aNc

que permita obtener No como combinacién de Ny; o al revés.

Asi pues, parece claro que en este problema las variables esenciales son N¢ y Njs de las cuales podemos
derivar otras como combinacion.

El ejemplo anterior sirve de introduccién para los conceptos de combinacion, dependencia e independencia
lineal que introducimos en la siguiente definicion. Es evidente que en lugar de estudiar siete ciudades, el
estudio podria ampliarse a ocho, nueve o, en general, n. En tal caso, cada variable seria una n-upla con
n datos, uno por cada ciudad. Asimismo, en nuestro estudio pueden participar mas de dos variables, en
su lugar podriamos tener tres, cuatro o, en general, m con lo cual tendriamos m, n-uplas, una para cada
variable.

Definicién 39. Consideremos las n-uplas vi,vs, ..., v, € R™. Entonces:

i) Decimos que la n-upla, w € R™, es combinacion lineal vi,va, ..., Uy si

W= V] + V2 + -+ + QU Um

para ciertos numeros reales ai, g, . ..,y que denominamos coeficientes de la combinacion. El con-
Junto de todas las combinaciones lineales de vy, va, ..., U se denota (V1,vVa,...,Un).
1) Decimos que v1,va,. ..,V Son linealmente independientes si ninguna de ellas puede obtenerse como

combinacion lineal de las demds. Decimos que una unica upla es independiente (es decir, m = 1)
siempre que no sea nula.

iii) Decimos que v1,vVa, ...,V son linealmente dependientes si no son independientes.

Estos conceptos corresponden directamente con las ideas que hemos presentado en el ejemplo al comienzo
de la seccién. En efecto, aplicando esta nueva terminologia en el ejemplo anterior podemos decir que:

e Las uplas N, N,,, Np y N son combinacion lineal de N¢o y Njs. Dicho de otro modo,
NR;vaNP;NF S <N07NM>

Podemos obtener ademés muchas otras combinaciones de No y Njs y todas seran de la forma aN¢ +
BNy para ciertos numeros «, § € R. Por tanto,

<Nc,NM> :{Och—FﬁNMIOé,,BER}.

e El conjunto formado por las uplas N¢, Ny, N, Ny, Np, N es linealmente dependiente ya que algunas
de ellas (las cuatro ultimas) pueden obtenerse como combinacién lineal de las otras (de las dos primeras).
En consecuencia en dicho conjunto sabemos que hay uplas (variables) superfluas cuya informacién puede
ser obtenida a partir de las demas.

e Las uplas N¢ y Ny son independientes ya que ninguna es combinacién lineal de la otra. En conse-
cuencia la informacién que contienen estas dos uplas es imprescindible y ninguna de ellas puede ser
considerada superflua.
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A partir de varias uplas podemos generar otras muchas mediante combinaciones lineales. En el ejemplo
anterior, hemos visto que a partir de N¢o v Ny podemos obtener muchas otras nuevas uplas como N, N,,,, Np
o N y en realidad podriamos obtener una infinidad ya que simplemente modificando los coeficientes que
utilizamos en cada combinacién lineal obtendremos una nueva. Es por ello que el conjunto (N¢, Njy) tiene
infinitos elementos. Esto mismo sucede cuando tenemos cualesquiera otras uplas, combindndolas podremos
obtener una cantidad ilimitada de nuevas uplas y el conjunto de sus combinaciones lineales serd también
infinito.

La siguiente propiedad es esencial ya que hace hincapié en la idea de que una upla que puede obtenerse
como combinacién lineal de otras es superflua en cierto sentido. En concreto veremos que, a la hora de
generar combinaciones lineales, una de tales uplas es innecesaria y puede ser eliminada.

Propiedad 40. Dadas las n-uplas w y vi,va, ..., 0m, Se tiene que
wE (V1,V2, ..., Um) < (W,01,02,...,0m) = (V1,V2,...,0m).
Si w se obtiene como todas las combinaciones también se pueden obtener
combinacién de vi,v2,...,0m,° obtenidas empleando w, si eliminamos w

Por tanto, cuando tenemos un conjunto de uplas y averiguamos que son dependientes, sabremos también
que, a la hora de obtener uplas mediante combinaciones lineales, dicho conjunto se podra simplificar ya que
tendremos uplas superfluas. Por ejemplo, combinando N¢, Njy; vy Nr podemos obtener muchas uplas que
formaran el conjunto

<N07NM;NR>~

Ahora bien, sabemos que estas tres uplas, {N¢, Nas, Ng} forman un conjunto dependiente ya que Np se
puede obtener como combinacién de las otras dos. En consecuencia, Ny es superflua y la podemos eliminar
ya que

<N07NM;NR> = <N07NM>
| — —_———
todas las combinaciones también se pueden obtener
obtenidas empleando Ng, si eliminamos Ng

Dicho de otro modo, al ser dependiente, en el conjunto inicial de combinaciones podemos eliminar Ng,

(Nc, N, Ng).
Veamos algunos ejemplos adicionales.
Ejemplos 41.
1) Consideremos las columnas
3 2 1
2], |o], [-1
-1 0 3

3 2 1 15 4 -1 18
512 1+2(0o]+ 1) |-1]=[10)+(0]+]|1]=||1
-1 0 3 -5 0 -3 -8

Por tanto, la upla (18,11, —8) se obtiene como combinacién de las tres iniciales siendo los coeficientes de esa
combinacién 5, 2 y —1. Escribiendo esto mismo de otra manera, podremos poner que

18 3 2 1
1mm)ed 2], (o], |-1].
-8 -1 0 3



2) Tomemos ahora las 5-uplas
(23006 y (-1 230 1),

Nuevamente podemos combinarlas para obtener una fila distinta a las iniciales. Por ejemplo podemos mul-
tiplicar por 3 y 2,
3(2 300 6)+2(-12 30 1)=

=6 9 00 18)+(-2 4 6 0 2)=|(4 13 6 0 20)

Si hubiéramos elegido coeficientes diferentes habriamos conseguido como resultado una fila también diferente.
De esta forma, si ahora tomamos 4 y —1 tenemos

4(2 300 6)+(-1)(-1 2 3 0 1)=

=(8 12 0 0 24)+(1 -2 -3 0 -1)=[(9 10 -3 0 23)

En definitiva tenemos que
(4 13 6 0 20),(9 10 -3 0 23)€<(2 300 6),(—1 2 30 1)>

En realidad, cambiando los coeficientes que utilizamos para combinar las dos filas iniciales podriamos generar
una cantidad infinita de nuevas combinaciones lineales y por ello sabemos que el conjunto

(2 300 6),(-1 23 0 1))

tiene infinitos elementos. A pesar de ello, cabe preguntarse si es posible conseguir cualquier 5-upla o si por
el contrario existen uplas de R® que no se pueden obtener combinando las dos iniciales. En este caso es facil
comprobar que se da la segunda opcién ya que podemos comprobar directamente que mediante las dos filas
que tenemos no es posible conseguir la 5-upla (O 0 0 1 0) como combinacion lineal ya que, no importa
qué nimeros a1 y as escojamos para realizar la combinacion, siempre tendremos

ap (2 3 00 6)+a (-1 23 0 1) y (0000)

= (2@1 —ay 3a1+2as 3as @ 6ai + a2) la fila que pretendemos
obtener tiene un 1
en la cuarta posicion

el resultado siempre tiene
un 0 en la cuarta posicién

y por ello ninguna combinacién de las dos filas iniciales podra producir la fila en cuestién. Es decir,
(O 0 0 1 O)§é<(2 3 00 6),(—1 2 30 1)>

y en consecuencia
(2300 6),(-1 2 3 0 1))#R".

Es decir, no toda 5-upla puede ser obtenida como combinacién lineal de (2 3 00 6) y (—1 2 30 1).

2 1 5 0
. 0 2 -1 1 . . .
3) Consideremos las columnas TR EIREEYE Realizando combinaciones lineales de estas
1 1 -3 2
columnas es posible obtener otras nuevas. El conjunto de todas sus combinaciones lineales sera
2 1 5 0
( 0 2 -1 1 ) =
=111 -=-7112)
1 1 -3 2
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2 1 5 0
0 2 -1 1
={a 1 + as 1 + as _7 + ay 9 ai,ag, a3, ay € R},
1 1 -3 2
Por ejemplo, tomando a; =2, as = —1, a3 = 1 y a4 = 3 obtenemos la combinacién lineal
2 1 5 0 13
0 2 -1 1 -1
2 N e 1 1 +2 7 +3 9 11
1 1 -3 2 1

La cuestion es si es posible obtener las mismas combinaciones lineales con menos columnas o, dicho de otra
manera, si hay alguna de las cuatro columnas que sea superflua. Dar respuesta a esta pregunta resulta
sencillo si nos percatamos de que la tercera columna puede ser obtenida combinando las otras tres en la

) 2 1 0
-1 0 2 1
S IR N e T (4.3)
-3 1 1 2

Directamente esto significa que las cuatro columnas iniciales son dependientes ya que una de ellas (la tercera)
se obtiene combinando las demds y en tal caso, si aplicamos la Propiedad 40, sabemos entonces que
podemos prescindir de esa tercera columna. Pero, jcudl es el motivo de ello? ;Realmente podremos obtener
las mismas combinaciones si prescindimos de esa columna? Veamos que es facil responder afirmativamente
a ambas preguntas.

Utilizando la relacién de dependencia (4.3) es sencillo comprobar que cualquier combinacién de las cuatro
columnas también puede ser obtenida utilizando solamente las columnas primera, segunda y cuarta. Por

13
ejemplo, :111 es combinacién de las cuatro columnas pero empleando (4.3) tenemos que
1
13 2 1 5 0
-1 0 2 -1 1
11 =2 1 -1 1 + 2 _7 +3 9 =
1 1 1 -3 2
Sustituimos
empleando (4.3)
il
13 2 1 2 1 0 0
-1 0 2 0 2 1 1
11 2 1 —1 1 +212 1 +1 1 -3 9 +3 9 =
1 1 1 1 1 2 2
13 2 1 0
-1 0 2 1
g E=TH Bkl B0 R B B B
1 1 1 2

Por tanto, es suficiente con utilizar las columnas primera, segunda y cuarta. El hecho de que podamos expre-
sar la tercera columna como combinacién lineal de las demas nos ha permitido eliminarla de la combinacién
lineal. En realidad, este mismo argumento es valido para cualquier combinaciéon de las cuatro columnas y
en consecuencia

2 1 5 0 2 1 0
0 2 ! 1 0 2 1

< —1 ’ 1 ’ -7 ’ 2 >*< —1 ’ 1 ’ 2 >
1 1 -3 2 1 1 2

Todas las combinaciones obtenidas tambllpn‘se puedlen obtener
empleando las cuatro columnas, si eliminamos la tercera
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En definitiva, la tercera columna es superflua a la hora de obtener combinaciones lineales y podriamos
eliminarla,

(an)
— = N
NN = O

~

Veamos a continuacion algunas notas complementarias sobre dependencia, independencia y combinaciones
lineales.

Nota.
% Téngase en cuenta que la notacién (vq, ve, ..., vy, ) que vimos en la Definicién 39 se utiliza en ocasiones
para abreviar en la escritura. Asi, en lugar de escribir

‘Sea v un elemento de R® que es combinacién lineal de (1,2, —1) y (2,2,1)’

pondremos

‘Sea v € ((1,2,-1),(2,2,1))".
% La upla cero siempre puede ser obtenida como combinacién lineal de cualesquiera uplas vy, v, ..., v, (es
decir siempre se tiene que 0 € (v1,va,...,v,,)). Para ello basta con tomar nulos todos los coeficientes de la

combinacién lineal,
0=0v; +vy+ -+ 0vp,.

Esta forma de obtener la upla cero, por ser la mas sencilla se denomina ‘trivial’.

Ejemplo 42. Dadas las filas (2 3 4) y (4 3 9), podemos obtener la fila cero (en este caso
la fila cero serd 01x3 = (0 0 0)) tomando iguales a cero los dos coeficientes de la combinacién
lineal en la forma

(00 0)=0(2 3 4+0(4 3 9).

Esta seria la forma trivial de obtener la upla cero.

% Como consecuencia del comentario anterior, cualquier conjunto de uplas que contenga a la upla 0 sera
siempre linealmente dependiente. En efecto, sabemos que la upla 0 siempre se podra obtener como combi-
nacion lineal de las demas y por ello el conjunto de uplas ha de ser dependiente.

Ejemplo 43. Sin necesidad de realizar cdlculo alguno sabemos que las uplas (1,2,-1),(2,1,1),(0,0,0) son
dependientes ya que una de ellas es la upla cero que se puede obtener como combinacion lineal de las demads

en la forma
(0,0,0) =0(1,2,-1)+0(2,1,1).

% Dadas varias uplas vy, va, ..., Um, en general, el conjunto de sus combinaciones lineales, (v1,va, ..., V)
siempre tiene infinitos elementos. Es decir, hay una cantidad infinita de combinaciones lineales que se pueden
obtener a partir ciertas uplas.

Ejemplo 44. Sitomamos las uplas (2, 1) y (3, 2) podemos obtener diversas combinaciones lineales
a partir de ellas y todas seran de la forma

a1(2a 1) + a2(37 2);
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donde ai,a2 € R son los coeficientes de la combinacién. Dando distintos valores a a; y as
obtendremos sus diferentes combinaciones. Asi por ejemplo:

e Tomandoa; =3yax=—-1: 3(2,1)+(-1)(3,2) = (3,1).
e Tomando a; =2y as =2: 2(2,1) 4+ 2(3,2) = (10,6).

e Tomandoa; =1yax=0: 1(2,1)4+0(3,2) = (2,1).

e Tomandoa; =0yas=1: 0(2,1)+1(3,2) = (3,2).

e Tomandoa; =0yas=0: 0(2,1)+0(3,2) = (0,0).

Tenemos que todas las combinaciones asi obtenidas son elementos de ((2,1),(3,2)). Es decir,
(3,1),(10,6),(2,1),(3,2),(0,0) € ((2,1),(3,2)).
En general tenemos que

<(271)a(372)> = {a1(271)+a2(3a2) : aj,az € R } :

combinaciones de Los coeficientes van
(2,1),(3,2) tomando distintos
valores reales

Reuniendo todas estas combinaciones obtenemos
todo ((2,1), (3,2))

Al igual que en el ejemplo anterior, en general tenemos que

(V1,V2, ..., Um) = {a1v1 + agva, - -+ + @ @ a1, a2, ..., am € R}.
Combinaciones de Los coeficientes van
V1 yeees Uy tomando distintos

valores reales

Reuniendo todas estas combinaciones obtenemos
todo (vi,...,Vm)

Existe un tinico caso en el que el conjunto de combinaciones lineales no es infinito y tiene un solo elemento.
Este caso es aquél en que la tnica upla de que disponemos para obtener combinaciones lineales es la upla
cero. Entonces, la unica upla que podemos obtener como combinacion lineal es la propia upla cero. Es decir,

(0) = {0}.

Ejemplo 45. Tomemos la upla 0 de R3, (0,0,0). Tenemos que

<(070a0)> = { 61(0,0,0) fay € ]R} = {(0,0,0)}
—_———

=(0,0,0)
siempre sale lo mismo

Por més valores que demos a a;
solamente obtenemos (0, 0, 0)

De esta forma vemos que ((0,0,0)) no tiene infinitos elementos como sucede en general sino
solamente uno.

% Siempre se cumple que
V1,09, ey U € (U1, U2, .0, Uy ).

Es decir, v1,v2,...,v, se pueden obtener como combinacién lineal de las uplas vy, vs,...,v,,. Pero esto
es claro ya que v; se consigue tomando nulos todos los coeficientes excepto el que multiplica a v; que lo
tomaremos igual a 1:

v; = 0v1 +O0vg + -+ + Ov;—1 + 1v; + 0v541 + - - - + Qv
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Ejemplo 46. Tenemos que
(2,-1,2) € ((1,2,1),(2,-1,2),(3,3,1))
ya que podemos obtener (2, —1,2) mediante la siguiente combinacién
(2,-1,2) =0(1,2,1) + 1(2,-1,2) + 0(3,3, 1)
en la que los coeficientes son 0, 1 y 0. Razonando igualmente es claro también que

(17 2; 1)7 (Sa 37 1) € <(17 2; 1)7 (2a _]-a 2)7 (Sa 37 1)>

% Es evidente que si tenemos mas uplas con ellas podremos realizar también mas combinaciones lineales. Es
decir, si tenemos las m uplas vy, va, ..., vy, € R" y adicionalmente tomamos ¢ uplas mas, wq, wa, ..., wy, € R™,
se cumple que

(1,02, ..., 0m)  C(V1,V2, ..., Uy W1, Way .., W) -

Todas las combinaciones también las podemos obtener

que Podemos obtener combinando v, ..., Vm,w1,..., Wy
combinando vy, ..., Uy,

Ello es claro ya que si v se obtiene como combinacion lineal de vy, vs, . .. v,, con los coeficientes ay, as, . .., am,
V= Q101 + 202 + -+ AU,

entonces v también se obtiene como combinacién lineal de vy, va, ..., Uy, w1, w2, .. ., w, tomando ahora como
coeficientes a1, as,...,a, v 0,0,...0,

v = a1V + agv2 + - -+ + QU + 0wy + 0wy + - - - + Owy.

Ejemplo 47. Dados (2,3,-1,0),(1,2,1,1) € R* y adicionalmente (1,6,3,1),(0,3,0,1) € R4,
cualquier combinacién de los dos primeros, por ejemplo

3(2,3,-1,0) +2(1,2,1,1) = (8,13, -1, 2),
puede escribirse también como combinacién de los cuatro, por ejemplo
(8,13,—-1,2) = 3(2,3,—-1,0) 4+ 2(1,2,1,1) 4+ 0(1,6,3,1) + 0(0, 3,0, 1).
Por tanto,

< (2737‘170)7(1727171) > g < (2737'170)7(1727171) ’ (1a 67 3; 1)7 (Oa 37 Oa 1)>

% Si v1,v2,...,v, son independientes entre si cualquier subconjunto de uplas que escojamos de entre ellas
son también linealmente independientes entre si.

Ejemplo 48. Es posible comprobar que las 4-uplas
(1a 27 _17 1)) (27 ]-a ]-7 1)) (07 _17 ]-a 1)) (27 _2a ]-7 1)

son independientes. En tal caso cualquier subconjunto de ellas que tomemos también serd inde-
pendiente. Por ejemplo,
(17 2; _]-a 1)7 (Oa _]-a ]-7 1)) (27 _27 ]-ﬂ 1)

son uplas independientes.
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% Si entre las uplas vi,va,...,v, aparece alguna de ellas repetida, entonces dichas uplas son linealmente
dependientes entre si.

Ejemplo 49. Las 4-uplas
(37 2; _]-a 2)7 (27 ]-a 27 1)) (37 2; _]-a 2)7 (7a 27 3; 1)

son dependientes entre si ya que una de ellas aparece repetida. Para verlo basta tomar una
de las uplas que aparece repetida, (3,2,—1,2), e intentar obtenerla como combinacién de las
restantes que en este caso son (2,1,2,1), (3,2,—1,2) y (7,2,3,1). Al estar repetida, entre las
restantes aparecerda nuevamente la upla que queremos obtener y entonces es sencillo plantear la
combinacién tomando nulos todos los coeficientes menos el correspondiente al de la upla repetida:

(3,2,—-1,2) =0(2,1,2,1)+1(3,2,-1,2)+0(7,2,3,1)
—_——— —_——

La upla repetida aparece entre las restantes

y por tanto podemos obtenerla facilmente como combinacién lineal.

4.3.1 Técnicas basicas para el estudio de la dependencia lineal

Sabemos ya lo que es una combinacién lineal y conocemos los conceptos de dependencia e independencia.
Necesitamos ahora técnicas que nos permitan dar solucién a problemas relativos a estos conceptos. En
concreto, precisamos resolver los siguientes problemas:

a) Determinar si una upla puede obtenerse o no combinando otras.

b) Determinar si un conjunto de uplas son dependientes o independientes.

Veamos como podemos hacerlo.

Determinar si una upla es combinacién lineal de otras

Sabemos que una upla, w € R™, es combinacién lineal de vy,vs,...,v,, € R" si podemos encontrar los
) ) b ) b
ndmeros oy, s, ...,y tales que
W = V1 + QU2 + - -+ Qup Uy

En realidad, cuando desconocemos aq,qa,...,a,, la expresién anterior constituye un sistema lineal de
ecuaciones cuyas variables son los coeficientes que queremos determinar. Si podemos resolver dicho sistema
podremos encontrar los ntimeros que buscamos y w se podra obtener como combinacién lineal; en caso
contrario, ello no sera posible.

Veamoslo mejor en los siguientes ejemplos.

Ejemplos 50.

1) Determinar si la upla
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es combinacién lineal de las uplas No y Nys del Ejemplo 38. N; serd combinacion lineal si podemos
encontrar los nimeros «, 5 € R tales que

N; = aN¢ + BNy

Si sustituimos el valor de cada upla y efectuamos las operaciones matriciales que aparecen en la expresion,
tendremos

1 7 6 1 Too+ 65
3 8 5 3 8o+ 50
5 10 5 = 5 10+ 55
0O |l=a]| 6 |+8]6 Efectuando 0| =1 6a+63
-1 4 5 las operaciones | —1 4o+ 503
10 20 10 10 20 + 108
4 9 5 4 9a + 50
——
=Nc¢ =Nn
y si ahora igualamos por filas llegamos a

Ta+68=1

8a+ 56 =3

10+ 56 =5

6a+68=0

da+ 58 =—-1

20+ 108 =10

9a+ 55 =4

Tal y como dijimos, cuando desconocemos el valor de los coeficientes, al plantear la combinacién lineal
obtenemos un sistema lineal de ecuaciones. Ahora debemos intentar resolver este sistema para responder a
la cuestién planteada. En este caso es sencillo encontrar la solucién. Por ejemplo, si a la ecuacion tercera
restamos la segunda tendremos que a = 1 y luego sustituyendo en cualquier otra ecuacién podemos despejar
para obtener 8 = —1. Podemos comprobar que todas las ecuaciones se cumplen para estos valores de o y 3.
Por tanto, hemos calculado los coeficientes « y 5 que necesitamos y ahora sabemos que Ny se puede escribir
como
N1 = N¢ — Ny,

Asi pues N € (N¢, Npr), es decir, N se puede obtener combinando N¢ y Ny tal y como se indica en esta
dltima relacion de dependencia.

Véase que el problema se reduce a encontrar la solucion de un sistema lineal de ecuaciones.

Estudiemos ahora el mismo problema para la upla

N,

1
[ o T T S SN S

Repitiendo los mismos pasos, debemos encontrar nuevamente los coeficientes o y 8 de modo que

1 7 6 1 Ta+ 65 Ta+65=1
1 8 5 1 8a + 543 8a+58=1
1 10 5 1 10a + 58 10a+58 =1

No=aNc+ 08Ny =|1|=a| 6 |+8]| 6 | =[|1]=]| 6a+68 | =< 6a+656=1
1 4 5 1 da+ 50 da+58=1
1 20 10 1 20a + 1083 20a+ 108 =1
1 9 5 1 9a + 56 9a+56=1

=Nc¢ =Nn
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Debemos ahora determinar si este sistema tiene solucién o no. Si restamos la ecuacién segunda a la tercera
obtenemos que o = 0. Si ahora despejamos ( en la primera ecuacién tendremos que § = 1/6. Por contra, si
despejamos en la segunda, 5 = 1/8. Puesto que  no puede tomar simultdneamente dos valores diferentes,
concluimos que el sistema no tiene solucién y, en consecuencia, no es posible encontrar los coeficientes o y 3
que necesitamos. Por tanto, finalmente tenemos que

N2 ¢ (Noy, Nu)

y la upla N5 no se puede obtener combinando N¢ y Njy.

2) Comprobar si (3,3,1) € ((1,2,1),(1,1,1),(2,1,1)).

Nuevamente debemos encontrar los coeficientes, en este caso tres, necesarios para formar la combinacién
que produzca la upla (3,3, 1),

(3,3,1) = a(1,2,1) + 5(1,1,1) +~(2, 1, 1).

Efectuando las operaciones e igualando tenemos

atf+2y=3
3,3 1) =(a+B+27.20+f+y,a+f+7) =>4 2a++7=3
atf+y=1
Para resolver el sistema,
restando la ecuacion dltima a la primera = v =2,
restando la ecuacion dltima a la segunda = o =2,
sustituyendo y despejando en la tercera = [ = —3.

Por tanto
(3,3,1) =2(1,2,1) — 3(1,1,1) + 2(2,1,1)

y (3,3,1) € ((1,2,1),(1,1,1),(2,1,1)).

3) Estudiar si (1,0,0) € ((1,2,1),(1,1,1),(2,3,2)).

Repitiendo el proceso obtendremos nuevamente un sistema lineal de ecuaciones,

at+fB+2y=1
(1,0,0) = a(1,2,1) + 8(1,1,1) +7(2,3,2) = § 20+ B+3y=0
a+pB+2y=0

y es evidente que la primera y la 1iltima ecuacién no pueden cumplirse al mismo tiempo ya que a+ 5+ 27y no
puede valer al mismo tiempo 1 y 0. En consecuencia este sistema no tiene soluciéon y no podemos encontrar
los coeficientes «, By y. Por tanto,

(1,0,0) ¢ ((1,2,1),(1,1,1),(2,3,2)).

Estudio de la dependencia e independencia lineal

Dadas varias uplas vy, vo,...,v,, € R sabemos que siempre es posible combinarlas para obtener de forma
trivial la upla 0 de R™ (que es la n-upla con todos sus datos iguales a 0, 0 = (0,0,...,0) € R™). Para ello
basta con formar la combinacién lineal de ellas con todos los coeficientes iguales a cero ya que claramente

Ovy + Ovg + -+ - + Ov,, = 0.
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Pero, jes ésta la inica manera de obtener la upla 0 como combinacién de vy, ve, ..., v, O existiran otras?
En realidad esta pregunta es la clave para determinar si las uplas vy, va, ..., vy, son o no independientes.

Para justificar esto tltimo, retornemos al Ejemplo 38 en el que estudidbamos el parque de vehiculos
de motor en diferentes ciudades y tomemos las uplas N¢, Ny vy Ng que respectivamente contenian la
informacién correspondiente al nimero de coches, motocicletas y ruedas circulando en cada ciudad. Puesto
que

Nr =4N¢g + 2Ny,

sabemos que estas tres uplas, {N¢, Ny, Ng}, son dependientes ya que una de ellas se puede obtener combi-
nando las demds. Si pasamos en esta tltima igualdad todos los sumandos a un mismo miembro tenemos

4Ne 4+ 2Ny — Np =0,

donde 0 = (0,0,0,0,0,0,0) es la 7-upla nula. De este modo, al ser dependientes podemos encontrar una
forma de obtener la upla 0 diferente de la trivial.

Esta idea que acabamos de ilustrar con este ejemplo queda plasmada de forma precisa en la siguiente
propiedad que recoge la técnica basica para estudiar la dependencia o independencia de un conjunto de uplas.

Propiedad 51. Consideremos las uplas vy, va,..., v, € R™. Entonces si los unicos valores de los nimeros
a1, Qs,...,0, € R para los que obtenemos

oV + vy + - -+ Uy, =0

son ap = g = -+ = q,, = 0, dichas uplas son independientes. En caso contrario, las uplas serdan depen-
dientes.

Vedmoslo mas claro en los siguientes ejemplos.

Ejemplos 52.

1) Estudiemos si las uplas (2,3,1),(4,6,4),(4,6,3) € R® son dependientes o independientes. Para ello
debemos determinar para qué nimeros a;, s y a3 tenemos

01(2,3,1) + @2(4,6,4) + a3(4,6,3) = (0,0,0).
Primero efectuaremos las operaciones matriciales indicadas en esta igualdad con lo que llegamos a
(2a1 + 4o + 4das, 3o + 6ag + 6as, aq + 4as + 3as) = (0,0,0)
y ahora igualando ambos miembros finalmente obtenemos el sistema lineal de tres variables y tres ecuaciones,

2001 +4as +4as =0
3aq 4+ 6 + 6ag =0
a1 +4as +3a3 =0

Resolviendo este sistema debemos determinar cudles son los posibles valores para ay, ag y a3. En este caso,

201 + 4o +4o3 =0 —————— o + 200 4+205 =0

dividiendo por 2

3a1 + 6ay +6a3 =0 —— a1+ 202+ 2a3=0 ,
dividiendo por 3

a1 +4as +3a3 =0 aq + 4as +3a3 =0

donde hemos eliminado la primera ecuacién por coincidir con la segunda. Ahora el sistema queda

a1 + 200 +2a3 =0 a3 = —2ap
ecuacién 2 menos ecuacién 1
o +4as +3a3 =0 — o] = 209
sustituyendo

152



Se trata por tanto de un sistema compatible indeterminado que tendrd infinitas soluciones. Para cada
valor de ao podemos calcular a1 y a3 mediante las ecuaciones que hemos obtenido. Puesto que tenemos
infinitas soluciones podremos encontrar expresiones de la upla nula diferentes de la trivial y directamente la
Propiedad 51 nos indica que estas uplas son dependientes.

Aunque ya sabemos que las uplas son dependientes, a modo de ejemplo, podemos obtener una solucién
concreta del sistema y su combinacién lineal correspondiente. Si tomamos ay = 1 obtenemos, mediante las
ecuaciones anteriores, la solucién

ayr =2, ag =1, ag = -2,

que nos conduce a la siguiente expresion, no trivial, de la upla nula,
2(2,3,1) 4 (4,6,4) — 2(4,6,3) = (0,0,0).

En realidad, a partir de esta combinacion no trivial podemos deducir que las uplas son dependientes utilizando
la propia definicién de dependencia ya que nos permite despejar una de las uplas como combinacién lineal
de las otras. Por ejemplo,

(0,0,0)=[2] (2,3,1) + 1 (4,6,4) + (~2) (4,6,3) = (0,0,0) —[2] (2,3,1) = 1 (4,6,4) + (~2) (4,6,3)

1 2
= (27?’;1) = —(476a4) + —(4’673)

2] 2]

Vemos de esta manera que (2,3, 1) es combinacién lineal de (4,6,4) y (4,6,3) y tenemos de nuevo la depen-
dencia.

2) Comprobemos si las uplas (1,1,3),(2,0,—1), (—1,0,1) son dependientes o independientes.
Para ello, emplearemos la Propiedad 51. Supongamos que cierta combinacion lineal de las uplas
proporciona la upla cero,

al(]-a 173) + a2(270a _1) + a?)(_]-aov 1) = (0,0,0)

Debemos determinar los coeficientes de esta combinacion, a1, as y asz. Para ello resolveremos el sistema
lineal de ecuaciones que surge cuando efectuamos las operaciones que aparecen indicadas en la combinacién
lineal e igualamos. Veamoslo,

a1(1,1,3) + as(2,0,—1) + az(—1,0,1) = (0,0,0)

U
(alv a1, 3&1) + (20,2, Oa _a2) + (_a3a 07 a?)) = (07 Oa 0)
U
(a1 + 2a2 — ag, a1,3a1 — az + a3) = (0,0,0)

Para que dos uplas sean iguales,
|l cada una de sus componentes
deben ser iguales.

a1+ 2a2 —az3 =0
ap = 0
3a1 —as+a3 =0
Los coeficientes a1, as y as deben cumplir las ecuaciones del sistema anterior. Ahora bien, si resolvemos el

sistema obtenemos facilmente que
a1:O, GQZO, a3=0

y por tanto los coeficientes de la combinacion son todos forzosamente iguales a cero. De este modo, compro-
bamos que en este caso la unica forma de obtener la upla cero consiste en tomar todos los coeficientes de la
combinacién nulos y deducimos que las uplas son independientes.
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3) Estudiar la dependencia e independencia de las uplas (2,0,0,1), (0,1,0,-1), (4,-1,0,3), (0,1,1,0).

Emplearemos la misma técnica que en el apartado anterior, igualando a cero una combinacién lineal de
las uplas y obteniendo el sistema de ecuaciones correspondiente:

LE(Q,0,0, 1) + y(oa 170a _1) + Z(4ﬂ _1a073) + w(O, ]-7 1a0) = (0,0,0,0)

3
(22,0,0,2) + (0,9,0, —y) + (42, —2,0,3z) + (0, w, w,0) = (0,0,0,0)
J
(2x +4z,y — z + w,w,x —y + 3z) = (0,0,0,0)

\

20+ 42 =0

y—z+w=0

w =0

r—y+3z=0

Si resolvemos el sistema observamos que solamente podemos despejar tres de las variables en la forma

Tr=—2z
y==z
w =20

Es facil darse cuenta de que este es un sistema con infinitas soluciones que podemos obtener dando distintos
valores a z en las igualdades anteriores. Al disponer de soluciones diferentes de la trivial directamente,
mediante la Propiedad 51, deducimos que las uplas son dependientes.

4) Consideremos los n elementos e1, es, €3, ..., e, de R™ definidos como sigue:
er = (1,0,0,0,...,0,0),
es = (0,1,0,0,...,0,0),
es = (0,0,1,0,...,0,0),
en = (0,0,0,0,...,0,1).

Es facil que ver que son independientes entres si empleando nuevamente la Propiedad 51. Para ello,
supongamos que obtenemos la upla 0 de R™ (es decir 0 = (0,0,0,...,0)) como combinacién lineal de eq, e,
..., e, en la forma

el + ages + - -+ apne, =0

y veamos que en tal caso la unica posibilidad es que todos los coeficientes aq, ao, ..., a;, sean iguales a cero.
Tenemos que
ajer + ages + -+ ape, =0

= a1(1,0,0,...,0) + a2(0,1,0,...,0) +...n(0,0,0,...,1) = (0,0,0,...,0)
= (a1,0,0,...,0) + (0, a2,0,...,0) + (0,0,0,...,a,) = (0,0,0,...,0)

= (a1, @9,...,ay) = (0,0,...,0)

Q] = Oa
Qg = 0,
=
a, = 0.
Por tanto todos los coeficientes «aq, as, ..., a;, son forzosamente nulos y como consecuencia ey, es,...,€en

son independientes.
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Las uplas eq, es,..., e, de R,, se denominan n-uplas coordenadas de R™ y veremos que desempenan un
papel importante dentro de la teorfa de matrices. Para cada conjunto RZ, R?, etc. tenemos un conjunto
diferente de n-uplas coordenadas. Veamos algunos ejemplos:

e En R? las 2-uplas coordenadas son 2:
er =(1,0) y e2=1(0,1).

Sabemos ademds que e; y ez son independientes entre si.

e En R? las 3-uplas coordenadas seran 3:
e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0) y e3=(0,0,1).

Estas tres uplas son independientes entre si.

e En R* las 4 uplas coordenadas son
e1 = (1,0,0,0), e2 = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0), y es4=(0,0,0,1).

Nuevamente, estas cuatro uplas forman un conjunto linealmente independiente.

De la misma forma disponemos de las n-uplas coordenadas para cualquier conjunto R™.

Véase que la notacién e, eq, etc. es ambigua. Dependiendo de que estemos en R?, R? 6 R%, e; 6 ey
significardn cosas diferentes. Es algo similar a lo que ocurre con la upla 0 que serd 0 = (0,0) para R? ¢
0 = (0,0,0) para R3. Es preciso ser cuidadoso con los problemas que plantea esta ambigiiedad y como
siempre, determinar en funcién del contexto de cada problema la opcién adecuada.

4.3.2 Rango de una matriz

En este apartado introduciremos el concepto de rango de una matriz y describiremos técnicas que per-
miten calcularlo facilmente. A través de las propiedades que veremos para el rango podremos estudiar la
dependencia e independencia de conjuntos de uplas de forma rapida.

Dada cualquier matriz podemos considerar las uplas fila o columna de dicha matriz. El analisis de estas
uplas fila o columna permite definir el concepto de rango de una matriz.

Definicién 53. Dada la matriz A = (vi|va|...|vn) € Mpxn cuyas uplas columna son vi, v2, ..., Un,
llamamos rango de la matriz A, y lo denotamos

rango(A) ¢ r(4),

al tamano del mayor subconjunto de uplas independientes que podemos encontrar entre las uplas columna vy,
v, ..., Un. Por definicion, diremos que el rango de la matriz Opxy es 0.

Ejemplos 54.
1) Tomemos

1 0 0 0
A=(0 1 0 0
0 0 00
Sus uplas columna son
1 0 0
Of, 1}, 10 y 0
0 0 0 0



Las dos primeras corresponden a las uplas coordenadas e; y ez de R? y las dos ultimas son iguales a la
upla 0. Para calcular el rango tenemos que obtener conjuntos independientes a partir de las uplas columna
y quedarnos con el mayor de estos conjuntos (el que tenga el mayor nimero de elementos). Las 3-uplas
coordenadas de R?, que son eq, ez y e3, forman un conjunto independiente y cualquier subconjunto suyo
sigue siendo independiente por lo que {e1, ez} es linealmente independiente. Por tanto, tomando las dos
primeras columnas de A, tenemos el conjunto

{e1,e2}

que es independiente y tiene tamano 2. Podemos preguntarnos si existird algin conjunto de columnas
independiente con mas elementos. Ahora bien, sabemos que cualquier conjunto que contenga a la upla 0
serd siempre dependiente. Por tanto las dos iltimas columnas nunca podran intervenir en ningiin conjunto
independiente. De aqui deducimos que cualquier conjunto de uplas columna mayor que {ej,e2} deberia
incluir al menos una de las uplas 0 y no seria independiente. De este modo, el mayor conjunto de uplas
columnas independiente que podemos conseguir es {e1, ea} que tiene tamafno 2 y en consecuencia

rango(A) = 2.
2) Tomemos la matriz
1 00
01 0
B = 0 0 1
0 0 0

Sus uplas columna,
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0)

coinciden con las tres primeras uplas coordenadas de R*, e1, es v e3. Pero cualquier subconjunto de las
uplas coordenadas forma un subconjunto independiente y por tanto las uplas columna de la matriz B son
independientes entre si. El conjunto linealmente independiente mas grande que podemos obtener a partir de
estas tres columnas consistird por tanto en tomarlas todas y por ello tendra tamano 3. En consecuencia,

rango(B) = 3.

3) Empleando los mismos argumentos que en los dos ejemplos anteriores podemos calcular a simple vista el
rango de algunas matrices sencillas:

1 0 0 0 O
01 000
erangof ., o 4 o =3.
0 0 00O
1 0 0 0
01 00
eTango | oy 1 =4.
0 0 0 1
1 0 0
erango (0 0O O] =1.
0 0 O
orango(l 00 0>—2
01 0 0/ ~

4) En la Definicién 53 se establece que el rango de la matriz cero es siempre 0. Algunos ejemplos de esto
son:
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0 0 0O
e rango (0 0O O O =0.
0 0 0O

e rango 00 =0
0 0 '

En realidad, las uplas columna de la matriz cero son todas ellas iguales a la upla cero correspondiente y por
tanto nunca podemos formar con ellas ningtin conjunto independiente. De ahi que el rango de estas matrices
se establezca como 0.

En los ejemplos anteriores vemos que es posible calcular el rango de matrices sencillas en las que todos los
elementos son nulos excepto algunos unos dispuestos en diagonal. Esquemaéaticamente representamos todas

ellas de la forma
I, | 0

0 | 0)°
que designa a una matriz con todos sus elementos nulos excepto r unos dispuestos en diagonal. Teniendo en
cuenta los ejemplos vistos la siguiente propiedad resulta evidente:

Propiedad 55. Dado r,n,m € N:
i) rango {— 0y _ r
0 | 0 ‘

i) rango(l,) = 7.
111) rango(0y,xm) = 0.

Dicho de otra manera, para calcular el rango de una matriz con todos sus elementos nulos excepto unos en
diagonal, inicamente debemos contar el nimero de unos que ella aparecen. Por ejemplo, la matriz identidad
de orden r tendra siempre rango r ya que tiene 7 unos dispuestos en diagonal.

I, | 0
0o | oY
evidentemente no todas las matrices son de esta forma. Si tenemos una matriz cualquiera podemos intentar

La cuestién es que por ahora solamente sabemos calcular el rango de matrices del tipo

I, |
0 |
apliquemos debe respetar el valor del rango. Veamos el siguiente ejemplo:

. 0 . .
transformarla en una del tipo TR entonces calcular su rango. Claro estd, la transformaciéon que

0 0 01
. . 0 01 0 . I. | 0\ . . .
Ejemplo 56. La matriz A = 1 0 0 ofmroes del tipo 0 | 0) sin embargo es suficiente modificar
0 0 0O
el orden de las columnas para obtener:
0 0 01 1 0 0 0
A 0010 01 0 0
o 1 0 0 0 Reordenando columnas 0O 01 0
0 0 0 O 0 0 0O

Ahora bien, el rango es el tamano del mayor conjunto de columnas independientes y evidentemente la matriz
inicial, A, y la obtenida tras aplicar la transformacién tienen las mismas columnas. Por tanto, es claro que
I, |

el rango de ambas debe coincidir. Pero la matriz transformada es claramente del tipo A = 00

y su
rango es evidentemente 3 (tres unos en diagonal). Como consecuencia

r(A) =3.
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Cambiar el orden de las columnas de una matriz no altera el rango y en el ejemplo anterior esta propiedad
nos ha permitido calcular el rango de la matriz A que inicialmente desconociamos. Desafortunadamente si
I, |

0] 0 modificando el

partimos de una matriz cualquiera, no siempre podremos llegar a una del tipo 0
orden de las columnas. Sin embargo, podemos formularnos las dos siguientes preguntas:

a) ;Existen mds transformaciones como ésta que modifican la matriz pero no el valor del rango?

b) Supuesto que la respuesta a la pregunta a) es afirmativa: jLas transformaciones disponibles permitirdn
| 0

convertir cualquier matriz en una del tipo (; 0 ?

En lo que queda de seccién veremos que en ambos casos tenemos una respuesta afirmativa. Comenzamos
viendo en la siguiente propiedad tres tipos de transformaciones que no modifican el rango. Con ello resolvemos
la cuestién a).

Propiedad 57. Dada la matriz A € M, «n, Se verifica que:

i) Si modificamos el orden de las filas o columnas de A, la matriz resultante tiene el mismo rango que A.

it) Si multiplicamos una de las filas o columnas de A por un nidmero distinto de cero, la matriz resultante
tiene el mismo rango que A.

iii) Si sumamos a una columna (respectivamente fila) otra columna (respectivamente fila) multiplicada por

un numero, la matriz resultante tiene el mismo rango que A.

En la propiedad anterior, afirmamos que hay tres tipos de transformaciones que podemos aplicar a
una matriz sin que el rango varie. Estas transformaciones son lo que usualmente se denomina operaciones
elementales sobre la matriz. En concreto tenemos:

Definicién 58. Dada una matriz A = (a;j)mxn € Mumxn lamamos operacién elemental sobre A a cualquiera
de las siguientes transformaciones:

e Multiplicar una fila o columna por un nimero no nulo.
e Modificar el orden de las filas o columnas.

e Sumar a una columna (respectivamente fila) otra columna (respec. fila) multiplicada por un nimero
cualquiera.

La Propiedad 57 nos dice entonces que las operaciones elementales son transformaciones que conservan
el rango de una matriz.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente nomenclatura para describir las operaciones elementales que
efectuamos sobre una matriz:

a) Cuando multiplicamos la columna i-ésima por un ntimero k lo indicamos mediante ”kCi”.
b) Cuando intercambiamos la columna ¢ por la j lo indicamos mediante ” Ci«<>Cj”.
¢) Cuando sumamos a la columna i la columna j multiplicada por un nimero k lo notamos ” Ci=Ci+kCj”.

d) Las mismas operaciones para filas se denotan utilizando la letra ”F” en lugar de ”7C”.

Ejemplos 59.
1) Apliquemos una serie de operaciones elementales a la siguiente matriz:

1 2 3 2 1 3
0 -1 0 C14C2 -1 0 0
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1 0 3
F1=F1+2F2 0 —1 0

0 -1 0

F1<F2 1 2 3
3 6 9

3C1 0 -1 0

. . . 1 2
Las matrices que aparecen a la derecha, todas ellas, se han obtenido a partir de <

0 -1 0
operaciones elementales. Puesto que las operaciones elementales conservan el rango, todas tendran el mismo
rango que la matriz inicial:

ran0123—rano213—ran0103

89\o —1 o) 7O\ _1 o o) Ty 1 o0
o (0L ON (369
Trangoly o g TrANEO(y 1 o)

2) Para calcular el rango de la matriz

3) aplicando

1 0 0
A=|2 0 1
-4 1 0

podemos aplicar sobre ella operaciones elementales para intentar transformarla en una matriz del tipo

I(;" 8 . Veamos cémo podemos hacerlo:
1 00 1 0 0 1 0 0
A=12 0 1 2 1 0 — | 0 1 0
41 o) @00 \_y o 1) FEFEL |, o
1 00
— |0 1 0
F3=F3+aF1 | o o
. s . . . I, 0
Efectivamente, la ultima matriz obtenida es del tipo 0 o] ¥ por tanto sabemos calcular su rango. Al

mismo tiempo dicha matriz ha sido obtenida a partir de A mediante operaciones elementales y su rango es
el mismo que el de A. En resumidas cuentas calculamos el rango de A en la forma

rango(A) = rango

O O =

0 0
1 0] =3
0 1

El ultimo ejemplo reproduce el método que pretendemos aplicar para calcular el rango de una matriz.

Dada la matriz A aplicaremos sobre ella operaciones elementales para intentar transformarla en una matriz
I, 0

del tipo 0 0l

A (1| 0\

Operaciones elementales \0 | 0/ ’

Entonces calculamos el rango de A a través de la matriz obtenida en la forma

rango(A) = rango 0 0
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Sin embargo, en todo este proceso permanece sin respuesta la pregunta b) que formuldbamos en la pagina
158. Es decir: ;jPodremos encontrar siempre las operaciones elementales adecuadas que transformen A en
I, 0
0 0
aplicacién del método de eliminaciéon de Gauss que describimos a continuacién.

? La respuesta afirmativa la da la siguiente propiedad. La prueba de la propiedad se basa en la

El método de eliminaciéon de Gauss

El método de eliminaciéon de Gauss o de eliminacién Gaussiana permite reducir, mediante operaciones ele-
mentales, cualquier matriz a una matriz con unos en diagonal y el resto de elementos nulos. Es lo que se
denomina un método iterativo. Es decir, se basa en la aplicacién reiterada de los mismos pasos. Estos pasos
son los seis que veremos a continuacién y seran los que siempre aplicaremos para calcular el rango de una
matriz.

Iremos viendo los pasos a seguir al tiempo que los reproducimos sobre un ejemplo concreto. Asi pues,
éstos son los pasos del método de eliminacién de Gauss:

1) Seleccionamos en la matriz una fila o columna en la que existan al menos dos elementos no nulos. Con
caracter general seleccionaremos la fila o columna con un mayor nimero de ceros.

2) En la fila o columna seleccionada en el apartado anterior elegimos un elemento no nulo al que llamamos
‘pivote’. Hemos de tener en cuenta los siguientes criterios:

e En el caso de calculos manuales, la eleccién del elemento pivote con valor igual a 1 6 —1 puede simplificar
las operaciones.

e En el caso de cédlculos precisos, los mejores resultados se obtienen seleccionando como pivote el elemento
de la fila o0 columna con mayor valor absoluto.

Ejemplo 60. Apliquemos el método para la matriz

1 2 0 1
1 -1 2 1
A*2010
1 -1 2 3

Hemos seleccionado la fila tercera ya que en ella aparecen mas ceros que en ninguna otra fila o columna.
Dentro de la fila tomamos como pivote el elemento tercero cuyo valor es 1 con el objetivo de simplificar los
céalculos posteriores.

3) Empleamos el pivote para anular todos los elementos de la fila o columna inicialmente seleccionada.

Ejemplo 61. Dentro de la fila seleccionada solo queda un elemento no nulo distinto del pivote. Debemos
efectuar una operacién para eliminar este elemento

1 2 0 1 1 2 0 1
1 -1 2 1 -3 -1 2 1
2 0 1 0] ci=ci1203 0 0 1 0
1 -1 2 3 -3 -1 2 3

Obsérvese que para anular elementos en una fila debemos realizar operaciones por columnas. Andlogamente,
si tuviéramos que eliminar elementos de una columna harfamos operaciones con filas.
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4) Utilizamos el pivote para anular los elementos de la fila o columna perpendicular a la que habfamos
seleccionado en el paso 1 que intersecta a la altura del pivote.

Ejemplo 62. Seleccionamos la columna perpendicular a la altura del pivote:

1 2 0 1
-3 -1 2 1
0O 0 1 0
-3 -1 2 3

Puesto que vamos a eliminar elementos en una columna haremos operaciones por filas.

1 2 0 1 1 2 0 1
-3 -1 2 1 3 -1 0 1
— _— —
0 0 l 0 F2=F2-2F3 Y 0 l 0
-3 -12 3/ o \-3 -1 0 3

5) Siempre que quede alguna fila o columna con més de un elemento no nulo retornaremos al paso 1.

Ejemplo 63. Es evidente que en la matriz resultante del ejemplo anterior quedan filas y columnas con més
de un elemento no nulo. Retornamos entonces al paso 1 seleccionando alguna de estas filas o columnas.
Tomaremos la segunda columna y como pivote su segundo elemento y aplicamos los pasos 3 y 4:

1 2 0 1 5 0 0 3 5 0 0 3
3 -1 0 1 3 10 1 0 -1 00
e e
00 10 F1=F1+2F2 00 10 C1=C1-3C2 0 0 10
3 103 F4=F4-F2 0 0 2 C4=C4+C2 0 0 0 2

Como todavia quedan filas y/o columnas con més de un elemento no nulo retornamos nuevamente al paso
1. Tomamos ahora la ultima fila y como pivote el primer elemento:

-5 0 0 3 -5 0 0 3 -5 0 0 0
0 -1 0 0 _ 0 -1 0 0 -1 0 O
0 0 10 0 0 1 O0f pr=pr-2r,4 |0 0 1 0
0 0 0 2 0O 0 0 2 0 0 0 2

En la matriz resultante no quedan filas ni columnas con més de un elemento no nulo. Pasaremos entonces
al tltimo paso.

6) Si es necesario se reordenan las filas o columnas para pasar la matriz a forma diagonal. Si en la diagonal
principal aparecen elementos no nulos distintos de 1 podemos dividir adecuadamente la fila o columna
correspondiente para transformarlos en 1.

Ejemplo 64. La matriz, tal y como quedé en el ultimo ejemplo ya estd en forma diagonal asi que no es
necesario reordenar filas ni columnas. Puesto que en la diagonal principal aparecen elementos no nulos
distintos de 1 dividiremos adecuadamente las filas correspondientes:

-5 0 0 0 1000
0 -1 00 010 0|_,
00 10| oo 1o
0 0 02 o, 7, \0001
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Finalmente hemos obtenido una matriz del tipo 107" 8 . Podemos calcular ahora el rango de la matriz
inicial A:
1 2 01 10 0 0
rango L2 = rango 0100 =4.
2 0 10 0 010
1 -1 2 3 0 0 0 1

La Propiedad 57 y el método de eliminacién de Gauss responden a las preguntas a) y b) que for-
muldbamos en la pagina 158. Estas dos propiedades, en especial el método de eliminaciéon de Gauss, junto
con la Propiedad 55 nos proporcionan un mecanismo para calcular el rango. De esta manera, la idea para
calcular el rango de una matriz A se basa en los siguientes pasos:

1. Aplicamos el método de eliminaciéon de Gauss para encontrar una lista de operaciones elementales,
llamémosla L, que transforme A del siguiente modo:

| (L | oy
Operaciones L \0 | 0}

2. Utilizamos la Propiedad 57 que nos garantiza que

I, 0
rango(A) = rango w .

3. Finalmente, aplicamos la Propiedad 55 para realizar el cédlculo:

I, 0\
rango(A) = rango w =r.

El rango por filas y otras propiedades basicas

Nos plantearemos ahora una cuestion que quedé pendiente de forma implicita cuando en la Definicién 53
estableciamos que el rango de una matriz A es el tamano del mayor conjunto independiente de columnas
de ella. La pregunta es si podriamos haber definido el rango tomando el mayor conjunto posible de filas
independientes en lugar de trabajar con columnas.

Estrechamente relacionado con lo anterior esta esta otra cuestion. Si tomamos las filas de A y las ponemos
en forma de columna obtenemos la matriz traspuesta Af. Para calcular el rango de A’ tendremos en cuenta
sus columnas que en realidad son las filas de A. Podemos preguntarnos entonces que relacién existe entre
rango(A) y rango(A?).

La siguiente propiedad hace uso de los resultados de esta secciéon para resolver estos problemas.
Teorema 65. Dada una matriz A € M, «n se tiene que:
i) rango(A) = rango(A").
it) El rango de A es el tamano del mayor conjunto independiente formado por uplas fila de la matriz A.

Demostracion. Comenzamos probando ). Si rango(A) = r podremos encontrar un conjunto de operaciones
elementales, que llamaremos L, de modo que

A (I_| 0\

Operaciones L \0 | 0} '
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Si en el conjunto de operaciones elementales L todas las operaciones por filas las cambiamos a operaciones por
columnas y viceversa, obtendremos otro conjunto diferente de operaciones que podemos llamar L!. Entonces

es evidente que
t
(L. | 0) ) (L | 0
mXxXn

At
Operaciones L* <\ 0 | 0/

rango(A") = rango {)T 8 =r =rango(A).
nxm

Una vez que hemos probado i), demostrar ii) es facil ya que calcular el tamano del mayor conjunto
independiente de filas de A es lo mismo que calcular el tamano del mayor conjunto independiente de columnas
de A! que por definicién vale rango(A?). Pero rango(A?) = rango(A) y por tanto el tamaifio del mayor conjunto
independiente de filas de A serd rango(A). O

En consecuencia,

Una consecuencia inmediata del ultimo teorema es el hecho de que el rango de una matriz sera inferior
tanto al nimero de columnas como al niimero de filas de la matriz. Ello queda reflejado con mas precisién
en el siguiente corolario.

Corolario 66. Dada A € M« se verifica que

rango(A) <m y rango(A) <n.

Demostracion. La matriz A tiene m filas y n columnas. Por definicién, el rango es el tamano del mayor
subconjunto de columnas de A independiente y como en A tenemos solamente n columnas, el rango a lo
sumo valdra n. En el Teorema 65 hemos demostrado que el rango es también el tamano del mayor conjunto
independiente de filas y por ello nuevamente debe ser inferior que el nimero de filas de la matriz, m. O

Terminamos viendo algunas propiedades sencillas del rango que pueden simplificar algunos calculos.

Propiedades 67.

i) rango %’% = rango % = rango(A|0) = rango(A).
A B
0

11) rango I,

= rango(A4) + s.

iii) Si Ay es submatriz de A entonces rango(A4;) < rango(A).

Ejemplos 68.

1) Sea B = <(1) _21 g i) entonces es evidente que rango(B) < 2 y ademas si consideramos la submatriz

y aplicamos operaciones elementales, tenemos que

1 2 1 0
=00 ) 600)
0 -1 F1=F1+42F2 0 1

_F2
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y por lo tanto rango(A) = 2 con lo que, al ser A submatriz de B,

2 =rango(A) < rango(B) < 2 = rango(B) = 2.

1 2 -1 1 2 -1 1 0 O
2)rango (0 —1 2 | = (F3=F3-F1) =rango (0 -1 2 | = (CZ:CZ—ZCl) =10 -1 2| =
10 2 0 -2 3 C3=C3+Cl1 0| -2 3
-1 2
1 + rango (_2 3) =3

Calculos con dependencia, independencia, combinaciones lineales mediante el rango

Por definicion, el rango de una matriz es el mayor nimero de columnas independientes que podemos tomar

en ella. Es evidente entonces que si las uplas vy, vo, ..., v, son independientes, el mayor conjunto de colum-
nas independientes de la matriz (vi|va|-- - |vy,) estard formado por todas esas m uplas y en consecuencia
tendremos

rango(vi|vs| -+ - [v) = m.

De esta forma, para analizar la dependencia o independencia de varias uplas podemos ponerlas en columna
y estudiar el rango de la matriz asi obtenida. La siguiente propiedad pone de manifiesto cémo, siguiendo esta
misma idea, podemos analizar cuestiones relativas a la dependencia, independencia y combinaciones lineales
a través del calculo de rangos.

Propiedad 69. Consideremos las n-uplas v1,va, ..., 0y y w:
i) V1, V2, ..., Uy son independientes entre si < rango(vy|va| - |vm) = m.
i5) W € (01,02, ., Um) > rango(vy[va] -+ |vm) = rango(vn v - - [t |).
Supongamos que disponemos de varias uplas vi,vs,..., 0, y que estamos trabajando con el conjunto
de sus combinaciones lineales, (v1,vz,...,vy). Sabemos que si el conjunto {vy,va,...,v,} es dependiente

entonces algunas uplas pueden ser obtenidas como combinacién lineal de las demds y serdn superfluas (véase
la Propiedad 40 en la pdgina 143). Por contra, si son independientes ninguna de ellas puede ser eliminada.
En el caso en que sean dependientes sera de interés determinar cudntas y cuales pueden ser eliminadas.

Si tenemos en cuenta la definicién de rango, la Propiedad 69 resuelve también el importante problema
de detectar las uplas superfluas. En efecto, supongamos que

rango(v1|ve| - - - [um) = 17 < m.

Entonces, podremos encontrar r columnas independientes dentro de A y, ademds, ningiin conjunto con mas
de r columnas podra ser independiente. Por tanto, no es dificil demostrar que basta encontrar r de esas
uplas que sean independientes y podremos eliminar todas las demaés.

Ejemplos 70.
1) Comprobar si las uplas v1 = (2,1,3,—-1,2), v2 = (4,2,6,—2,4), v3 = (-2,—1,0,-5,1), v4 = (2,1,2,1,1)

y vs = (2,1,5,—5,4) son independientes entre si.

Resolveremos el ejercicio aplicando la Propiedad 69. Para ello, comenzaremos calculando el rango de
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la matriz obtenida al poner en columna las uplas en cuestion,

2 4 -2 2 2

1 2 -1 1 1
rango(vy |va|vs|vg|vs) =rango | 3 6 0 2 5 | =2.

-1 -2 -5 1 =5

2 4 1 1 4

Segtin el apartado i) de la Propiedad 69), p uplas son independientes si puestas en columna dan rango
p. Sin embargo aqui tenemos 5 uplas y puestas en columna no dan rango 5 sino 2. Por tanto no son
independientes.

2) Las uplas del apartado anterior pueden ser combinadas para obtener otras. ;Son necesarias las cinco uplas
dadas para obtener todas esas combinaciones o, por el contrario, existen uplas superfluas? Encontremos un
conjunto lo mas pequeno posible que permita obtener todas las combinaciones lineales que proporcionan las
cinco uplas iniciales.

En el apartado anterior vemos que, puestas en columna, las uplas ofrecen rango igual a 2. Ello nos indica
que el mayor conjunto independiente tendra dos uplas. Para encontrar ese conjunto independiente bastara
con encontrar dos uplas independientes cualesquiera entre las cinco que nos dieron al principio.

Si tomamos las dos primeras columnas tenemos

2 4

1 2
rango(vi|vg) =rango| 3 6 | =1

-1 -2

2 4

y por tanto no son independientes (dos columnas independientes darian rango 2) con lo que podemos descartar
esta elecciéon. Tomemos en su lugar las columnas primera y tercera. En este caso,

2 =2

1 -1
rango(vi|vs) =rango| 3 0 | =2

-1 =5

2 1

y estas dos columnas si son independientes. Los comentarios que hemos hecho tras la Propiedad 69 nos
indican entonces que podemos quedarnos con esas dos 5-uplas y eliminar las deméas. Es decir,

<’U1, 7”/2;7)37 %4; %5> = <(27 1a37 _172)a (_2a _1a07 _57 1)>

Por tanto, en lo que respecta a la obtencién de combinaciones lineales, si nos quedamos con la primera y
tercera, todas las demds uplas son superfluas.

Ahora bien, en lugar de probar con las uplas primera y tercera, podriamos haber escogido también, por
ejemplo, la cuarta y la quinta. En ese caso, disponiéndolas en columna y calculando su rango tenemos que

2 2

1 1
rango(vs|vs) =rango | 2 5 | = 2.

1 -1

1 4

Por ello, (2,1,2,1,1) ¥ (2,1,5,—5,4) son independientes y podemos razonar como antes para concluir que
si nos quedamos con estas dos uplas podemos eliminar todas las demas y seguir obteniendo las mismas
combinaciones lineales.
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De esta forma, tenemos dos respuestas para el mismo ejercicio. Combinando las uplas
(2,1,3,-1,2) y (-2,-1,0,-5,1)
obtenemos las mismas combinaciones que con las cinco uplas iniciales y, al mismo tiempo, combinando
(2,1,2,1,1) y (2,1,5,-5,4)

también obtenemos todas esas combinaciones. Ambas parejas de uplas representan respuestas correctas al
problema de seleccionar el conjunto mas simple que proporcione las mismas combinaciones que las uplas
iniciales.

3) Comprobar si wy = (1,2,3,2,1) y wa = (0,0,3,—6,3) se pueden obtener como combinacién lineal de las
uplas vy, va, v3, v4,v5 del apartado 1).

Comencemos con wy = (1,2,3,2,1). Aplicando el apartado i) de la Propiedad 69 sabemos que
wy € (v1, Vg, V3,04, V5) < rango(vy|va|vs|va|vs) = rango(v |va|vs|va|vs|wy)

Por tanto, hemos de comprobar que el rango de la matriz formada por las cinco uplas iniciales es igual al de
la matriz obtenida al anadir la columna w;. Es decir, debemos comprobar si es cierta la igualdad

2 4 -2 2 2 2 4 -2 2 2 1

1 2 -1 1 1 1 2 -1 1 1 2
jrangol 3 6 0 2 5 [ =rango| 3 6 0 2 5 3|7

-1 -2 -5 1 -5 -1 -2 -5 1 -5 2

2 4 1 1 4 2 4 1 1 4 1

=2 (apartado 1)) =3

Pero en el apartado 1) vimos que la primera de las matrices tiene rango 2 y es fdcil calcular el rango
de la segunda que sera igual a 3. Por tanto, no se produce la igualdad de rangos y como consecuencia
wy ¢ (v1,v92,v3,04,05), es decir la upla (1,2,3,2,1) no se puede obtener de ninguna forma combinando
V1, V2, U3, U4, Us.

Podriamos haber simplificado estos célculos si hubiéramos empleado los resultados del apartado 2) ya
que entonces vimos que
<U1; V2, V3, U4, ’U5> = <’l}1, 1)3>.

De esta manera, comprobar si wy € (v1,v2, 3,04, V5) equivale a comprobar que wy € (vi,vs3) para lo cual
habremos de calcular el rango de matrices de menor tamano.

Empleemos esta ultima técnica para el caso de la upla we = (0,0,3,—6,3). Para determinar si wy se
puede obtener combinando vy, va, v3, v4, V5, puesto que (vy,va, v3, v4,v5) = (v1,v3), bastard con estudiar si
wg € (v1,v3). Ahora, el apartado i) de la Propiedad 69 nos dird que

wa € (v1,v3) < rango(v1|vs) = rango(vy |vs|ws).

Si calculamos los rangos de (v1|vs) y (v1|vs|ws) tenemos

2 =2 2 =2 0
1 -1 1 -1 0
rango | 3 0 | =rango| 3 0 3
-1 =5 -1 -5 —6
2 1 2 1 3
=2 (apartado 1)) =2

Dado que los rangos coinciden, deducimos que efectivamente wy € (v1, v3) = (va, V2, V3, V4, V5) ¥ €n este caso
la upla wq = (0,0, 3, —6,3) si que se puede obtener como combinacion lineal de vy, va, v3, V4, V5.
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Etiquetado de columnas

En los ejemplos anteriores hemos aplicado la Propiedad 69 para determinar cudles son las uplas superfluas
de un conjunto dado. Si bien esta técnica para encontrar las uplas independientes y superfluas es correcta,
veremos a continuacién que el esquema de operaciones elementales de la pagina 160 que hace posible calcular
el rango de una matriz también permite detectar las uplas independientes. Para ello basta con etiquetar
cada columna con un indicativo de la upla a la que corresponde. Tras aplicar el esquema de operaciones
elementales, las uplas cuyas etiquetas aparezcan sobre los unos en diagonal de la forma reducida seran
directamente independientes.

Ejemplo 71. Consideremos las uplas v; = (1,2,0,—1), v2 = (2,4,0,—2), v3 = (2,1,1,0) y vq = (4,5,1, —2).
Para ver cuantas y cudles de ellas son independientes, las pondremos en columna y calcularemos el rango
de la matriz resultante. Sin embargo, etiquetaremos ademas cada columna con el nombre que hemos dado
a cada upla:

U1 vy Vs U4 U1 vy Vs U4 U1 vy Uy Ug

1 2 2 4 1 2 2 2 1 2 0 2

2 4 1 5 R 2 4 1 4 _ 2 4 0 4

0 0 1 1 ca=ces 0 0 1 0 F1=F1-2F3 0 0 1 0
-1 -2 0 -2 -1 -2 0 -2 F2=F2-F3 -1 -2 0 -2

V1 U9 1y Uy vy g Uy Uy vy Uy U9y Uy

1 2 0 2 1 0 0 0 1 0 0 O

_ 0 0 00 _ 0 0 0O _— 01 00
F2=F2-2F1 0O 0 1 O C2=C2-2C1 0O 0 1 0 C2+ C3 0O 0 0 o0
F4=F4+F1 0O 0 0 O C4=C4-2C1 0O 0 0 O F2+ F3 0 0 0 o0

Véase que si modificamos el orden de las columnas debemos modificar de la misma manera el orden de las
etiquetas. Una vez que hemos llevado la matriz a su forma reducida, es facil ver que el rango es 2 y por
tanto tendremos a lo sumo dos uplas independientes. Pero ademads, las etiquetas que aparecen sobre los dos
unos en diagonal resultantes corresponden a las uplas v1 y vs por tanto, estas dos uplas forma un conjunto
independiente que genera las mismas combinaciones que las cuatro iniciales. Es decir,

<’U1,’U3> = <’l}1, 1)2,’(}3,’04>.

De esta forma, podemos descartar las uplas vo y vy.

Obtencién de todas las uplas posibles

Dado cierto conjunto de m-uplas, vi,vs,...,v,, en ocasiones es de importancia determinar si ellas son
suficientes para generar mediante combinaciones cualquier otra n-upla o si, por el contrario, existen n-uplas
que no pueden obtenerse combinandolas.

El conjunto de todas las n-uplas es R", asi que la cuestion que estamos planteando aqui es si con ciertas
uplas vy, va,..., v, podemos obtener todo R", es decir, si

(v1,v2, ..., v = R".
En la siguiente propiedad se recogen resultados que permiten abordar distintos aspectos de este problema.

Propiedad 72.

1) Dadas las n-uplas vy, va, ..., U,

(v1,v2, ..., Up) = R" & rango(vy vz - - - [Uy,) = n.
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it) Las n-uplas coordenadas de R™, ey, ea, ..., e, cumplen que
<61,62, e ,en> =R".
i11) Dadas las n-uplas vy, va, ..., v,
(v1,v2,...,0y) = R" & {v1,v2,...,0,} es independiente.

i) Mds de n, n-uplas no pueden ser independientes.

v) Con menos de n, n-uplas no es posible obtener todo R™ (es decir, todas las n-uplas).

Ejemplos 73.
1) Dadas las 4-uplas, (1,2,-1,1), (2,1,0,—1), (0,0,1,—1) y (1,2,0, 1), nos preguntamos si combinéndolas es

posible obtener cualquier otra 4-upla que deseemos. El conjunto de todas las 4-uplas es R* asf que estamos
preguntando si combinando las uplas dadas es posible obtener todo R*. Aplicando el apartado i) de la
Propiedad 72 sabemos que

((1,2,-1,1),(2,1,0,-1),(0,0,1,-1),(1,2,0,1)) = R*

se cumplird si puestas en columna, dichas uplas dan rango 4. Tenemos que

1 2 0 1
Lo 2| _,
POl 10 1 o] T
1 -1 -1 1

asi que efectivamente cualquier upla de R* puede ser obtenida combinando esas cuatro. Como consecuencia
del apartado 4ii) de la Propiedad 72 o del i) de la Propiedad 69, por anadidura deducimos que las cuatro
uplas son independientes entre si.

2) Estudiemos el mismo problema del ejercicio anterior referido ahora a las uplas (1,2, 3), (2,1, 3), (—1,2,1)
y (2,3,5). Nos preguntamos entonces si combindndolas es posible obtener cualquier 3-upla, es decir, si

<(17 2, 3)7 (2a 1, 3)a (_]-a 2, 1); (27 3, 5)> =R (44)

Sin necesidad de realizar ningin cdlculo, de antemano, aplicando el apartado i) de la Propiedad 72
sabemos que las cuatro uplas son dependientes ya que méas de 3 3-uplas nunca son independientes. Para
comprobar (4.4), como antes, puestas las uplas en columna, su rango deberfa ser 3. Ahora bien,

1 2 -1 2
rango |2 1 2 3| =2<3
33 1 5

asi que existen uplas de R? que no se pueden obtener combinando las de este ejemplo. Por ejemplo la upla
(1,0,0) no es combinacién lineal de ellas. Para comprobarlo, tenemos que

12 -1 2 1 1 2 -1 2
rango[2 1 2 3 0| =3#2=rango|2 1 2 3
33 1 50 3 3 1 5

Basta aplicar el apartado i) de Propiedad 69 para deducir que (1,0,0) ¢ ((1,2,3),(2,1,3),(-1,2,1),(2,3,5)).
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4.3.3 Rango y Matriz inversa. Calculo de la matriz inversa mediante opera-
ciones elementales

Cuando definimos la inversa de una matriz en la Seccién 4.2.4, presentamos una técnica para el céalculo de
inversas (véanse los apartados 4) y 5) de Ejemplos 33) que era vélida para el casos de matrices de orden
reducido. Utilizaremos el calculo mediante operaciones elementales para ofrecer en esta seccién un nuevo
método mas efectivo para manejar inversas de matrices.

En esta seccién estudiaremos las relaciones existentes entre los conceptos de rango y de matriz inversa en
el caso de matrices cuadradas. Comprobaremos que ambos pueden definirse uno en términos del otro. Para
comenzar, veremos en la proxima propiedad que el hecho de que una matriz tenga inversa, que sea regular,
determina de forma directa su rango.

Propiedad 74. Sea A € M,, una matriz cuadrada de orden n. Entonces,

JA™! & rango(A) = n.
Hagamos algunos comentarios sobre esta tltima propiedad:

e De la propiedad anterior se desprende que si una matriz tiene inversa, sus uplas columna deben ser
independientes (recuérdese que m n-uplas con rango n son independientes). En otras palabras, un
enunciado equivalente para la propiedad seria:

JA™! & las columnas de A son independientes.

Por otro lado, si A tiene inversa, también la tendra su matriz traspuesta, A?, y podemos deducir
igualmente que las columnas de A’ son independientes. Ahora bien, las columnas de A? son las filas
de A. Por tanto, este enunciado equivalente puede escribirse también en términos de filas.

e Como consecuencia del Corolario 66, una matriz cuadrada A € M,, de orden n (con n filas y n
columnas) tendrd rango a lo sumo n. Entonces, n es el valor méximo que puede adoptar el rango
de Ay, en consecuencia, se dice que A tiene rango méximo cuando rango(4) = n. Empleando esta
nomenclatura, la Propiedad 74 puede reescribirse como

JA~! & A tiene rango méaximo.

Calculo de la matriz inversa mediante operaciones elementales

Tomemos una matriz cuadrada de orden n, A € M,,. Si la matriz tiene rango n entonces tras aplicarle las
adecuadas operaciones elementales llegaremos a una matriz, del mismo tamano que A, que tiene todo ceros
menos n unos en diagonal, es decir, llegamos a la matriz identidad I,,,

A

operaciones elementales

Formemos la matriz (A|l,) que se obtiene anadiendo la matriz identidad a la matriz A. Si las operaciones
elementales de antes son todas ellas por filas y las aplicamos a (A|I,,), transformaran tanto el primer bloque (el
correspondiente a A) como el segundo (el correspondiente a I,,). Sabemos que esas operaciones transforman
A and I,,, A — I, y ahora ademds transformaran I,, en otra matriz B, I,, — B. Tendremos por tanto

(All) , (In|B).
operaciones elementales
Se puede comprobar que las matriz B que aparece de este modo almacena las operaciones elementales que
hemos aplicado a A en el sentido de que al multiplicar A por dicha matriz B conseguimos el mismo efecto
que al aplicar a A las operaciones elementales. Es decir

A I, y por tanto A-B=1,
—_———

operaciones elementales

el producto por B transforma A en [,
las op. el. transforman A en I,
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Pero esta ultima igualdad nos indica que la matriz B es justamente la matriz inversa de A y por tanto
A"l =B.

Las ideas que hemos esbozado en el parrafo anterior nos permiten determinar si una matriz tiene inversa
y calcularla en tal caso. En resumen, tenemos la siguiente propiedad:

Propiedad 75. Supongamos que la matriz A € M, tiene inversa y que L es una lista de operaciones
elementales por filas que transforma A en I, entonces si aplicamos las operaciones de L a la matriz por
bloques (A|I,,) obtendremos

(Alln) ————— (Ia|B),

Operaciones L

donde B es la inversa de A.

De este modo, de la Propiedad 75 se desprende para calcular la inversa de la matriz A € M,,, debemos
reducir A en I,, pero ahora aplicando operaciones elementales solamente por filas. Para el céalculo del rango
podemos aplicar operaciones tanto por filas como por columna pero ahora, para obtener la inversa, tenemos
que limitarnos tinicamente a operaciones por filas. Sin embargo, ello sigue siendo posible aplicando el método
de eliminacién de Gauss que vimos en la pagina 160. Solamente habremos de tener en cuenta las siguientes
puntualizaciones cuyo objetivo es evitar en todos los pasos la realizacion de operaciones por columnas:

a) Puesto que solamente podemos aplicar operaciones por filas, en el paso 1 tinicamente seleccionaremos
columnas ya que para anular los elementos de una columna las operaciones a realizar son por filas.

b) En el paso 2, hemos de tomar la precaucién de seleccionar un elemento que no esté a la altura de los
pivotes seleccionados en pasos anteriores.

¢) Obviaremos el paso 4 ya que supone la realizacién de operaciones por columnas.

d) Una vez aplicados los pasos 1 a 5 para todas las columnas, serd suficiente con dividir las filas con objeto
de transformar todos los elementos no nulos en unos. Finalmente ordenaremos las filas para obtener
la identidad.

El procedimiento de la pagina 160 junto con estas puntualizaciones nos permiten obtener para cualquier
matriz regular, A, una lista de operaciones por filas que transforman A en I,,. Entonces, emplearemos estas
operaciones para calcular la inversa tal y como indica la Propiedad 75.

Ejemplos 76.
1) Calcilese la inversa de la matriz

— DD =
OI
—_

N = N O

W O = =

Para ello, formamos la matriz (A | I4) y le aplicaremos operaciones elementales por filas hasta transfor-
marla en (Iy | B).

Emplearemos el método de reducciéon de matrices teniendo en cuenta los puntos antes comentados.
Comenzamos seleccionando la columna tercera y su tercer elemento como pivote:

1 2 01 1 0 00 1 2 01 10 0 O
1 -1 2 1 01 0 0 -3 -1 0 1 01 -2 0
2 0 1 0 0 01 O FoF2.9F3 2 0 1 0 00 1 0
1 -1 2 3 0 0 0 1 FA—FA49F3 -1 0 3 0 0 -2 1
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Tal y como hemos dicho no podemos efectuar operaciones por columnas y por ello no podemos anular la fila
perpendicular a la altura del pivote. Por tanto, seleccionamos una nueva columna y un nuevo pivote que,
como ya se ha comentado antes, no debe estar a la altura de los demds pivotes elegidos (por ahora solamente
el 1 del paso anterior). Seleccionemos ahora la columna cuarta y tomemos el segundo elemento como pivote

1 2 01 1.0 0 O 4 3 00 1 -1 2 0

-3 -1 0 1 01 -2 0 -3 -1 0 1 0 1 -2 0
— JE——— —_

2 0 1 0 00 1 O FloF1F2 2 0 1 0 0 O 1 0

-3 -1 0 3 00 -2 1 FA—FA43F2 6 2 00 0 -3 4 1

Continuamos seleccionando la segunda columna y tomando como pivote el cuarto elemento para evitar que
esté a la altura de los dos anteriores. Antes de anular los otros elementos, para simplificar los célculos,
convertimos en 1 el pivote dividiendo la cuarta fila por 2:

4 3 001 -1 2 0 -5 0 00| 1 I -4 —?3

-3 -1 01 |0 1 =2 0 o010 3 0 3
|2 0 T o]0 0 1 0 ka-sm} 2 01 0|0 0 1 0
1 =3 1 - T =3 1

3 1 00 0 2 2 F2=F2+F4 3 100 0 2 2 2

Finalizamos seleccionando la primera columna y como pivote, si pretendemos que no esté a la altura de los
hasta ahora seleccionados, no podemos elegir mas que el primero. Dado que el valor del pivote es —5 primero
dividimos la primera fila para transformarlo en 1:

1000 | 5 7 3 4 1000 | 5 7 5 5
0001 0 5 0 3 0001 0—710%
Sr |2 010 0 0 10 F3=F3-2F1 0 010 % ] _T3 5.
T -3 1 - T -2 =
3 100 0 =% 2 3/ pirise 01 00 -
Para terminar es suficiente reordenar
-1 -7 4 3
o100 5 % =2 =
reordenando 0 0 1 0 E 5 %‘3 ?‘3
21
0 0 01 0 = 0 3
de donde obtenemos,
-1 -7 4 3
5 Y 5 1
At=15 § 5 35
5 5 5 ?
21
0 5 0 3
0 0
2) Consideremos A= (1 0 y veamos que es una matriz regular:
0 1
0 0 0 0 2 0 0 2
1 0 1 0 O : 1 00
01 Ca—cacl 0 1 1/ @=C+c2 \y 1
0 0 1 1 0 0
— (1 0 0 01 0] =1Is.
%Fl 01 0 ordenando columnas 00 1
Por tanto rango(A) = 3 y en consecuencia la matriz A es regular. Podemos ahora calcular su inversa
aplicando operaciones elementales a las filas de la matriz ( A | I3 )
0 0 2 1 00 0 0 1 % 0 0
(A|I3):101 01 0f—1|10 1 0 1 0
01 -1 0012 \0o 1 -1 |0 01



00 1 | L 0o 00 1| 3 00
_—>100—%10_—;>100_%10
F2=F2F1 \ o | o o 1/ F=F+FL \y 1 01
10oo0] -3 10
010 | 5 01)=(k | B)
reordenando filas 0 0 1 3 0 0
Por tanto:
-2 10
I oo

. . 1 1 .
3) Aplicando transformaciones elementales a A = (1 1) conseguimos:

1 1 1 1 1 0
1 1) re=rF2F1 \0 0/ c2=c2.c1 \0 0)/°

Por tanto rango(A) = 1 < 2 y en consecuencia A es una matriz singular que no tiene inversa.

4) Calcilese la matriz C que verifica la siguiente igualdad:
1 2 1
(41 3)e=()

La manera més sencilla para calcular C' es despejar la matriz < 2) . Para ello en primer lugar hemos

-1 3

1 2 1 2 1 0
—1 3) wo=r2+r1 \O0 5/ c2=c22c1 \0 5

10y _,
e \0 1) T

Mediante la cadena de operaciones anteriores obtenemos I» con lo que la matriz en cuestiéon tiene rango 2 y
es efectivamente regular asi que podemos despejarla:

-1
1 2 1
o=(43) (o)
Calculamos ahora la inversa de la matriz:

1 2|10 1 2 1 0
-1 3 0 1) ro=rF2+r1 \O 5 1 1

1 0
Fi=F1-2F2 \0 1

de comprobar si es regular:

al= O
N—

ST

(SN

ut= I
SN

~~_

con lo que finalmente

y por tanto:
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Para terminar con esta seccion, daremos una definicién alternativa de rango basada en el concepto de
inversa. Dada A € M,, hemos visto que

rango(A) =n < JA~!

Sin embargo, si rango(A4) < n o A no es cuadrada, esta caracterizacién no tiene sentido. Para una matriz
cualquiera, no necesariamente cuadrada, A € M, «n, serd posible caracterizar el hecho de que el rango
alcance un valor concreto, rango(A) = r, de una forma similar?

La siguiente propiedad responde a esta pregunta. Veremos que si rango(A) = r seguramente no podremos
calcular la inversa de A pero existird dentro de A una submatriz cuadrada de orden r que si tendra inversa.
Manejamos aqui el concepto de menor que definimos a continuacién:

Definiciéon 77. Dada A € My,xn, llamamos menor de orden r de la matriz A a cualquier submatriz
cuadrada de orden r de A.

2 1 3 6
Ejemplo 78. Sea A= | -1 2 2 4] tenemos que:
0 0 1 2
2 1 3
* | —1 2 2| es una submatriz cuadrada de orden 3 de A y por lo tanto es un menor de orden 3 de la
0 0 1
matriz A.

* (? 3) es una submatriz cuadrada de orden 2 de A y por ello es un menor de orden 2 de A.

* <(2) i’) es una submatriz cuadrada de orden 2 de A y como consecuencia un menor de orden 2.

* (2), (0) 6 (4) son submatrices cuadradas de orden 1, es decir, menores de orden 1.

Veamos ya la propiedad anunciada. Véase que la caracterizacién que damos en ella es, en su enunciado,
similar a la definicién que dimos para el rango en la Definicién 53 (pag. 155).

Propiedad 79. Dada A € My xn,

rango(A) = r < el orden del mayor menor reqular de A es r.

En otras palabras, si una matriz tiene rango r, necesariamente podremos encontrar dentro de ella una
submatriz cuadrada, un menor, de tamano r con inversa y ademas no es posible encontrar submatrices
mayores con inversa.

4.4 Determinante de una matriz

Hemos visto cémo averiguar si una matriz cuadrada es regular o no. Estudiaremos en esta seccion mecanismos
alternativos para determinar la regularidad asi como para el calculo de la inversa.

La herramienta que utilizaremos para este propdsito es el determinante. El determinante es un ntimero
real que, en cierto sentido, mide el grado en que un conjunto de n n-uplas son independientes. Si el determi-
nante es cero las n-uplas seran dependientes y si es distinto de cero seran independientes pero de manera que
cuanto mas préximo a cero sea el determinante mas proximas, en cierto sentido, a ser dependientes estaran
las n-uplas.

Para la definicién del determinante seguiremos un método constructivo basado en las férmulas de desa-
rrollo del determinante por una fila o columna.
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Definicién 80. Dada A € M,, definimos el determinante de A y lo notamos det(A) o |A|, como el nimero
que verifica:

o Si A= (a)ix1 € My, entonces |A] = |(a)| = a.

o Si A= (aij)nxn € My con n > 1, entonces |A| se define de cualquiera de las dos siguientes maneras:

a) Para cualquier i =1,... n:
Al = an - A+ aig - Dip + -+ ain - Ay,
An
Ajo
= (ail Qi ... am) .
fila i deA A
m

La formula anterior se conoce como desarrollo del determinante de la matriz A por la fila i-ésima.

b) Para cualquier j =1,...,n:
|A| = a1j~A1j+a2j'A2j+"'+anj'Anj
aij
a2j
= (Alj A2j . An]) . i
An j
——

columna j deA
Esta formula se denomina desarrollo del determinante de la matriz A por la columna j-€sima.
Donde A;j se denomina adjunto (i,7) de la matriz y se define mediante la férmula
Ay = (=1 |Aq ),
siendo A jy la submatriz de A obtenida eliminando la fila i-ésima y la columna j-ésima.

Nota. Aunque el simbolo que usamos para el determinante de una matriz, |-|, es el mismo que para el valor
absoluto de un nimero real, son conceptos totalmente diferentes y no tienen relaciéon alguna.

Ejemplos 81.
1) Para calcular el determinante de la matriz (3);x1 acudiremos al primer punto de la definicién de deter-
minante ya que esta matriz es una matriz tipo 1 x 1. Entonces tenemos que:

13)] =3

|(=5)] = =5 (recuérdese que |(—5)] es el determinante de la matriz (—5)1x1 y no el valor absoluto del niimero
—-5).
2) Determinante de la matriz cuadrada de orden 2.

. ail ai12 . .
Consideremos A = (a a € M e intentemos calcular su determinante. Puesto que no es una
21 Q22

matriz 1 X 1 no podemos aplicar el primer punto de la definicién de determinante y debemos acudir al
segundo. Para ello tenemos que:

* A(1,1) es la submatriz de A que obtenemos eliminando la fila 1 y la columna 1:

A(1,1) = (a22)~
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* A(1,2) es la submatriz de A que obtenemos eliminando la fila 1 y la columna 2:
A(1,2) = (az21).

* A(,1) es la submatriz de A que obtenemos eliminando la fila 2 y la columna 1:
A(2,1) = (a12)~

* A(g,2) es la submatriz de A que obtenemos eliminando la fila 2 y la columna 2:
A(2,2) = (Cln)-

A partir de lo anterior calculamos los adjuntos de la matriz:

A = (=D Aq ] = (=1)? - |(a2)| = ass,
Ay = (=)' JAng| = (=1)%- [(az1)| = —aan,
Ay = (1P [Ag ] = (=1)%- |(a12)] = —ana,
Agy = (1> |Apg| = (=1)*-|(an)| = anr

Para el cédlculo del determinante tenemos ahora cuatro posibilidades:

1. Hacer el desarrollo del determinante por la primera fila.
2. Hacer el desarrollo del determinante por la segunda fila.
3. Hacer el desarrollo del determinante por la primera columna.

4. Hacer el desarrollo del determinante por la segunda columna.

Calcularemos siguiendo dos de las posibilidades anteriores:

a1 a2
a21 A22

(filal) = an A+ a2 A =an - an + a2 (—a2)

ail - a2 — a12 - a1

(columna 2) a1z - A1a + agzz - Aoy = aga - (—ag1) + asz - an

a1y - a2 — ai2 - a21.-

Independientemente del método seguido (desarrollo por la primera fila o por la segunda columna) hemos
obtenido el mismo valor para el determinante. Se puede comprobar como ejercicio que si desarrollamos por
la segunda fila o por la primera columna el resultado también serd el mismo. En definitiva hemos conseguido
la siguiente férmula para el determinante de una matriz 2 x 2:

a2 = aiy - a22 — ai2 - a21
a21 a22

Esquematicamente, podemos representar esta férmula como sigue

a11 ai2 @ @12 ail @
a21 a22 asq @ @ 99

donde los elementos que aparecen unidos por un segmento han de ser multiplicados.

3) Determinante de una matriz cuadrada de orden 3.
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Dada la matriz
ailr a2 aig
A=|ax ax a3
a3l a3z ass

calcularemos su determinante haciendo el desarrollo por la primera columna. Tendremos entonces que:
|Al = a11 - A11 4 ag1 - Aoy + asy - Asy.

Calculamos a continuacion los adjuntos necesarios en la férmula anterior:

An = (=D)"™MAG| = ‘(Ziz Zij)‘ = agy - a3z — Ga3 - (32,
Ay = (_1)2+1|A(2,1)| == (Z;z Z;i) ‘ =-a12 - as3 + asz - ais,
Dgi = (1) MApy|= ‘ <a12 a13> ‘ = a1z - ag3 — G2 - 413
Q22 Q23
Tenemos entonces:
|A| = am- (a22 $a33 — 23 - Cl32) + a9y - (a32 ca13 — a12 'G33)

+az1 - (a12 - azz — ags - a13).
= @11 G22-0a33+ a21 - a32 - a13+ a3y - a2 - a3
—(as1 - a2z - a13 + a11 - ag3 - az2 + az1 - G2 - az3).

A la férmula anterior para el determinante de una matriz 3 x 3 se la denomina regla de Sarrus y se puede
esquematizar en el siguiente diagrama:
ail ai2

— | ax (23 ass

(13 ass ass

4) A continuacién calculamos algunos determinantes de matrices 2 x 2 utilizando la férmula obtenida en el
ejemplo 3:

= 1214+ (=1)-0-046-0-1—(0-2-140-0-14 (—1)-6-1)
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4 2 6
*[0 3 —1]|=
0 0 5
= 4-3-540-0:6+2-(—-1)-0—-(0-3-6+0-(—1)-44+0-2-5)
4-3-5=060.

6) Calcularemos ahora el determinante de una matriz 3 x 3 desarrollando por la fila segunda en lugar de
utilizar la férmula de Sarrus:

1 2 -1
0 1 -1 =
0 -1 0
= 0-Ag+1-Agg+(—1)-Ags

= ey ) o 2)
(1-0—(=1)-0)+(1-(=1)—0-2) = —1.

7) Resolvemos a continuacion el determinante de una matriz 4 x 4. Para ello no tenemos més que aplicar las
férmulas de desarrollo por filas o por columnas. En general la fila o columna mas adecuada para desarrollar
serd aquella que posea un mayor niimero de ceros ya que entonces se reducird la cantidad de céalculos a
realizar. En este caso haremos un desarrollo por la tercera columna:

1 2 0 1
0 -1 1 0
0 3 0 2 =0-A13+1-A3+0-A3z3 —Ays
1 1 -1 0
121 1 2 1
= (=110 3 2||-(=D**[l0 -1 0
1 10 0 3 2
= —-(0+0+4-0-3-2)4+(-2+0+0-0-0-0)
=1-2=-1

8) En el siguiente ejemplo resolvemos un determinante de tipo 4 x 4 mediante un desarrollo por la segunda
fila:

1 2 -1 1
2 0 1 1||_
1 1 1 1 o
-1 1 2 2
= 2-Ao1+0- Ao+ Aoz + Ay
2 -1 1 1 2 1 1 2 -1
= =2-({1 1 1]|- 1 1 1]+ 1 1 1
1 2 2 -1 1 2 -1 1 2

= 2. (44+2-1-1-4+42)—(2+1-24+1-1-4)
+(2-1-2-1-1-4)=-4+3—-7=-8,
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En los ejemplos anteriores se pone de manifiesto que el determinante puede adoptar como valor cualquier
ntmero real. Por contra, el rango serd siempre un nimero natural.

La siguiente propiedad recoge propiedades fundamentales del determinante. De entre ellas es de impor-
tancia las que ponen de manifiesto la relacién del determinante con el producto y regularidad de matrices.

Propiedades 82.

1. Dada A = (aij)nxn € M, matriz diagonal, triangular inferior o triangular superior, se verifica que:
|A|:a11.a22.a33.....a7m.
En particular |I,| = 1.
2. Dada A € M, |A| = |A|.
3. Dadas A,B € M,,, |A-B| = |A|-|B|.

4. Dada A € M,, regular, tenemos que |A| # 0 y ademds

AT =
A=

5. Dada A € M, tal que |A| # 0 se verifica que A es regular.

6. Dada una matriz B € M., xn,
rango(B) = r < El orden del mayor menor de A con determinante no nulo es r.
Demostracion. Veremos la demostracion solamente de las propiedades 1 y 4:
1. Veremos solamente el caso de matrices triangulares superiores. Para el resto de los casos la demostracién

es similar.

Sea A € M,, matriz triangular superior de la forma:

ail a2 aiz - Qin
0 aze asz -+ a2
A=| 0 0 aszsz - asy
0 0o - 0 ann
Entonces tenemos que:
Q22 G23 A24 - A2p
0 azz azs - asa
A = (desarrollandopor):an.(_l)u-l. 0 0 agq - aun
la columna 1
0 0o - 0  ann
a3z G34 A3z - A3p
0 aaua ass - aun
_ (desarrollandoporla):an.a22.(_1)1+1. 0 0 ass - asp
nueva columna 1
0 0o - 0 ann
repitiendo el proceso
- (p lo el p — Q11 G292 O
sucesivamente
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4. Si A es regular entonces existird su matriz inversa A~! que verificara:
-1
A-A7 =1,.

Efectuando el determinante en ambos miembros de esta desigualdad y aplicando la propiedad 3 obte-
nemos:

|A-A7Y = |L,| = |A]- |47} =1
Al #0
{||

A=Y = ﬁ (despejando |A~1| en la igualdad anterior)

O

Nota. Las propiedades 4 y 5 son importantes ya que indican que podemos utilizar el determinante para
comprobar si una matriz es o no regular sin méas que comprobar si el determinante es o no nulo.

Ejemplos 83.
1) Considerada la matriz A = < L2

1 3> tenemos que:

A =1-3-2-(=1)=5#£0.

Puesto que el determinante de A es no nulo sabemos que es una matriz regular y ademads sin necesidad de
conocer su inversa, A~!, sabemos el valor de su determinante:

Al == =2
AT 4]~ 5

2 1

2) [0 -3 Z _ (empleando 1a) —2.(=3)-6=-36
0 0 6 propiedad 1 '

3) El apartado 6 de la Propiedad 82 proporciona una técnica alternativa para el cdlculo del rango. Podemos
determinar el rango de una matriz mediante la aplicacién de operaciones elementales o bien a través de esta
ultima propiedad.

2 1 3 6
Calcularemos el rango de la matriz A= | —1 2 2 4| empleando las dos técnicas que conocemos:
0O 0 1 2

i) La mayor submatriz cuadrada de A serd de orden como mucho 3 por lo que el rango de la matriz tendrd
un valor maximo de 3. Para comprobar si el rango es 3 hemos de encontrar una submatriz 3 x 3 con
determinante no nulo. Pero ello es facil ya que si tomamos la submatriz formada por las tres primeras

columnas de A tenemos
2

1 3
-1 2 2||=54#0,
0 0 1

con lo que tenemos un menor de orden 3 no nulo y el rango serd 3 ya que no puede haber menores
mayores en la matriz A. Luego aplicando esta definicién obtenemos:

rango(A) = 3.
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ii) Aplicaremos operaciones elementales a la matriz A hasta transformarla en una matriz con unos en

diagonal:
2 1 3 0 [ 1 00
— -1 2 2 o) 221 2 0 0
C4=C4-2C3 0 0 1 o) Fl=FLers 0 0 1 0
2 5 00 0 5 0 0
—— -1 0 0 0] — -1 0 0 0
C2=C2+2C1 0 0 1 o) Fi=Fi+r2 0 0 1 0
gy (001 00 10 0 0
=1 0 0 0 01 00
-F2 00 1 0 ordenando 00 1 0
Hemos obtenido una matriz con tres unos en diagonal y cero en todas las demas posiciones con lo que
finalmente:
rango(A) = 3.
1 2 -1 0
4)Sea A=10 1 3 1| y calculemos su rango empleando los dos métodos que conocemos:
1 4 5 2

i) La mayor matriz cuadrada que puede encontrarse dentro de A es de tipo 3 x 3 luego el mayor rango
posible para A es 3. Veamos si A tiene algiin menor no nulo de orden 3 y para ello consideremos todas
las posibles submatrices cuadradas de orden 3 de A y obtengamos su determinante:

1 2 -1 1 2 0

01 3 =0 01 1})|=0
1 4 5 1 4 2

1 -1 0 2 -1 0

0 3 1||=0 1 3 1]|=0
1 5 2 4 5 2

Las anteriores son todas las posibles submatrices 3 x 3 y todas tienen determinante nulo luego el rango
de la matriz no serd 3. Sin embargo, tendrd rango 2 puesto que es facil encontrar submatrices de A
con determinante no nulo como por ejemplo:

1 2
¢ e

De este modo el orden del mayor menor con determinante no nulo es 2 y por ello el rango de la matriz

sera:

rango(A) = 2.
ii) Efectuando operaciones sobre A tenemos:
1 2 00 10 00
A—— (0 1 3 1] —— [0 1 3 1
C3=C3+C1 | 4 o of C2=C2201 | o5 (¢ o
10 00 1000
—— {01 3 0] ————= (0 1 0 0
F3=F3F1 g o o ) @=C3302 \g 5 ( |
10 00
—— {0 1 0 0
F3=F3-2F2 \y 1
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Por tanto

rango(A) = rango

o O =

o = O

o O O

o O O

Propiedades 84 (Operaciones elementales para determinantes). Dada A = (aij)nxn € M, tenemos que:

1. Un numero que multiplica a toda una fila o a toda una columna puede salir fuera del determinante. Es

decir, Vi,j € {1,...,n}

ai1 r-ay; Q1n
a21 - az; a2n
. = T -
Qapnl T Qnj Qpn
ail a2 Ain
r-a;;r T-a2 T Qin = -
Qpnl an2 Gnn

minante cambia de signo.

numero, el determinante no varia.

a11
a21

anl

ail

Gnl

Ejemplos 85.

1. Aplicando la propiedad 1 tenemos:

1 20 1 21 0 1 10
* [|6 4 3]|=|[|6 2-2 3]||=2-||6 2 3
2 8 1 2 2-4 1 2 4 1
1 2 3 1 2 3 1 1
2 4 1 1 1
2 -9 1 2 -9 1 2
2. Aplicando repetidas veces la propiedad 2 tenemos:
1 0 0O
00 0 1
00 1 0 = (C2+C3)=-—
01 00
1
0
= (C3+ C4) = 0
0
= (C2+ C3)
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o= OO

o= O O

SO = O

SO = O

Qa1j Q1n
a2; a2n
)
Qpj Qpn
ai2 QA1in
@2 Ain
an2 Gnn

Si intercambiamos una columna (respectivamente fila) con otra columna(respec. fila) contigua el deter-

Si a una columna (respectivamente fila) sumamos otra columna (respec. fila) multiplicada por un

0 0
0 1
0 0
1 0
0
0
0
1
0 0
0 0
Lol = =1
0 1



3. En el siguiente caso aplicaremos repetidas veces la propiedad 3 para simplificar el calculo del determi-

nante:
1 1 -3
-1 6 3 =
0 4 4
1 1 0
= (C3=C3+3C1) = -1 6 0
0 4 4
1 1 0
= (F2=F2+F1) = 0 7 0
0 4 4
1 1 0
= ((2=C2-C3) = 070
0 0 4
= 1-7-4=28.

La ultima propiedad junto con las otras que hemos visto para determinantes permiten resolver de manera
directa algunos determinantes sencillos. Veamoslo en la siguiente nota:

Nota. Es importante tener en cuenta los siguientes puntos:

e Si A € M,, tiene una columna completa de ceros o una fila completa de ceros entonces |A| = 0. Esto
es evidente ya que si todos los elementos en la fila o columna son nulos, desarrollando por esa fila o
columna obtendremos cero como resultado.

e Si A € M,, tiene dos columnas iguales o dos filas iguales entonces |A| = 0. Esto es claro ya que
en tal caso aplicando el apartado 3 de Propiedades 84, podemos restar a la fila o columna la otra
que coincide con ella obteniendo asi una fila o columna de ceros con lo que el determinante sera nulo.

4 -3 5 4 -3 5
Ejemplo 86. || -1 -1 0]|=(F3=F3-F1)=||-1 -1 0]|=0.
4 -3 5 0 0 O

e Si alguna columna (respectivamente fila) puede obtenerse sumando las otras columnas (respec. filas)
multiplicadas por ntimeros, entonces |A| = 0. En efecto si una columna se obtiene sumando de
determinada manera las otras columnas de la matriz, podemos restar adecuadamente de esta columna
hasta obtener una columna completa de ceros (igual comentario podemos hacer para filas). Dicho de
otro modo, si las filas o columnas de la matriz son dependientes entonces el determinante sera nulo.

Ejemplo 87. En la matriz del determinante siguiente la tercera columna puede obtenerse como la
suma del doble de la primera columna mas el triple de la segunda, con lo que:

1 1 5 1 1 3 1 10
~1 6 16||=(C3=C3-2C1)=|| -1 6 18| |=(C3=C3-3C2)=||—-1 6 0]|=0.
0 4 12 0 4 12 0 4 0

Un método alternativo para el calculo del determinante de matrices de orden superior a tres, consiste en
aplicar operaciones elementales para determinantes a la matriz inicial con objeto de simplificarla y poder
obtener el determinante con un nimero menor de cédlculos. En la préctica, para la simplificacién de un
determinante se puede, con las necesarias precauciones, utilizar el procedimiento para reduccién de matrices
visto en la Seccién 4.3.2 con la salvedad de que en el caso de determinantes hemos de tener en cuenta los
siguientes puntos:
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e La multiplicacién de una fila o columna por un ntimero no nulo haréd que varie el valor del determinante
pero en su lugar podra aplicarse el apartado 1 de Propiedades 84.

e La modificacion del orden de las filas o columnas supone el cambio de signo del determinante segun lo
indicado en el apartado 2 de Propiedades 84.

e Una vez anulada una fila o columna utilizando un pivote, desarrollaremos el determinante por dicha
fila o columna para obtener un determinante de menor tamano.

Veamos a continuaciéon algunos ejemplos de este método:

Ejemplos 88.

1)

2)

1 -1 2 3
3 -1 0 21|
1 1 4 6/
0 -1 1 0
1 1 2 3
3 -1 0 2
= (C2=C2+C3) = 1 5 4 6
0 0 1 0
1 1 3
— (desarrollando por) = (—1)**3. 113 -1 2
la fila 4 1 5 6
= —((-64+454+2) — (-34+10+ 18)) = —16.
-1 2 -1 2 1
2 3 1 4 1
2 1 1 4 3=
6 2 1 -1 9
1 -2 3 6 4
-1 2 -1 2 1
F2=F2+F1 1 5 0 6 2
- F3=F3+F1 | — 1 3 0 6 4
F5=F5+3F1 9 4 0 12 7
1 5 6 2
1 3 6 4
= desarrollando) = (=1)- (=1)}3.
(lacolumna3 =D (=) 5 4 1 10
-2 4 12 7
1 5 6 2
0 -2 0 2
= (F2=F2-F1) = — 54 1 10
-2 4 12 7
1 7 6 2
0 0 0 2
= (C2=C2+C4) = — 5 14 1 10
-2 11 12 7
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1 7 6

(desarrollando) = 2. (=1)*. 5 14 1
la fila 2 -2 11 12

~2-((168 + 330 — 14) — (—168 + 11 + 420)) = —2 - 221 = —442.

4.4.1 Calculo de la inversa mediante determinantes

En esta seccion estudiaremos un método alternativo para el calculo de la inversa de una matriz basado en el
concepto de determinante.

Definicién 89. Dada A € M, llamamos matriz adjunta de A y la notamos Adj(A), a la matriz:

AdJ(A) = (Aij)nxn € Mn

La matriz adjunta de A es, por tanto, la matriz formada por todos los adjuntos de A dispuestos orde-
nadamente.

Propiedad 90 (Célculo de la inversa mediante determinantes). Sea A € M,, tal que det(A) # 0, entonces

A es una matriz reqular y ademds:

-1 _ 1 . t
A7 = o (Adi(A)"

Ejemplos 91.

1 -2
1) Sea A = <4 5 ), entonces

|Al =5+8 =13 #0,

con lo cual A es una matriz regular y podemos calcular su inversa para lo que obtendremos primero los
adjuntos de la matriz

Ap = (=DMYE) =5, A= (-1)!"?4)]
Agr = (1) Y(=2)[ =2, Ap=(-1)*?|(1)]=1

y entonces la matriz adjunta sera:

Finalmente la inversa es:

air a2 : Lo
2) Sea M = (a a ) una matriz 2 x 2 genérica. Entonces sabemos que:
21 Q22

o |M|=aii-ax —ai-ax.

. Aip =a A =—an
Aoy = —a12 Agx =an

184



Por ello la matriz adjunta de M sera

—ai2 a1l

Adion) = (27

y entonces la matriz inversa es

_ 1 . 1 agy  —ag'
M= _—  Adj(M)t = -
|M| J( ) a1 - A2 — A12 * 421 (_012 @11

con lo que finalmente obtenemos la siguiente férmula para la inversa de una matriz 2 x 2:

ann a2 _ a2 —aiz
a1 Aa22 a1 - A2 — Q12 - G421 —a2i a1l

1 6 0
3)Sea A= |—-1 2 1 | entonces su determinante es
0 1 -1

A= —-2-1-6=-9

y ademas sus adjuntos son

2 1 -1 1 -1 2
Ay = <1 _1>‘ =-3, Ap=- < 0 _1>‘ =-1, A= ( 0 1> =-1
6 0 1 0 1 6
su=-|(3 G)[=e aa=o )=t w=-f )=
6 0 1 0 1 6
Az = (2 1)‘ =0, Az = — (_1 1)‘ =-1, As= (_1 2) =3

con lo que su matriz adjunta sera:

-3 -1 -1
Adj(A)=(1 6 -1 -1
6 —1 8
y A~! la calcularemos como:
B 1 o 1 -3 6 6
4] 9\ 18

4.4.2 Ejercicios

Veamos a continuacion algunos ejercicios sobre determinantes y rangos de matrices.

Ejercicios.
1+ 1 1 1
- 1 1+2x 1 1 _
1) Resolver la ecuacién 1 1 1+ 1 =0.
1 1 1 1+
1+ 1 1 1

1 1+2x 1 1 _

1 1 1+a 1 n

1 1 1 1+a



= (restando a todas) 1 z 0 0
la columna 1

1 x 0
= (F1=F1+F4) = 1 0 .
1 0 0

— (desarrollando por) — . (_1)4+4 )
la columna 4

44z 0 0
:<F1—F1+F2>:x. 1 2 0] =z (@44 -z
F1=F11F3 L0z

:(x—|—4)-a:3.

Teniendo en cuenta lo anterior la ecuacién del enunciado equivale a la ecuacion
3 _
x> (x+4)=0

cuyas soluciones son z =0y z = —4.

2) Sea A € M,, tal que A2 = A. Determinese |A.

A2 = A= A% = |Al = |A- Al = |A] = |A] - |A] = |4

1Al =0
= 4|4 -1)=0={ ¢
Al =1

3) Sea A€ M,, yr € R. Determinese el valor de |r - Al.

Supongamos que A = (ai;)nxn entonces puesto que sabemos que un nimero que multiplica a toda una
columna puede salir del determinante:

|r-A| =
r-aix r-aiz -+ TGl ayp T-a2 - T-Ain
rT-a21 T-a22 - T -02n @21 T-a22 - T -0Q2n
= =17r-
T an1 T anp2 T Ann an1 T an2 T Qnn
ailr aiz2 - T-0in 11 ai2 - Ain
9 a21 Q22 -+ T :d2n a1 Az -+ Q2p
p— — J— n
== 7’ . = e e e — 7’
Ap1 Ap2 -+ T+ Aapn an1  Ap2 -+ Qnpn
=r"-|Al.

4) Dada A € M, calcilese |[Adj(A)|.

Sabemos que A~! = ‘—i“ -Adj(A)! asf que

_ I _ .
AT = WAdJ(A)t = A7 = - Adj(A)*

‘L
4]
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y empleando el resultado del ejercicio anterior y la formula para el determinante de la matriz inversa y de la
transpuesta tenemos:
Al Al [Al™

) A" .
= [Adj(4)] = % A,

-|Adj(A)|

5) Sean A,B € M,, tales que |A] =5 y |B| = 3. Obténganse entonces los valores de |B - A'|, |B - A - B|,
|A™1- B Al y [Adj(A)].

|B- Al = |B|-|A'=|B|-|A=3-5=15.
|B-A-B| = |B|-|A|-|B]=3%5=45.
_ _ 1
A™H-B- Al = |4 1|~|B|'|A|—%Z"IBI'I%I—IBL
Adj(4)] = A"t =5

6) Determinar los valores de a y b para que la matriz

a b a -1
0 b a O
A= b a a 1
0 -1 1 1
tenga rango 2.
Tenemos que:
rango(A) =
a b—1 a+1 -1
_ C2:C2+C4) _ 0 b a 0
- (C3:C3-C4 TRy a1 oa—1 1
0 0 0 1
a -1 1 0
_ (F1=F14F4-F2\ 0 b a 0
- ( F3=F3-F4 ) TRy a4l a-1 0
0 0 0 1
0 0 1 0
_ (CI:Cl—a 03) ~ raneo —a? a+b a 0
“\c2=c2+c3) T b—a(a—1) 22 a—1 0
0 0 0 1
0 0 1 0
[ F2=F2-aFl \ an —a? a+b 0 0
T \F3=F3-(a-1)F1) "% 1 h_qa—1) 2a 0 0
0 0 0 1
10 0 0
- (reordenando ﬁlas) ~ am 0 1 0 0
- y columnas Tranee g g —a? a+b
0 0 b—ala—1) 2a
_( mediante la )—2—|—rn —a? b+a
~ \Propiedad 67/ anso \ ala—1) 2a )°
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Teniendo en cuenta lo anterior obtendremos que:

2
rango(A) = 2 < rango (b—a(i—l) b;;la) =0

o —a? b+a) (0 0
b—afa—1) 2a ) \0 O
b+a=0 a=0
- { 20=0 { b=0
Luego la unica eleccién posible es a = b = 0 y efectivamente es facil comprobar que en este caso

rango(A) = 2.

Véase que cuando manipulamos parametros es valida una operacién elemental del tipo F2=F2—aF1 pero
nunca una de la forma F2:F2—%F1 ya que en ella estamos suponiendo que a # 0 (para poder calcular %)
lo cual puede no ser cierto.

4.5 Material adicional

4.5.1 Filas y columnas de proporciones

Ampliacién de conceptos sobre producto de un niimero por una matriz. Pdgina 129

Hemos visto que cuando en cierto fenémeno intervienen varios datos ai, as,. .., a,, podemos representar
esta informacién mediante un elemento de R™ en la forma,

(a‘laa2)' . )an)'

Es frecuente que sea de interés determinar qué porcentaje representa cada cantidad respecto al total. Ello
puede hacerse empleando tantos por ciento (porcentajes) o tantos por uno:

e El cdlculo de porcentajes para cada cantidad de (a1, as,...,ay) se realiza de la siguiente forma:
. 100
— Porcentaje de a; respecto al total= a1 %.
a; +az +---+ap
. 100
— Porcentaje de as respecto al total= a2 %.
ay+az+---+ap

100
— Porcentaje de a,, respecto al total= an%.
ap +az +---+ap
e El cdlculo de tantos por uno para cantidad de (a1, as, ..., a,) se realiza como sigue:
1
— Tanto por uno de a; respecto al total= as.
ar+az+---+an
1
— Tanto por uno de as respecto al total= as.

ay+taz+---+ap

1
— Tanto por uno de a,, respecto al total= Q.
ar+az+ -+ an
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Si representamos los porcentajes correspondientes a (a1, asg, . . . , a,, ) mediante un elemento de R™ y utilizamos
la definicién del producto de un ntimero por una matriz tenemos,
100 100 100
( ay, ag, ...
ap+ax+---+a, artax+---+ay
B 100 (a1,a an)
*a1+a2+.“+an 1,82y ...,Un).
Por su parte si hacemos lo mismo para los tantos por uno obtenemos

1 1 1
ai, as, ..., ap) =
aptax+---+a,  artaxt-o-tan ay+azx+---+an
1
= 1,02, ..., 0y).
a1+a2+.“+an( 1,02, ) n)
En otras palabras, dada la distribucién de cantidades (a1, aq, ..., a,), tenemos que
La upla de porcentajes 100
. ) (a1,a2,...,a,)
correspondiente es: a1 +as+ - +an
La upla de tantos por uno 1
] . (a17a27---7an)
correspondiente es: a1 +ag+ -+ ay

Ejemplo 92. Los consumos de materias primas en cierta zona industrial vienen dados por: 1123 toneladas
de acero, 820 toneladas de aluminio, 530 toneladas de materiales plasticos. Podemos representar esta dis-

tribucién mediante la 3-upla
(1123, 820,530) € R3.

Calculemos los porcentajes que representa cada especie respecto al total:

1123
e Porcentaje de acero 1123 + 820 + 530 %
820
b taie de aluminio — 100 = 33.15%.
e Porcentaje de aluminio 1193 7 820 7 530 %
e Porcentaje de materiales plasticos = 100 o = 2LA3%

1123 + 820 + 530

Como acabamos de ver, empleando la definicién de producto de un niimero por una matriz podemos obtener
estos mismos porcentajes mediante la operacién
100
1123 4 820 + 530

De la misma manera la upla de tantos por uno sera,

1
1123 + 820 4 530

(1123,820,530) = (45.41, 33.15,21.43).

(1123, 820, 530) = (0.4541,0.3315,0.2143).

Si tuviéramos otra distribucién diferente de consumos de materias primas los porcentajes podrian variar.
Por ejemplo si las distribucién viene representada por (120,201, 150) los porcentajes serén,

100
120 + 201 + 150
Vemos que las distribuciones (1123,820,530) y (120,201, 150) conducen a porcentajes diferentes. Sin em-
bargo podemos encontrar distribuciones diferentes que dan lugar a los mismos porcentajes. Por ejemplo los
porcentajes correspondientes a la distribucién (2246, 1640, 1060) son
100
2246 + 1640 + 1060

(120,201, 150) = (25.47,42.67, 31.84).

(2246, 1640, 1060) = (45.41, 33.15,21.43).
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4.6 Reglas de simplificacién e igualdades de matrices

‘ Ampliacién sobre operaciones y simplificaciones con matrices. Pagina 139

En distintos puntos de este capitulo y de los siguientes nos encontraremos con expresiones e igualdades
que involucran operaciones con matrices. Sabemos que, cuando manejamos expresiones o igualdades con
numeros, existen reglas que permiten su simplificacion. En la siguiente propiedad resumimos las reglas de
simplificacién que podemos aplicar en el caso matricial. Puede verse que muchas de ellas son equivalentes a
las que utilizamos para expresiones numéricas pero otras requieren un cuidado especial.

Propiedades 93.

1. Sean A, B,C € My,xn, entonces:

A+B=A+C = B=C,
A+B=C = B=C-A.

2. Sea A € My, matriz reqular y B,C € M,xn, entonces:

B-A=C-A = B=C,
B-A=C = B=C-A"'.

3. Sea A € My, matriz reqular y B,C € M, xn, entonces:

A-B=A-C = B=C,
A-B=C = B=A"1'.C.

4. Sear e R, r£0y B,C € My,xn, entonces:
r-B=r-C = B=C,
1
-C.

r

r-B=C = B=

Demostracion. La demostracion de todos los puntos es sencilla empleando todas las propiedades que ya
conocemos sobre matrices. O

Nota.

e Véase que en las propiedades 2 y 3 es fundamental que se cumpla la condicién de que la matriz A sea
regular. Si A es una matriz singular no podemos garantizar que sea posible su simplificacién ni que sea
posible despejarla. Por ejemplo facilmente se verifica que

b)) )G ) ()

=02x2 =02x2

. . . . . 1 1 .
sin embargo, no podemos simplificar en esta igualdad la matriz (1 1) ya que si lo hacemos obtendremos

G- 2)-CAG -G 2)-G )

lo cual evidentemente no es cierto. Ello es debido a que, como sabemos, la matriz simplificada no es regular.
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e Fxisten otras situaciones en las que las reglas habituales para la manipulacién de ntimeros no pueden
ser aplicadas cuando trabajamos con matrices. Asi por ejemplo, si tomamos las matrices A,B € M, y
pretendemos calcular el producto A - B - A™!, no podemos realizar la simplificacién

Ia P

ya que podemos eliminar A con su inversa, A~!, solamente cuando se encuentran una contigua a la otra,
cosa que no sucede en este caso. Véase ademéds que, puesto que el producto de matrices no tiene la propiedad
conmutativa, en A - B - A~! no se puede alterar el orden para conseguir B - A - A~! y poder asi simplificar.

Ejemplos 94.
1) Dadas dos matrices A, B € M,,, compruébese si se verifica la igualdad

(A+B)*=A?+B?*+2-A-B.

Tenemos que

(A+B)? = (A+B)-(A+B)=A-(A+B)+B-(A+DB)
= A-A+A-B+B-A+B-B=A>4+B>4+A-B+B-A

y entonces

(A+B)? = A*+B*+2-A-B

=

A+ B’+A-B+B-A A4+ B?+2.A-B

I <

A-B+B-A 2-A-B
)
A-B+B-A = A-B+A-B
i)
B-A = A-B

Por lo tanto la igualdad propuesta en el ejemplo serd correcta solamente si se verifica que B- A= A- B
lo cual en general no es cierto. La igualdad se cumplird solamente para aquellas matrices A y B que hagan

cierta la igualdad
B-A=A-B.

2) Simplifiquese la expresion (A+ B)? — A-(A+ B) — (B+ A) - B.
Empleando algunas de las igualdades obtenidas en el ejercicio anterior tenemos que:

(A+B)?-A-(A+B)— (B+A)-B
= A’4+B*+A-B+B-A—-A*-A-B-B>-A-B
= B-A-A-B.

3) Simplifiquese la expresion
—2.A'.B—(B'-A)' + [B'- A+ (A'- BY)".
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Tenemos que

—2. A" B—(B'- A)' + [B'- A+ (A"- B
— —Z-At-B—At-Btt—l-(Bt-A)t—l—((At-Bt)t)t
= —2-A""B-A"B+A"-B"+ A" B
A'.B'—2.A".B=A"-(B'-2-B).

4) Calcilense las matrices X, Y € My tales que verifican las siguientes igualdades:

1 -2
2-X-5.Y = 0 1 )

2 1
-X+3'Y = 3 3)

Si multiplicamos la segunda ecuacién por 2 obtenemos

1 =2

2-X-5.Y = 0 1 )
2 1\’
ey - o (2 0)

sumando ambas ecuaciones

(e ()6 Y

y finalmente, utilizando la segunda de las ecuaciones que tenfamos al principio:
2 1 15 0 2 1 13 -1
X=31- <3 3) B (18 21) a <3 3> B (15 18)'
5) Calcilense las matrices C1 y Cy que verifican:
11 2 0 11 2 0
a) (1 0)'01_(1 1)’ b)CQ'(l 0)‘(1 1) '

L - (11 .
Empleando el ejercicio 1 de la pagina 136 sabemos que la matriz (1 0) es regular y que su inversa es:

() -0 )

Puesto que la matriz es regular podemos despejarla obteniendo:
C_11*1.20_01.20_11
{1 0 1 1) \1 -1 1 1) \1 —-1)°
coo (2 0) (1 1\ _(2 0y (0 1)_(0 2
27\ 1 1o/ —\1 1) \1 —-1)"\1 0/
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4.7 Modelos matriciales basados en potencias de matrices

‘ Ampliacién de conceptos sobre potencias de matrices. Pagina 139

El producto y la potencia de matrices son fundamentales en el planteamiento de los modelos matriciales
mas importantes.

Supongamos que estamos estudiando un fenémeno en el que intervienen varias magnitudes a1, ao, .. ., ak
que varfan con respecto al tiempo. Si estudiamos ese fenémeno en varios periodos, n = 0 (perfodo inicial),
n =1, n = 2, etc., las magnitudes aq, aq, ..., a; irdn tomando distintos valores. Si disponemos en forma de
upla el valor de las magnitudes en cada periodo n, obtendremos una lista de k-uplas, Py, Py, ..., P, que
nos proporcionan la informacién del fenémeno en cada periodo.

Lo importante aqui seria poder calcular las k-uplas correspondientes a los periodos futuros de manera
que podamos predecir la evolucién del fenémeno. Es entonces cuando entra en juego el cdlculo de potencias
matriciales ya que en numerosas situaciones, si conocemos la situacién inicial del fenémeno, es decir, conoce-
mos la upla Py correspondiente al periodo inicial n = 0, podremos calcular la upla de un periodo cualquiera,
n, mediante una féormula del tipo

P, =A" - Py,

donde A es una matriz cuadrada de orden k que se denomina matriz de transicién y que gobierna los
cambios que experimenta el fenémeno de un periodo al siguiente.

[lustraremos mejor esto a continuacion mediante un ejemplo clasico de modelo matricial basado en la
potenciacion de matrices.

Ejemplo 95. Supongamos que en cierto sector comercial compiten tres empresas que llamaremos A, B y
C. De un ano a otro, los clientes de cada una de ellas deciden permanecer fieles o cambiar a alguna de las
otras. Se realiza un estudio sobre los movimientos entre las tres empresas y se observa que ano tras afio los
clientes muestran un comportamiento similar determinado por los datos de la siguiente tabla:

Los clientes | Los clientes | Los clientes
de A de B de C
Pasan a ser clientes de A 0% 10% 10%
Pasan a ser clientes de B 10% 60% 20%
Pasan a ser clientes de C 10% 30% 70%

Por ejemplo, vemos que cada ano el 80% de los clientes de A siguen siendo fieles a A, el 10% pasan a B y el

10% a C.

Supongamos ademds que en el ano en que comenzaron los estudios, la empresa A tenfa 210 clientes, B

tenia 190 y C, 320.

Vamos a plantear un modelo matricial para estudiar este problema. Suponiendo que el ano & = 0 es el

ano en que comenzo el estudio de los clientes de las tres empresas, llamaremos:

e A; = numero de clientes de la empresa A al cabo de k anos.

e B = numero de clientes de la empresa B al cabo de k anos.

e ('} = numero de clientes de la empresa C al cabo de k anos.

La informacién de cada ano la agruparemos en una upla columna que denotaremos como Py,

Ay
P, = | Bg
Ck
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Segun los datos del problema tenemos que Ag = 210, By = 190 y Cy = 320 con lo que

210
Py= 1190
320

Aplicando la tabla de transicion es ficil calcular los clientes que habra en cada empresa si conocemos los que
habfa el afio anterior. Asi, si en el ano k tenemos Ay en A, By en By Cy en C, en el ano k + 1 tendremos:

o Apy1 = 80% de Ap+10% de Brp+10% de Cj = 0.8Aj;, + 0.1By, + 0.1C}.
~——

clientes en A el ano k + 1

° Bk—i—l = 10% de Ak+60% de Bk+20% de Cy, = 0.1A; +0.6B;. + 0.2C}..
——

clientes en B el ano k + 1
° Ck+1 = 10% de AL+30% de Bp+70% de Ci, = 0.1A4; 4+ 0.3B), + 0.7C},
~——

clientes en C el afio k + 1

Escribiendo toda esta informacién en columna y empleando la definicién del producto de matrices, es facil
darse cuenta de que

0.84; + 0.1B; + 0.1C% 0.8 0.1 0.1 Ay 0.8 0.1 0.1
Piy1 =014, +06Br+02C;, | =101 06 02| -[Br] =101 06 02| P
0.1A; 4+ 0.3By + 0.7C}, 0.1 0.3 0.7 Ck 0.1 0.3 0.7
0.8 0.1 0.1
Llamando A = [ 0.1 0.6 0.2 ], en definitiva hemos probado que
0.1 0.3 0.7
Piy1 = AP;.
Tenemos por tanto,
P = AR
P, = AP
Py = AP
P, = AP
etc.

Entonces, si queremos calcular P, segin este esquema, puesto que los tinicos datos que conocemos son los
del afo inicial, es decir Py, tendremos que calcular primero P;, luego P, y P3 y finalmente P;. Ahora bien,
tenemos que

P, = AP, = A(APy)) = (AA)Py = A?P,.
P; = AP, = (empleando la ecuacién anterior) = A(AQPO) = (AA?)Py = A®P,.
P, = AP; = (empleando la ecuacién anterior) = A(A*Py) = (AA®)Py = A*R.

Luego empleando potencias de matrices podemos calcular P, sin necesidad de obtener previamente P,
Py, P, y P;. Enrealidad, es evidente que este proceso se puede aplicar iterativamente cuantas veces queramos

de modo que, en general,
) 15)

Lo que vemos aqui es que la distribucion de clientes en el ano k, Py, viene determinada por la distribucién
inicial, Py y la potencia k-ésima de A. La matriz A regula el paso de un ano al siguiente y es la matriz de
transicién para este problema.
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Puesto que conocemos la distribucion inicial de clientes, Py, podemos calcular facilmente la distribucién
en anos sucesivos. Para ello, calculamos varias potencias de A:

0.8 0.1 0.1\ /08 0.1 0.1 0.66 0.17 0.17
A2=44 = (01 06 02|01 06 02]=1016 043 0.27
0.1 03 0.7/ \0.1 03 0.7 0.18 04 0.56
0.8 0.1 0.1\ /0.66 0.17 0.17 0.562 0.219 0.219
A3 =A4%> = (01 06 02 0.16 043 0.27| =10.198 0.355 0.291
0.1 03 0.7/ \0.18 0.4 0.56 0.24 0.426 0.49
0.8 0.1 0.1\ /0562 0.219 0.219 0.4934 0.2533 0.2533
A*=A44% = (01 06 02 0.198 0.355 0.291 ] = | 0.223 0.3201 0.2945

0.1 0.3 0.7 0.24 0.426 0.49 0.2836 0.4266 0.4522

Empleando estos célculos con la ecuacién (4.5) tenemos que

0.8 0.1 0.1\ /210 219
P=AP, = |01 06 02] |19 = {199

0.1 03 0.7/ \320 302

0.66 0.17 0.17\ /210 225.3
Py=A4%Py, = [0.16 043 0.27 190 | = [ 201.7

0.18 04 0.56/ \320 293

0.562 0.219 0.219\ /210 229.71
Py=43Py, = [0.198 0.355 0.291 190 | = | 202.15

0.24 0426 0.49 320 288.14

0.4934 0.2533 0.2533\ /210 232.797
P, = AP, = 0.223  0.3201 0.2945 | | 190 | = | 201.889

0.2836 0.4266 0.4522/) \320 285.314

Después de realizar todas estas operaciones, es evidente que el obstaculo mayor lo supone el célculo de las
potencias de A debido a que no es una matriz diagonal. Hasta la potencia cuarta el calculo podria hacerse
de forma manual pero si quisiéramos potencias més altas como A2° 6 439, parece imprescindible recurrir a
otras técnicas. Por otro lado, una vez planteado este modelo surgen diversas cuestiones a resolver:

a) (Es posible estudiar la tendencia de futuro en la distribucién de clientes? M4s interesante
incluso que calcular los clientes en un ano concreto seria poder describir el comportamiento
futuro determinando si los clientes tienden a elegir con mayor prioridad alguna de las tres
empresas o si por el contrario se distribuyen de forma homogénea entre ellas.

b) ;Existen distribuciones de equilibrio? Por ejemplo, los presidentes de las tres empresas
podrian intentar ponerse de acuerdo para distribuir el mercado de clientes de forma que
permanezca constante de un ano para otro. Para ello, deberiamos escoger una distribucion
inicial de clientes

de manera que las distribuciones en anos siguientes, Py, P>, P3, etc. sean siempre iguales.
Si las distribuciones de clientes en el ano cero y en el ano uno son iguales tendremos que
Py = P, y como sabemos que P; = AP, deducimos que

|

Si encontramos una distribucién inicial, Py, que cumpla esta ultima condicién, no es dificil
comprobar que la distribucion en todos los afos sucesivos es siempre la misma ya que

Pl = APO:PO;
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P, = AP, — AP, = Py,
Py = AP, = AP, = Py,
P4 = AP?,:APO:POv

etc.

Por ejemplo si Ay = 600, By = 500, Cy = 700 entonces Py = (600,500,700) y es facil
comprobar que

600 600
APy =A 500 | = (700 ] = F.
700 500

Por tanto, puesto que se cumple la condicién APy = Py, en todos los anos siguientes ten-
dremos siempre la misma distribucién de clientes dada por la 3-upla (600, 500, 700).

¢) Si el niimero total de clientes es cada vez mayor o cada vez menor, serd imposible que el
numero de clientes de las tres empresas en anos sucesivos se mantenga constante. En tal caso,
los presidentes podrian llegar al acuerdo de que al menos los porcentajes de clientes para
cada empresa sean los mismos en todos los anos. Es sencillo probar que las distribuciones
de clientes en el ano inicial, Py, y en el ano uno, P;, representan los mismos porcentajes si
podemos encontrar A # 0 tal que P, = APy. Puesto que P, = AP, concluimos que

.

En este caso nos preguntamos por la forma de calcular el valor A y la distribucion inicial Fy.
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