Capitulo 3

Integracion de Funciones

Hemos visto que la derivada representa la tasa de variacién de una funcién. De ahi que luego podamos inter-
pretar la derivada de diferentes maneras como la velocidad de variacién de cierto fenémeno que evoluciona
con respecto al tiempo. En numerosas situaciones, es mas facil determinar la velocidad de crecimiento que el
valor total que alcanza una magnitud. En esos casos debemos idear mecanismos para, a partir de la funcién
de velocidad, poder deducir la funcién de valor total en cada instante. Aqui entra en juego el concepto de
integral indefinida y definida. En este caso la interpretacion geométrica para la integral definida como el area
encerrada por una funcién, nos llevara también a distintas aplicaciones del concepto en distintos contextos.

3.1 Integracién indefinida

La integracion es el proceso inverso a la derivacién. Dada una funcién f(x), podemos calcular su derivada
f'(z). Ahora lo que pretendemos es calcular una funcién F(x) cuya derivada coincida con f(z), es decir,
F'(z) = f(x). Es lo que en la siguiente definicién llamamos primitiva de f(z).

Definicién 1. Dado un conjunto D C R y una funcion f : D — R, llamamos primitiva de f a cualquier
funcion derivable, F : D — R, tal que
F'(z) = f(x), Vz € D.

Ejemplo 2. Dada la funcién f(x) = x, podemos calcular distintas primitivas:

2 2 .132
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—+3, F = — —10.
5 + 3, h(x) 5
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Es evidente que F'(z) = F{(x) = Fj(z) = .

Se puede demostrar que cualquier funcién continua tiene al menos una primitiva. De forma mds concreta
tenemos la siguiente propiedad:

Propiedad 3. Dada f : (a,b) — R continua, siempre existe F : (a,b) — R derivable tal que

F/({E) = f(z), Vz€ (a,b).

Por tanto, el conjunto de funciones para las que existe primitiva es amplio e incluye a todas las funciones
elementales, a todas las funciones obtenidas por composiciéon u operacién de funciones elementales y a las
funciones definidas a trozos que sean continuas.
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En realidad, en el Ejemplo 2 vemos que una misma funcién tiene infinidad de primitivas pero todas
ellas deben seguir un patrén comun. Si F(x) y G(x) son primitivas de la misma funcién, f(x), entonces en
todo punto tendremos

G'(z) = f(x) = F'(z) = (G- F)(z) =0.

Pero si una funciéon tiene derivada cero, debe ser una constante asi que
Gz)—Flx)=CeR=Gx)=F(z)+C.

De este modo, fijada una primitiva F'(z), todas las demés se obtienen aniadiéndole una constante tal y como
sucede en el Ultimo ejemplo. Esto mismo aparece reflejado con més precision a continuacién.

Propiedad 4. Sea I C R un intervalo y una funcion f: I — R, entonces, si la funcion F : I — R es una
primitiva de f, se tiene que

G : I — R es una primitiva de f < G =F + C,

donde C € R.

Por tanto, dada f(z), la representacién de todas sus primitivas serd de la forma
F(z)+ C,

donde C es una constante que puede tomar cualquier valor. A esa representacién uniparamétrica (aparece
un tnico pardmetro) es lo que llamamos integral indefinida en la préxima definicién.

Definicién 5. Dado un intervalo I C R y la funcion f : I — R, llamamos integral indefinida de f y la

notamos
/f de ¢ /f(x) dx

a cualquier formula uniparamétrica que nos permite, dando valores a su pardmetro, al cual llamaremos
constante de integracion, obtener todas las primitivas de la funcion f.

Obsérvese que, dada una funciéon f : I — R, si conocemos una de sus primitivas, F, entonces teniendo
en cuenta lo anterior la integral indefinida de f serd

/fda:zF+C,

siendo C' la constante de integracién.

Ejemplo 6. Consideremos la funcién f(z) = x definida en todo R. Es evidente que la funcién

1
F(z) = Ea:Q

es una primitiva de f. Entonces, la integral indefinida de f sera
Lo
x dr = 3% + C.

Si en la expresién anterior damos valores reales al pardmetro C' podemos obtener todas las primitivas de la
funcién f(z) = .

Dada una funcion f : I — R derivable en el intervalo I, es claro que

/f’(x) dr = f(z) + C.
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3.2 Calculo de la integral indefinida

Si bien hemos visto en la seccién anterior que toda funcién continua tiene una primitiva y por tanto integral
indefinida, el cédlculo explicito de esa primitiva no siempre es sencillo. El célculo de la integral indefinida
de una funcién es un problema complicado que exige el conocimiento, en primer lugar, de las derivadas de
todas las funciones elementales y de las reglas de derivacién y, en segundo lugar, de métodos especificos
para la integracion de funciones mas complicadas. El conocimiento de las propiedades de derivacién y de las
funciones elementales nos permite obtener las siguientes reglas de integracién que, a fin de cuentas son la
traducciéon directa de las propiedades vistas en el Capitulo 2:

e Dadas las funciones f,g: I — R, definidas en el intervalo I, se cumple que:

*/(f+g)da::/fdx+/gda:.
*/k-fdx:k./fdx.

e Dadas f: I - Ry g:J— Rtales que f(I) C J, se tiene que

/ d(F(@) - (@) de = (g0 )(x).
° /x” dx = %Hm"H—FC, Vn € N.
° /xa dr = %Hm(”'l +C, Va e R—{-1}.

1
° /ekx dx:%ekx—l-c, VEk € R — {0}.

1
Mdy = ———ak* R - R.
. /a dz Fos(a)” +C, VkeR-{0},ac€

o /% dx = log(x) + C.
o /cos(x) dx = sen(x) + C.
sen(x = —cos(x) + C.

o2 ( = tan(z) + C.

-/
=
/ Vi-2 dx = arcsen(z) + 07/ \/1_7_1—332 dx = arccos(z) + C.
e
-/

5 dx = arctg(z) + C.
cosh(z) dz = senh(x) + C.
° /senh(x) dx = cosh(z) + C.

Es evidente que no toda funcién se ajusta a alguna de las que aparecen en la lista anterior. Para esos
casos hemos de idear mecanismos que permitan reducir la integral de cualquier funcién a la integral de las
funciones que acabamos de ver. Para ello emplearemos fundamentalmente dos métodos: La integracién por
cambio de variable y la integracién por partes.
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Integracién por cambio de variable

Consideremos la integral indefinida de la funcién f,

/f(x) dx

Esta integral aparece expresada en términos de la variable z. Sin embargo podria ser interesante expresarla
en funcién de otra variable que esté relacionada con x mediante cierta férmula. Supongamos que la variable
t esta relacionada con la variable x mediante la ecuacion

p(t) = ¢(x).

Derivemos esta expresion mediante la siguiente regla mnemotécnica en la que introducimos el diferencial con
respecto a t, dt, y el diferencial con respecto a x, dx,

o' (t)dt = ¢ (x)dx.
Si reunimos estas dos igualdades obtenemos dos ecuaciones,

o(t) = o(x),

¢'(t) dt = ¢/(x) dw

a través de las cuales podemos despejar x en funcién de ¢ y dx en funcién de dt y t para posteriormente
sustituir los resultados obtenidos en la integral que pretendemos calcular. Se resuelve la integral en funcién
de la variable t y luego se deshace el cambio.

Ejemplos 7.
1) Calcular /(2x + 1)6””2”’ dx.

2 t=x°+x
itz _ _ t _ it
/(Zm—i—l)e de = (dt (2m+1)dx:>dx—2xj_l>_/e dt =¢"+C
_ deshaciegdo el _ it ‘C
cambio

dx.

1
2) Calcular / m
/ I S

zy/1 — Ln?(x)
sen(t) =Ln(z) = t=arcsen(Ln(z)) xcos(t) dt

- <cos(t) t:%dx = dx = xcos(t) di >_ 21— sen2(z)

_ cos(t cos(t)dt _ /dt 4 C— < deshaciendo el > — arcsen(Ln(z)) + C.

Vi Cos2 cos(t) cambio

Integraciéon por partes

El método de integraciéon por partes se basa en la propiedades de derivacién del producto de funciones.
Sabemos que



/U@%g@ﬂdw:/U%m-m@+f@%d@Ddwj/f@%mmdw+/f@%dwﬁm

de manera que uniendo las dos igualdades

/f@»g@wm+/jww¢@wm=f@wam+c

de donde
/f@wymwm:f@wgmwi/f@wmmdx+c

y finalmente, incluyendo el parametro de integraciéon, C, en la integral indefinida del segundo miembro,
hemos demostrado la siguiente:

Propiedad 8. Sean f,g: I — R funciones derivables en el intervalo I, entonces
[ @) 9@ do = f@) - gta) - [ £'a) - g(a) da.

La propiedad anterior no se utiliza directamente sino a través del siguiente esquema que se denomina
método de integracién por partes para el cdlculo de la integral [ f(z)g(z)dx:

_ ) o= | B = 1@ @) = @)
Jige g ae= [t venas={ SO0 = 10210 w |

=u(z) =v'(x)

_( usando la
~ \ propiedad

) =u(x) -v(z) — /u’(m) ~v(z) dz.

Ejemplo 9.

/xlog(x) dr = B = B

V=1 v= [z dr=1a?
1 22 2 2 2
= —x%og(m)—/—% dx:%log(x)——/x dx:—log(x)—z—f—c

El método de integracion por partes se puede aplicar para obtener la integral de funciones del tipo

p(x) - f(x),

donde p(z) es un polinomio y f(z) es una funcién logaritmica, exponencial o trigonométrica. En tales casos es
posible que sea necesario aplicar la integracion por partes sucesivamente para obtener el resultado. También
es indicado el uso del método de integracién por partes para el calculo de la integral del producto de una
funcién trigonométrica por una exponencial.

Ejemplos 10.
1) Calcular /(m2 +a—1)e" dx.

/(m2+x—1)e“’ dx =
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u:x2+x_1 ’U,/:2.T/'+1 2 x
{v/:e’c :>U:f€xda?=6x 7(x +$—1)€
z Ju=2z+1 u' =2
_/(2;54-1)@ dx{v'ze’” = U:fe”datze’”}

=(2®+z—1)e" - ((23: +1)e” — /26’” dx)

=@z —1)e" -2z +1)e” +2¢° +C = (2% — 2)e” + C.

2) Calcular /log(m) dx.
Véase que
log(z) =1 -log(x)

y tenemos el producto de un polinomio de grado 0 (p(z) = 1) por una funcién logaritmica (f(x) = log(x)),
con lo que aplicaremos integraciéon por partes como sigue:

/log(x) de =
u = log(x) =1

1
= = = zlog(z) — / e dx

v =1 v=[ldr=ux
= zlog(z) —x + C.

3) Calcular / 2 cos(x)dx. Tenemos el producto de un polinomio, p(z) = x, por una funcién trigonométrica,
f(z) = cos(z). Resolveremos integrando por partes:
u=ux u' =1
/ x cos(z)dx = =
v" = cos(z) v = [ cos(z)dz = sen(x)

= zsen(z) — /Sen(x)dx = zsen(z) + cos(z) + C.

4) También podemos emplear el método de integracién por partes para calcular la integral del producto de
una funciéon exponencial por una trigonométrica. En este caso serd necesario aplicar integracion por partes
dos veces para poder despejar la integral deseada. Veamos un ejemplo.

u = cos(z) u' = —sen(x)
= = = e” cos(z) + /e”sen(m)dm
v = e v= [e"dx = e”
u = sen(x) u’ = cos(x)
= =
v =e" v= [e"dr =e"

= e cos(x) + e“sen(x) — /ez cos(x)dx

En definitiva, tenemos que

/e’” cos(z)dx = €” cos(x) + e"sen(x) — /e’” cos(x)dz
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y observamos que en ambos miembros de la igualdad hemos obtenido la integral que pretendiamos calcular.
Entonces, sera suficiente despejar para obtener

/e” cos(z)dx = % (e” cos(z) + e”sen(z)) + C.

Veremos a continuacién una relacion de técnicas que nos permiten resolver ciertos tipos especificos de
integrales usando para ello los dos métodos que acabamos de ver, cambios de variable e integracién por
partes, en diferentes puntos.

3.2.1 Integrales inmediatas
Cuando, para la resolucién de una integral, podemos aplicar directamente alguna regla de integracion proce-

dente de la tabla que hemos visto en la pdgina 83, decimos que tal integral es una integral inmediata. A
continuacién enumeramos algunos tipos de integrales inmediatas de interés:

Integrales inmediatas de tipo potencial
Son integrales que pueden facilmente transformarse hasta la forma

/ F(@)f (@) de = —— f(2)o* 4 €,

a+1

Ejemplos 11.
1) Calcular /x2(3x3 + 14)3. Tenemos que

1 — 343 11
/x2(3x3+14)3 = §/9352(33:3+14)3 de = ( 7(@) f’x 1 ) =51 (32% + 14)* + C.

z—1
((x— 1)2—|—4)2

e S N DY 2 fl@)=(z-1)* +4
/<<x_1)2+4)2d 5[ 20D -0 (f'(:c):z(x—l) >

11 —1 -1

dz. En este caso procederemos como sigue

2) Calcular /

3) Calcular /cos(a:) -sen®(x) dz. Tenemos que

/ cos(z) - sen’(z) dz — ( ﬁfiiﬁ)isiﬁs@) ) - isen‘l(x) el

4) Calcular /x——12 dx.
((x —1)2+4)

el S N B PN 2 (@) =(z—1)*+4
/<<x_1)2+4)2d 5[ 20D -0 (f'(:c):z(x—l) >



L) = s+

N =

5) Una integral del tipo / mdx con n > 1 puede resolverse como sigue:
1 1 _ flz)=Az+ B
—_ = — | AA B) "dx =
1Az 4B 1 1 LC
A —n+1 ~ A(-n+1) (Az + B)»! '
Por ejemplo,
1 1 1 -1
/ O =17 T 9 (<6) 9z —1)° 540z —1)° |

Cuando n = 1 no es posible resolver la integral empleando este método y hay que recurrir al tltimo
apartado de esta seccién en el que se tratan las integrales inmediatas de tipo logaritmico.

6) Calcular la integral / mm: con n > 1. Tenemos:
/ x dr = 1 / Az + B — de
(Az + B)» A (Az + B)»

_ 1/;61 _E/;d
T A) e+ Bt T A Az B

Ahora, la integral [ mdx puede resolverse siguiendo el ejemplo anterior y podemos hacer los mismo
para [ W siempre que n—1 > 1. Cuandon—1 =1 (es decir, cuando n = 2), como hemos mencionado
antes, tendremos que resolver como se indica en el apartado dedicado a integrales logaritmicas.

Integrales inmediatas de tipo exponencial

Son integrales que pueden ajustarse a la forma

[ £1@af s = a1 0

gla

Ejemplos 12.

1) Para [ sen(z)e“*® dz. Resolvemos como sigue:

/Sen(gg)ecos(x) dr = —/_Sen(x)ecos(x) dr — ( ;Sx) = cos(z) ) — ¢cos(®) 4 (.

(x) = —sen(z)

2) Calctilese /x2 ST g,

/x2-7x3+5 dm:%/3x2.7x3+5 do = ( f($£—$3+5) L5 o
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Integrales inmediatas de tipo logaritmico

Son integrales en las que aparece una funcién dividiendo a su derivada. Son del tipo

F@) e
/f(@ dz = log(f(x)) + C.

Ejemplos 13.
1) Calcular /tan(x) dx.

/tan(m) dx = —/ —sen(z) dz = ( jz,(x) = cos(z) ) ) = —log(cos(z)) + C.

cos(z) (x) = —sen(z

42% + 622 + 1
24+ 203+ —1

dx. Tenemos que

2) Obténgase /

/ 423 + 622 + 1 dx_<f(x):x4+2x3+x—1

_ 4 3 _
P B (@) = 42° + 62% + 1 >1og(x +2z°+ax—1)+C.

3) Calculemos la integral / dx para ciertas constantesA, B € R.

1
Ar+ B

! _ 1 A ( fl@)=Az+B\ 1
/Ax—i—de_Z/Ax—f—de_(f’(x)—A )—zlog(AHBHC-

Por ejemplo,

1 1
de = -1 .
/3m+6x 30g(3x+6)+C

x
4) Calcular / P Bdm.

/ T d _1 Arxr+B—-B _1 Ax—l—Bd B/ 1 d
Az + BT A Az+B T A) a+BY A) az+BY
X

B

3.2.2 Integracion de funciones racionales (sélo raices reales en el denominador)

Una funcién racional es una funcién del tipo %, donde p(x) y ¢q(z) son dos polinomios.

Para calcular [ %dm, la idea es expresar la funcién racional % como suma de fracciones simples. Ello

lo hacemos siguiendo los pasos que indicamos a continuacién en dos casos distintos:

a) Célculo de /wdx cuando grado(p(x)) > grado(q(x)).

q(x)
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Si grado(p(x)) > grado(g(xz)) efectuamos la divisién de p(x) entre ¢(x) de manera que obtengamos un
resto r(z) de grado inferior al de ¢(x). Esquemdticamente tenemos:

o) _ )
B ()+q($

~—

grado(r(z)) < grado(q(z))

Posteriormente efectuaremos la integral de la expresién obtenida,

/(%ﬂ+§%)dx:/g@Mx+/g%¢x

Vemos que aparece la integral del polinomio s(z) que es ficil de calcular. También aparece la integral de la
funcién racional % pero ahora tenemos que el grado del numerador (grado de r(z)) es menor que el grado

del denominador (grado de ¢(z)). Para resolver esta tdltima integral procedemos como se indica en el caso
b).

Ejemplo 14. Calcular la integral

dx.

/x4—2x3—7x2—|—21x—12
3 —bx2 4+ 8x —4

Se trata de la integral de una funcién racional. Puesto que el grado del numerador es mayor que el del
denominador dividiremos ambos polinomios:

a2t — 2% — T 421z —12 |2 =522+ 8z —4

T z+3
Es decir,
ot =22 — 7o 4+ 21x —12
3 — bx2 + 8x — 4 n
T
:x+3+m3—5m2+8x—4
y por tanto

/x4—2x3—7x2+21x—12_
3 —ba2 +8x —4 a

x
= d d
/(x+3) x+/x3—5x2+8x—4 i

—ﬁ+3+/ - d
T2 . B bt +8r—4 "

Queda pendiente de resolver la tltima integral en la que aparece una funcién racional pero ahora con grado
del numerador inferior al grado del denominador.

b) Célculo de /wdx cuando grado(p(x)) < grado(q(x)).

q(x)
Si grado(p(x)) < grado(g(z)) descompondremos la funcién racional en una suma de fracciones simples
en la forma

f(CL')ZM251+SQ+"'+Sk.

q(x)

Para determinar cudles son las fracciones S, So,... Sk seguimos los siguientes pasos:
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1. Calcularemos todas las soluciones de la ecuacion polinémica

q(z) = 0.

Ejemplo 15. Siguiendo con el Ejemplo 14, para resolver la integral que quedé pendiente, igualaremos

a cero el denominador
22— 522+ 8 —4=0

y calcularemos las soluciones de la ecuacién asi obtenida. El cédlculo de estas soluciones lo hacemos
empleando el método de Ruffini como sigue:

1 -5 8 —4
1 1 -4 4

1 -4 4 [0
2 2 -4

1 -2 [0
2 2

I o

Obtenemos la solucién x = 2 dos veces (es decir x = 2 con multiplicidad 2) y la solucién x = 1 una vez
(z =1 con multiplicidad 1).

2. Por cada solucion real, o € R con multiplicidad k£ € N, anadiremos a la descomposicion de la funciéon
racional el siguiente grupo de fracciones simples

A A A
r—a (r—a)? (x —a)k’

Véase que si hay multiplicidad de k anadiremos k fracciones simples para la solucion a.

Los coeficientes Ay, As, ..., A son, en principio, desconocidos y deberan ser calculados una vez sepamos
todas las fracciones simples que intervienen en la descomposicion de la funcién que estamos integrando.

Ejemplo 16.
1) Continuando con el ejemplo 15, veamos qué fracciones simples anadiremos para cada solucién:

e La solucion o = 2 tiene multiplicidad 2. Para ella anadiremos dos fracciones simples,

A As
r—2 (w22

e La solucién « = 1 tiene multiplicidad 1. Para ella anadimos una sola fraccion simple,

As
x—1

Hemos estudiado las fracciones a anadir para cada solucién. Reuniremos todas ella para obtener la
descomposicién en fracciones simples de la funciéon que intentdbamos integrar:
x A1 A2 A3

m3—5m2+8m—4:x—2+(a:—2)2+a:—1'

(3.1)

Los coeficientes Ay, As y Az han de ser calculados ahora. Teniendo en cuenta que

A1 AQ AB o
x—2+(m—2)2+x B

-1
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Aj(z —2)(z — 1) + Aa(z — 1) + Az(z — 2)?
(=220 — 1)

y que
23— 522 + 8z —4 = (v —2)%(x — 1),

la ecuacién (3.1) nos lleva a que

v = Az —2)(z — 1)+ Ag(z — 1) + Az(z — 2)2

Dando distintos valores a la variable = en la igualdad anterior obtenemos un sistema de ecuaciones del
que despejaremos dichos coeficientes:

r=1= 1:A3
r=2= 2:A2
r=0= O:2A1—A2+4A3

Resolviendo este sistema obtenemos las siguientes soluciones:
Ay =—1, Ay =2, A3 =1.

Por tanto, sustituyendo estos valores, la descomposicién en fracciones simples es

x —
23 — b2 +8x—4
—1 2 1

:x—2+(x—2)2+a:—1'

La integral de todas la fracciones simples que aparecieron puede realizarse empleando métodos indicados
anteriormente. Asi, la primera y la tercera son inmediatas de tipo logaritmico y la segunda es inmediata
de tipo potencial. Asi pues,

et
23 — b2 +8x—4

- _/5”/@—12)”/;1

= —log(zr—2)—2(z— 2)_1 +log(z—1)+C.

3.3 Integral definida

La integral indefinida de una funcién f(z) es, mas una constante de integracién, una primitiva de la funcién
F(z). Si tomamos un intervalo (a,b) en el que estd definida la funcién f(x) definiremos en esta seccién lo
que se denomina integral definida de f(x) entre a y b. Mientras que la integral indefinida es una funcién (la
funcién primitiva), la integral definida serd un nimero.

Por sus importantes aplicaciones la integral definida es una herramienta fundamental en matematicas
y otras disciplinas. La relacién entre la integral definida y la indefinida queda establecida en algunos de
los resultados mas importantes del analisis matematico como el Teorema Fundamental del Calculo, regla de
Barrow, etc. El estudio de esos resultados se escapa de los objetivos del curso pero nos basaremos en ellos
para dar una definicién sencilla de integral definida.

Veamos a continuacion la definicién precisa de integral definida.

Definicion 17.
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i) Sea f : D — R una funcién real y sean a,b € R, a < b, tales que (a,b) C D. Supongamos que f es
continua y acotada en (a,b) y que existe una funcién F : [a,b] — R continua tal que es derivable en
(a,b) y que Vz € (a,b)

Fl(x) = f(),

es decir, F' es una primitiva de f en (a,b). Entonces llamamos integral definida de f entre a y b al
numero real dado mediante

b
/ f(x) de = F(b) — F(a).

1) Sea f : D — R una funcidn real, sean a,b € R, a < b, tales que (a,b) C D y supongamos que f es
acotada en (a,b) y continua en (a,b) excepto a lo sumo en los puntos a = xg < 21 < T3 < -+ < Xy =b
entonces llamamos integral definida de f entre a y b al numero real dado mediante

/abf(x) dxz/:f(a:) dx+/:f(x) dx+---+/g::1f(a:) da.

Definimos la integral definida de f entre b y a como

/baf(x) di — —/abf(a:) da.

Dada f: D — R acotada y dado a € R definimos la integral definida de f entre a y a como

/:f(a:) di = 0.

b
La diferencia F(b) — F(a) suele denotarse como [F(z)]% con lo que tenemos / f(x)dz = [F(2)]®

a a*

Con esta definicién las propiedades clasicas de la integral definida surgen de forma inmediata. En par-
ticular el Teorema Fundamental del Célculo serd consecuencia de la definiciéon y de la Propiedad 77 del
Capitulo 2 para la derivacién de funciones definidas a trozos. Asimismo, la férmula del cambio de variable
es una consecuencia directa de la regla de la cadena para la derivacién de funciones.

Propiedades 18.

i) Sean f,g: D = R ya,beR, a<b, tales que (a,b) C D, de modo que f y g estin en las condiciones del
apartado i) de la Definicién 17 para dicho intervalo, entonces:

b b b
I Va,ﬁeR,/(af+ﬁg) dxzoz/ f(x)dx+6/ (@) da.

b c b
2. Ve € [a,b], / f(x) da:z/ f(z) da:—l—/ f(z) dx.
3. (Teorema Fundamental del Cdlculo) Si consideramos la funcion
ta,b] - R

Pl
F(a:)z/ £1) dt

entonces F' es una funcidn continua en [a,b] y derivable en todos aquellos puntos x € (a,b) en los
que [ es continua, teniéndose en tales casos que

4. Si modificamos la funcion f en un conjunto finito de puntos, el valor de su integral entre a y b
no varia.
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ii) Sea f :[a,b] = R continua en [a,b] y derivable en (a,b) entonces
b
| @ do= 10) - 1@,

iii) (Formula del cambio de variable) Sean f : [a,b] = R y g : [c,d] — [a,b] en las condiciones del apartado
i1) de la Definicién 17 para sus respectivos dominios. Supongamos que g es derivable en [c,d], entonces

g(d) d
z)dr = g (x)dzx.
/g I / Fo(@)d ()

3.3.1 Aplicaciones de la integral definida
Calculo del area a partir de la integral definida

La integral definida entre dos puntos permite calcular el area encerrada por la funcién sobre el intervalo
determinado por ellos.

Propiedad 19. Dada la funcion f: (a,b) — R en las condiciones del apartado i) de la Definicién 17, el
drea comprendida entre el eje y = 0, las rectas verticales x = a y x = b y la grdfica de la funcion f se calcula

mediante la integral definida
b
/ f(z)dx

de modo que si | es positiva en (a,b) dicha integral proporcionard el drea con signo positivo y si | es negativa
lo hard con signo negativo.

Como se indica en la propiedad, puesto que fab —f(z)dx = — ff f(z)dz, sila funcién f es negativa, la
integral definida entre a y b proporcionara el valor del area pero con signo negativo. Ello debe ser tenido en
cuenta a la hora de trabajar con funciones que cambian de signo.

Dadas dos funciones f, g : [a,b] — tales que
f(z) = g(z), Vz € [a,b],

podemos hacer uso de la tultima propiedad para calcular el drea, A, comprendida entre las gréficas de ambas
funciones.

Es claro que A serd la diferencia entre el drea que queda bajo f y la que queda bajo g. Por tanto,

a-f ' flaye - / " g (a)da = / '(F(a) — g(@)da.

A este respecto, nuevamente es preciso tener en cuenta los posibles puntos de corte entre las funciones f y
g que podrian hacer variar el signo de la integral anterior.
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Ejemplos 20.

1) Calculemos el drea encerrada entre la funcién f(z) = 2% — 822 + 192 — 12 y el eje x sobre el intervalo
[0, 5]. Si representamos la funcién f(z) en el intervalo indicado obtenemos la gréfica

-10

El drea encerrada por la funcién serd por tanto la regiéon que aparece sombreada en la siguiente figura:

-10

Sabemos que el area encerrada por una funcién en un intervalo se calcula realizando la integral definida de
la funcién en ese intervalo. Sin embargo, observamos en ambas gréficas que la funcién f(z) presenta varios
cambios de signo en el intervalo [0, 5] por lo que no podremos calcular el drea directamente realizando la

integral
5
/ f(x)dx.
0

Debemos determinar en primer lugar en qué intervalos es positiva o negativa la funcién. Si bien en este caso
es posible observar a simple vista en la representacién grafica de f(z) los intervalos en los que es positiva o
negativa, no siempre dispondremos la grafica de la funcién por lo que procederemos como si no contaramos
con ella.

De este modo, debemos determinar cuando
f@)>0 y fl@)<o.
Para ello comenzamos resolviendo la ecuacién f(x) = 0, es decir,
23— 822 + 192 — 12 =0.

Si aplicamos el método de Ruffini es facil comprobar que las soluciones de esta ecuacion son x =1, z =3y
x = 4 que dividen al intervalo [0, 5] en cuatro subintervalos

95



y sabemos, como consecuencia del Teorema de Bolzano (véase la pagina 39), que dentro de cada uno de esos
intervalos la funcién f(z) no puede cambiar de signo. Basta entonces comprobar el signo de la funcién en
un punto de cada intervalo para deducir que

Por tanto, en los intervalos (0,1) y (3,4) la integral definida proporcionara el drea encerrada por la funcién
f pero con signo negativo. Para calcular el area correctamente debemos cambiar el signo al resultado de la
integral definida sobre estos dos intervalos. De este modo obtendremos el valor exacto del drea encerrada
por f(x) sobre el intervalo [0, 5] como sigue

érea:—/Olf(a:)da:+/13f(a:)da:—/34f(a:)da:+[15f(a:)dx.

Puesto que la integral indefinida de f(z) es

1 8 19
/f(a:)da: = /(az:3 — 822 + 192 — 12)dx = Za:‘l - gmg + 73:2 — 1224+ C,
finalmente tenemos
area = — lx‘l— §x3—|—§x2 — 12z 1 + 1x4— §x3—|—§x2 — 12z 3— lx‘l— §x3+ £x2—12x '
|4 3 2 o L4 3 2 14 3 2 5
5
1, 84 19, 133 59 8 5 37
Sat - St a? 12| = = 2 2 2 2D 11,0833,
+{4x 3x+2x xL D 12+3+12+12 0833
2) Calculemos el drea comprendida entre las funciones f(x) = 22 — 2z + 2 y fo(x) = —2% + 42 — 1 sobre

el intervalo [1,3]. Sabemos que el drea comprendida entre ambas funciones se obtiene mediante la integral
definida

3
/1 (f1(2) — fala))dz.

Sin embargo, nuevamente hemos de tener en cuenta los posibles cambios de signo que vendran determinados
por los cruces entre las dos funciones. En este caso hemos de determinar si

fi(z) = f2(x) <0 6 fi(z) — fo(x) >0
y para ello comenzamos resolviendo la ecuacién f1(x) — fo(x) = 0, es decir,
2?2 =20 4+2—(—2*+42-1)=0% 22> —62+3=0.

Aplicando la férmula para la ecuacién de segundo grado comprobamos que las soluciones de esta ecuacién
son

x =323 — 0.6339
x = 355 — 93660

De estas dos soluciones solamente la segunda estd en el intervalo [1, 3] que nos interesa dividiéndolo en dos

34v8) y (3443 3)

subintervalos, (1, . Nuevamente es suficiente comprobar un punto de cada uno de estos

intervalos para deducir que

fi(z) = fa(x) < 0 en (1, 3+2‘/§).
fi(x) = fa(z) > 0 en (3542 3).
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De modo que obtendremos al area deseada compensando el signo negativo de la integral definida en el primer
intervalo como sigue:

3+2\/§ 3
frea = — / (1) — fale))dz + / (f1(2) — fa(w))dx
1 3+2\/§
3+V3 3
2 2 2 . 2 2
——{—x3—3x2+3x] +[—x‘3—3x2—|—3x] :—+£+£:—+\/§:2.3987.
3 ) 3 sy 3 2 2 3

Si observamos la gréfica de ambas funciones en el intervalo [1, 3] y la regién que ellas delimitan, podemos

comprobar que efectivamente se cortan en el punto % del intervalo [1, 3] con lo que es necesario cambiar
el signo de la integral definida en el primer subintervalo tal y como aparece en la gréfica.

fi(z)

fa(z)
fi(x) = fa(z) >0

Calculo de la funcién de valor total a partir de la funcién de velocidad

Ya comentdbamos al principio de este Capitulo que en muchas ocasiones se dispone de la funcién que
determina la velocidad de cierto fenémeno pero no de la funcién de valor total o acumulado. En tales
circunstancias el apartado ii) de la Propiedad 18 permite recuperar la funcién de valor acumulado si
disponemos de algiin dato inicial.

Supongamos que cierto fenémeno que evoluciona a lo largo del tiempo esta determinado por una magnitud,
M(t), de la cual conocemos su velocidad de variacién, v(t), en cada instante. Supongamos ademds que
sabemos que en el instante ¢y dicha magnitud tomaba un valor My. Tratamos de determinar quién es la
funcién M(t) a partir de la siguiente informacién:

{ M(t) = (),
M(f,o) = Mo.

Utilizando el apartado i) de la Definicién 18 tenemos que
t t t
M'(t)dt = M(t) — M (tg) = M(t) — My = / v(t)dt = M(t) = My +/ v(t)dt.

to to to

Esta tltima identidad nos proporciona el dato, en principio desconocido, del valor M (t) en cualquier instante.

Ejemplo 21. Se realiza un estudio sobre las basuras que se generan en cierta ciudad durante el primer mes
del ano. Supongamos que la funcién B : [0,30] — R dada por
32
B(t)=———+3t+30
®) 200 4 ot
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proporciona la cantidad de basuras producidas en el dia ¢, medida en toneladas. Tenemos entonces que B(t)
expresa en toneladas/dia la velocidad de produccién de basura que tuvimos el dia ¢t. Puesto que la funcién
B(t) proporciona valores diferentes para los distintos dias, la velocidad de produccién de basuras habra ido
cambiando de un dia a otro. Supongamos que inicialmente (ty = 0) la cantidad de basuras acumuladas en
el vertedero publico era de 3200 toneladas. Pretendemos calcular ahora la funcién M (t) que proporcione la
cantidad total de toneladas acumuladas en el vertedero hasta el dia t. A raiz de los comentarios anteriores
tenemos que

t t 3 2 4 3 t
T T x x 3z
M(t) = M, B(z)dxr = 3200 — — — 43 30 | dz = 3200 - — 4+ —+30
(t) O+/to (z)da +/0(200 Tt )a: +[800 5t T 7
4 B 342 4 B 342
= 32 - — 4 — t— = — - — 4+ — t 2
3200 + (800 5 + 5 + 30 0> %00 12 + 5 + 30t + 3200.

Por ejemplo, el dia ¢t = 15 la cantidad de basuras acumuladas en el vertedero serd igual a
M(15) = 3769.53

mientras que en el dia ¢ = 30 tenemos
M(30) = 4212.5.

Calculo del valor medio de una funcién

Dada una funcién f : [a,b] — R, en principio positiva, sabemos que la integral

/ab f(x)dx

es el drea que encierra la funcién sobre el intervalo [a, b]. Podemos preguntarnos si es posible encontrar una
funcién constante g(x) = k que encierre en el mismo intervalo la misma drea que la funcién f. Tenemos que
el area para g es

/abg(x)dx = /ab kdw = [kt)° = k(b — a).

Si queremos que encierre la misma area que f debe cumplirse que

(b—a):/abf(x)dx:lczﬁ/abf(a:)dx

Por tanto la funcién constante g(z) = f f(z)dx, encierra la misma area que f(x). Dicha constante es
lo que suele llamarse valor medio de la f cién f.

Definicién 22. Dada una funcion f : [a,b] — R, llamamos valor medio de la funcion a la cantidad

b
el G

Ejemplos 23.

1) En el Ejemplo 21 vimos cémo la funcién B(t) proporcionaba la velocidad de produccién de basuras en
toneladas/dia para el dia ¢. La velocidad media durante los primeros 30 dias (durante el primer mes del ano
sobre el que se realizo el estudio) serd

1 30 1 B g2
Velocidad media = Valor medio de B(t) = 30-0 B(t)dt = %/ (2—00 -1 +3t+ 30) dt
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1 [ B 32 30
— | 2 4 30t]  =33.75.
|50 13 5 T30 ) 33.75

2) Durante los 365 dia de un ano, el saldo de cierta cuenta bancaria viene dado por la funcién

L:[0,365 = R
L(t) = 1000 + 1000 cos (2xt)

de modo que L(t) son los euros que habia en cuenta en el dia t. El saldo medio de dicha cuenta sera el valor
medio de la funcién L(t) en el intervalo [0,365] que calculamos del siguiente modo:

1 805 1000 [0 27
Promedio de [ = ———— L(t)dt = —— 1 “—t))dt
romedio de 365—0/0 (t) 365 J, ( +cos(365 ))
365
1000 365 o
=—— |[t4+ = ¢ = 1000.
365 { o Sen<365 ﬂo

Por tanto, el saldo medio de la cuenta es de 1000 euros.

El interés variable compuesto continuamente

Existen numerosas situaciones en las que el interés que rinde cierto capital varia a lo largo del tiempo. De
hecho, hipotecas, fondos de inversién, etc. con interés variable son todos ellos productos que ofrece cualquier
entidad financiera.

Supondremos ahora que tenemos cierto capital inicial Py en una cuenta que abona un interés que no es
fijo. El interés, I, variara a lo largo del tiempo de modo que en realidad lo que tendremos es una funcién
I(t) que proporciona el interés (supondremos que en tantos por uno) en cada afo ¢. Pretendemos entonces
calcular la férmula para la funcién P(t) que arroja el capital acumulado hasta el ano t.

Estudiando la relacién que existe entre la funcién de capital P(¢) y la funcién de interés I(t), se puede
demostrar que

P(t) = Pyelia 10| (3.2)

que es la férmula para el capital sujeto a un interés compuesto continuamente, variable, I(t), (en tanto por
uno) cuando el capital en el ano inicial ¢t es Pp.

El interés que estudiamos en este apartado es compuesto ya que los capitales recibidos como intereses
pasan a su vez a producir nuevos intereses para los anos siguientes. Ademds es compuesto continuamente ya
que el pago de los intereses se produce de forma continuada. En el caso del interés variable pagado en un
nimero determinado de perfodos (en lugar de continuamente) no es posible obtener féormulas sencillas como
ésta que hemos conseguido aqui.

Ejemplos 24.

1) Invertimos 1000€ en un fondo de inversién que ofrece interés variable compuesto continuamente. FEl
interés inicial del fondo es del 3% anual y cada ano se incrementa en un 0.5%. Calcular el capital que
recibiremos al cabo de 5 anos.

Evidentemente, en este caso el interés es variable ya que inicialmente tenemos un 0.03 por uno de interés
que se incrementa en un 0.005 anual. Es evidente que para calcular el interés en el ano ¢ podremos aplicar
la féormula

0.03 + 0.005 X t
=~ —— ~

Interés inicial  Incremento anual  Afos transcurridos

Por tanto,
1(t) = 0.03 + 0.005¢.
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Puesto que no sabemos en qué ano concreto se realizé la inversion, para simplificar aceptaremos que ésta
se realizé en el ano ¢y = 0. Entonces, si aplicamos la férmula (3.2), el capital vendrd dado por

P(t) = 1000 - efJ(0.03+0.005t)dt = 1000 - 60.031‘/-‘1-0.005%.
Por tanto, pasados 5 anos el capital sera

« 52
P(5) = 1000 - 293:5+0:005% — 1936.77€

2) Cierta cuenta bancaria paga un interés variable compuesto continuamente. El capital acumulado en esa
cuenta viene dado por la funcién

P(t) = 1500 - 001+,
1 Qué interés hemos recibido cada ano?. ;jEn concreto qué interés obtendremos al tercer ano?.

En este caso conocemos la funcién de capital P(t) y debemos calcular la funcién de interés I(t). Para
ello recurriremos a la férmula (3.3):

2 !
o — P’(t) B (1500.60.01(t+1) ) B 1500 - 0.01 - 2(t—|— 1) . 60.01(t+1)2
1) = P()  1500-0-01(+1)? 1500 - €0-01(¢+1)2

=0.02(t 4 1).

Asi pues, la funcién de interés es I(t) = 0.02(¢ 4 1) y mediante ella calculamos el interés en el afio tres,
1(3) = 0.02(3+ 1) = 0.08,

o lo que es lo mismo, un 8%.

3.4 Material Adicional

3.4.1 Integracién de funciones racionales (caso general)

‘ Ampliacién de conceptos sobre integracién de funciones racionales. Pagina 89 ‘

Como ya dijimos en la subseccién 3.2.2, una funcién racional es una funcion del tipo %, donde p(z) y

q(z) son dos polinomios.

Comenzamos viendo varios casos de funciones racionales que pueden ser integradas de forma sencilla:

1) Integrales de la forma

1 x
e i e

Ya hemos visto que estas integrales pueden resolverse como integrales inmediatas de tipo potencial
o logaritmico.

1
2) Integral del tipo / ——— dx. Resolveremos haciendo un cambio de variable para
(x —a)? + b?
transformala en la integral inmediata [ 1+%dm = arctan(z) + C (estd en la tabla de la pdgina
83). Veamoslo:

1
| e o=
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= Z—a 1 1 1 1
t:% x:>dx—bdt):b_Q/—t2+1bdt:5/—t2+1 dt
arctg() = deshaciendo el _l . T—a

arctg cambio —bacg b ‘

) x
3) Integral del tipo /m

métodos para integrales inmediatas de tipo logaritmico. Para ello hacemos lo siguiente:

x
g =
/(x—a)2+b2 v
r—a-+a r—a 1
S A S — 4
/(x—a)2+62 v /(a:—a)2+b2 x+a/(x—a)2+b2 *

Ahora bien, la integral [ de puede calcularse como en el apartado 2) y la integral

1 1
dmz—/ida:
/b2 (2= a>2+1) ) (z2) 41
1
b

dx. Puede resolverse utilizando el apartado anterior y los

i (”de es de tipo logaritmico ya que,

e < Fo ey > = Jlox((r—)* +1) 40

A partir de estas integrales sencillas podemos intentar resolver otras integrales racionales mas complejas.
Anélogamente a como hicimos en la subseccién 3.2.2, para calcular [ %dm, la idea es expresar la funcion

racional % como la suma de fracciones simples de las que aparecen en los apartados 1), 2) y 3) que

acabamos de ver. Ello lo hacemos siguiendo los pasos que indicamos a continuacién en dos casos distintos:

a) Célculo de /%dx cuando grado(p(x)) > grado(q(x)).

Si grado(p(x)) > grado(q(z)) efectuamos la divisién de p(z) entre g(z) de manera que obtengamos un
resto r(x) de grado inferior al de ¢(z). Esquemdticamente tenemos:

grado(r(z)) < grado(q(z))

Posteriormente efectuaremos la integral de la expresién obtenida,

/(mw%) dmz/s(m)dm+/%dm.

Vemos que aparece la integral del polinomio s(z) que es ficil de calcular. También aparece la integral de la
funcién racional ;(i)

(grado de r(z)) es menor que el grado
del denominador (grado de ¢g(z)). Para resolver esta tltima integral procedemos como se indica en el caso

b).

Ejemplo 25. Calcular la integral

/ 28 — 925 + 302* — 3323 — 2522 + 692 — 28 .
25 — 1024 4+ 3923 — 7222 4+ 622 — 20

101



Se trata de la integral de una funcién racional. Puesto que el grado del numerador es mayor que el del
denominador dividiremos ambos polinomios:

2% — 92° 4+ 302* — 3323 — 2522 4+ 692 — 28 | 2® — 102* 4 3923 — 7222 4 622 — 20

x* — 1522 + 272 — 8 z+1
Es decir,
25 — 925 + 302* — 3323 — 2522 + 692 — 28 B
x5 — 1024 + 3923 — 7222 + 622 — 20
iy xz* — 1522 + 272 — 8
=z
2% — 1024 + 3923 — 7222 4 622 — 20
y por tanto

25 — 925 + 302* — 3323 — 2522 + 692 — 28 B
x5 — 1024 + 3923 — 7222 + 622 — 20
x* — 1522 + 272 — 8
= 1)d d
/(H ) x+/x5—10x4+39x3—72x2—|—62x—20 v
B x* — 1522 + 272 — 8

1'2
_ d
2 +x+/x5—10x4+39x3—72x2+62x—20 v

Queda pendiente de resolver la tltima integral en la que aparece una funcién racional paro ahora con grado
del numerador inferior al grado del denominador.

b) Célculo de %dx cuando grado(p(x)) < grado(q(x)).
x
Si grado(p(x)) < grado(g(z)) descompondremos la funcién racional en una suma de fracciones simples

en la forma

f(x)—%—51+52+-~'+5k,

donde las expresiones S, Sa,....S; son del tipo indicado en los apartados 1), 2) y 3) de esta subseccién.
Para determinar cuéles son las fracciones Sy, So,.. .Sk seguimos los siguientes pasos:

1. Calcularemos todas las soluciones reales y complejas de la ecuaciéon polinémica

q(x) = 0.

Ejemplo 26. Siguiendo con el Ejemplo 25, para resolver la integral que qued6 pendiente, igualaremos
a cero el denominador

2° — 102" + 392° — 722° + 622 —20 =0
y calcularemos las soluciones de la ecuacién asi obtenida. El calculo de estas soluciones lo hacemos
empleando el método de Ruffini como sigue:

1 -10 39 -72 62 -20
1 1 -9 40 —42 20

1 -9 30 —42 20 [0
1 1 -8 22 =20

1 -8 22 —-20 [0
2 2 —-12 20

1 -6 10 [0

102



Obtenemos la solucién = 1 dos veces (es decir = 1 con multiplicidad 2) y la solucién = = 2 una
vez (z = 2 con multiplicidad 1), quedando sin resolver el tramo de la ecuacién que corresponde al
polinomio 22 — 6z + 10. Por tanto, para encontrar todas las soluciones, debemos resolver por tltimo,

22— 6x+10=0.

Aqui podemos aplicar directamente la férmula para encontrar las soluciones de una ecuacién de segundo
grado y obtendremos las soluciones complejas & = 3414 con multiplicidad 1 (es decir x = 3+iy x = 3—1
ambas aparecen una sola vez). En definitiva hemos obtenido las siguientes soluciones:

r=1, con multiplicidad 2,
T =2, con multiplicidad 1,
x =3+, con multiplicidad 1.

. Por cada solucién real, o € R con multiplicidad k& € N, anadiremos a la descomposiciéon de la funcién
racional el siguiente grupo de fracciones simples

Ay n A T A
r—a (r—a)? (x —a)k’

Véase que si hay multiplicidad de k anadiremos k fracciones simples para la solucién «.
Los coeficientes A1, Ao, ..., Aj son, en principio, desconocidos y deberan ser calculados una vez sepamos
todas las fracciones simples que intervienen en la descomposicion de la funcién que estamos integrando.

. Por cada par se soluciones complejas, a & bi con multiplicidad k£ € N, anadiremos a la descomposiciéon

los sumandos
Ml—l—NlJ? M2+N2x Mk—ﬁ-Nkl‘

(x —a)? +0? ((a:—a)2+b2)2 ((:E—a)2—|—b2)k,

otra vez, tantos sumandos como indique la multiplicidad de la solucion.

Nuevamente los coeficientes My, Ny,..., My, Ni son desconocidos y se calculan después de haber
anadido las fracciones simples correspondientes a todas las soluciones.

Ejemplos 27.
1) Continuando con el ejemplo 26, veamos qué fracciones simples anadiremos para cada solucién:

e La solucion o = 1 tiene multiplicidad 2. Para ella anadiremos dos fracciones simples,

A A2
1 (x —1)2

e La solucion a = 2 tiene multiplicidad 1. Para ella anadimos una sola fraccién simple,

As
x—2

e La pareja de soluciones complejas o = 3 & ¢ tiene multiplicidad 1. Todo ntimero complejo es de

la forma a + bi. En este caso a = 3 y b = 1. Anadiremos una fraccién del tipo %, es decir,
Mx+ N
(x—3)24+1

Hemos estudiado las fracciones a anadir para cada solucién. Reuniremos todas ella para obtener la
descomposicién en fracciones simples de la funciéon que intentdbamos integrar:
x — 1522 + 272 — 8 B
25 — 102* + 3923 — 7222 4+ 622 — 20

103



o A1 T A2 T A3 T Mzx+ N
Crx—-1 (@-12 -2 (r-3)2+1

Los coeficientes Ay, As, A3, N 'y M han de ser calculados ahora. Para ello daremos distintos valores a
la variable x para obtener un sistema de ecuaciones del que despejaremos dichos coeficientes.

r=0= —A1+A2—&+%:%

= _1 _ A &_i N-M _ 49
S D R T
r="2= AT T TS T ags
r=3= AidiaigyynN=1
o A YA, Ay, N—3M _ 143
r=-3= 11t~ 5 T 73 = 3960

Resolviendo este sistema obtenemos las siguientes soluciones:
Ay =-2, Ag=—1, A3 =1, M =2, N=—1.
Por tanto, sustituyendo estos valores, la descomposicién en fracciones simples es

xt — 1522 + 272 — 8 _
25 — 1024 + 3923 — 7222 + 622 — 20
-2 1 1 27 — 1

Tr o1 @1 2 wo3E il

La integral de todas la fracciones simples que aparecieron puede realizase empleando métodos indicados
anteriormente. Asi, la primera y la tercera son inmediatas de tipo logaritmico, la segunda es inmediata

de tipo potencial y la tltima se ajusta a los casos 2) y 3) que vimos al principio de esta subseccién.
Asi pues,

/ x* — 1522 + 272 — 8 B
25 — 1024 + 3923 — 7222 + 622 — 20

N _Q/xil_/(x—ll)2+/xi2+2/(3?—;2"'1

= —2log(x — 1)+ (z — 1)~ +log(z — 2) + 5arctan(z — 3)
+log ((x—3)*+1) +C.

2) Calcular la integral

/xB—m2+29
— dx.
2 —4x+9

El grado del numerador es mayor que el del denominador asi que efectuaremos la divisién de uno entre

el otro
23 —22 429 |22 —4z+9
3r+ 2 r+3
de manera que
/x3—x2—|—29
—— dx =
2 —4x+9
3xr+ 2 x? 3r + 2
= 3+ ——— ) de=—+3 — dx.
/(m—f— +a:2—4a:+9> T + x+/x2_4x—|—9 ‘

Para calcular esta ultima integral obtendremos las raices de la ecuacién
2 _
=4 +9=0
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que al ser una ecuacién de segundo grado se resuelve ficilmente siendo sus soluciones z = 2 4+ /5i
y = 2 —/bi ambas complejas y de multiplicidad 1. Por lo tanto la funcién racional a integrar se
descompondré en la forma

3r+2  Mzx+N ([ M=3)\  3zv+2
w2 —4x+9 (z-22+5 \ N=2 ) (z-2)2+5

de manera que

/ 3r+2 do —
2 —4x+9 N

B 3r+2 - 3(x—2)+38 .
_/(x—2)2—|—5d _/(x—2)2—|—5d

r—2 8
3/(x—2)2+5 x+/($—2)2—|—5 v

3 9 8 x—2
:§log((x—2) +5)+Earctg< 7 )+C.

Finalmente tendremos que

2% — 2% +29 z? 8 r—2\ 3
S T = —arct 2] —2)? .
/x2—4$+9 % 2+3x+\/3arcg< >—|—20g((x )2 +5)+C

3.4.2 Integracion por cambio hasta una integral racional

Ampliacién de técnicas de integracién. Pagina 92

Denotaremos mediante R(a) y R(a,b) a cualquier expresién que se obtiene mediante suma producto y
divisién de las expresiones a y/6 b y de constantes.

Ejemplos 28.
1) La expresion

log®(z) 4 2log?(z) + 1
log®(z) — 1

es una expresién de tipo R(log(z)) ya que se obtiene mediante operaciones de suma, producto y divisién en
las que intervienen log(x) y valores constantes.

2) La expresion
cos?(x) + 2zcos(r) + =
1+ 22 4 2cos?(x)

es una expresién de tipo R(z, cos(z)) ya que se obtiene sumando multiplicando o dividiendo las expresiones
x, cos(x) y valores constantes. Sin embargo no es una expresién de tipo R(z) ni de tipo R(cos(x)).
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Para resolver la integral
[ Rin@)1 @) d.

donde h(z) puede ser alguna de entre
a®, a>0
efl’
log(z)
arccos(x)
arcsen(x)
arctg(x

efectuaremos el cambio
t = h(x).

Nota. Una integral del tipo [ R(e”) dx también se puede resolver utilizando el método anterior.

Ejemplos 29.
T 2z

1) Calcular e e dx.
er —1

Se trata de la integral de una expresién del tipo R(e®) y por lo tanto tomaremos el cambio t = e* en el

siguiente modo:
e 621
e te do —
e’ —1

T x\2 _ T _ 2
_ [ (t=e s a=logt) ) _ [t
er —1 dr = ;dt t—11¢

1+1¢ 2
/t—ldt /(+t_1> dt =t+2log(t — 1)+ C
_ ( deshaciendo el

cambio

) =e" 4 2log(e” — 1)+ C.

1 — 2arcsen(z) — arcsen?(z)
V1—a2(1+ arcsenQ(x))2

En la integral anterior aparece una funcién del tipo R(arcsen(x)) por lo que haremos el cambio t =
arcsen(x):

2) Obténgase

1 — 2arcsen(z) — arcsen?(z)

dz =
V1 —22(1 + arcsen? (x))2

t = arcsen(x) 1-9f_¢2 .
_(dt_\/ﬁdf”id‘”_vl_ﬁdt)_ VI—22(1412)2 " Lot di

(12—t 2(t — 1) 1
- [ara = [ (Grer - mie) @

—2¢ 1 1
_/(1+t2)2 dt+2/(1+t2)2 dt_/1+t2 dt
—(t2+1)1+2< t +larctg(t)> —arctg(t) + C =

2(1+1¢2) 2
_ ( deshaciendo el ) arcsen(x) + 1

t+1

1&2+1’LC

. =—"F—+4C.
cambio 1 + arcsen?(x) N
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3.4.3 Integracion de funciones trigonométricas

Ampliacién de técnicas de integracién. Pagina 92

Estudiaremos en esta seccion el calculo de integrales del tipo

/R(cos(x),sen(x)) dx,
donde la expresion R tiene el significado que se indica en la pagina 105. Para resolver esta integral tenemos
tres opciones posibles en funcién de las propiedades que tenga la expresion R:
i) Se dice que la expresién R es impar en sen(zx) si se verifica que
R(cos(z), —sen(x)) = —R(cos(z), sen(x)),

lo cual se produce generalmente cuando en R aparecen potencias impares de sen(x). Entonces uti-
lizaremos el cambio:

cos(x) =t = x = arccos(t)

-1
dr = ——=dt
V1—1t2

y ademads tendremos que

cos?(x) +sen?(z) = 1 = sen(x) = /1 — cos?(x) = [sen(x) = /1 — 2.

Ejemplo 30. Calctlese /senS(x) cos?(z) dx.
Tenemos la integral de una expresién del tipo
R(sen(x), cos(z))

que es impar en sen(x) (las potencias de sen(z) que aparecen son impares). Aplicando el cambio
anterior conseguimos:

/ sen® () cos’ () dz —

:(cos(x):t):/<\/1—t2)3t4\/%:—/(x/l—t2)2t4 dt

0
:—/(1—t2)t4 dt:—/(t4—t6) dt ==~ =+C
B ( deshaciendo el > cos’(x)  cos®(z)

cambio - 7 N 5 +C.

ii) Se dice que la expresién R es impar en cos(z) si se verifica que
R(— cos(z),sen(x)) = —R(cos(z),sen(x))

lo cual se produce generalmente cuando en R aparecen potencias impares de cos(z). Entonces uti-
lizaremos el cambio:

sen(z) =t = x = arcsen(t)
1
dr = ——dt
Vi

y ademas tendremos que

cos?(z) +sen?(z) = 1 = cos(z) = /1 —sen2(x) = | cos(x) = /1 — 12|
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1
Ejemplo 31. Resolver la integral / dx.
¢

os(z)
Tenemos que
1

cos(z)

es una expresion del tipo R(cos(z),sen(z)) impar en cos(z) (las potencias de cos(x) que aparecen son
impares) y por lo tanto utilizaremos el cambio sen(z) = t:

/Fl(m)dm:

:(sen(x):t):/#L:/L2 dt

VI—82V/1-¢2 11—t

1 1 1 1 1

=) at==1 1) = = log(t — 1
/2(t+1 t—l) dt 5 og(t+1) 5 og(t—1)+C

i 1 1
_ ( deshaciendo el ) — Zlog (sen(x) + ) +C.

cambio 2 sen(z) — 1

iii) Independientemente de que la expresiéon R sea par o impar en sen(z) 6 en cos(x) siempre podremos
aplicar el siguiente cambio que se denomina usualmente cambio general

t = tan (g) = x = 2arctg(t)

2dt

de = ——
. 14¢2

Utilizando las férmulas trigonométricas habituales, de las ecuaciones del cambio se deducen las siguien-
tes expresiones para cos(z) y sen(z):

1—¢2

COS(J)) = ]_—|——t2
2t

Sen(x) = ]_—|——t2

! d
1+ cos(z) + 2sen(x) *

Ejemplo 32. Calcular/

/ ! dz
1+ cos(z) + 2sen(x)

(t . (m)) /‘ 1 2dt L/ 1+¢2 2dt
= = tan — = G -
2 1418 4020 ] 442 1412 +1—82+4t1+¢2

1+t2 1+¢2
2dt dt 1
/2+u /1+% 5 log(1+26) +C
deshaciendo el 1 T
— < cambio ) = ilog (1+2tan (5)) + C.
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3.4.4 El area como integral definida

Ampliacién del cédlculo del area a partir de la integral definida. Pagina 94

En el apartado 3.3.1 expusimos como, a partir de la integral definida, podemos calcular el drea de una
regién plana. Nos disponemos ahora a demostrar aquel resultado.

La definicion del concepto de area ha constituido un problema de envergadura a lo largo de la historia de
las matematicas. Nosotros no profundizaremos en el aspecto matematico de esa cuestién y nos contentaremos
con admitir que existen ciertos subconjuntos, A C R?, a los cuales se les puede asociar un nimero, drea(A),
que llamaremos area verificando las siguientes propiedades:

e El drea del recinto encerrado por un rectangulo cuyos lados miden I y Iz es el producto
ly - la.

e Si AC B, drea(A) < drea(B).
e Si AN B =), area(A U B) = drea(A) + drea(B).
Consideremos una funcién f : (a,b) — R en las mismas condiciones del apartado i) de la Definicién 17.

Admitiremos que la funcién f(z) es positiva en todo el intervalo (a,b). Para cada punto = € (a,b), llamemos
A(z) al drea encerrada por la funcién y las rectas verticales que pasan por el punto inicial a y por x.

S

Es evidente que para cada valor de = € [a,b), el drea A(x) serd diferente, ademds, podemos aceptar que
A(a) = 0 ya que cuando x = a la anchura de la banda considerada serd nula y que A(b) es el drea total sobre
el tramo (a,b). En definitiva, A es una funcién que depende de = definida en el intervalo [a, ],

A:la,b] = R
A(x) = drea encerrada por f en el tramo [a, z].

Tomemos un punto zg € [a,b] y comprobemos si la funcién A(x) es derivable en ese punto. Para ello,
debemos estudiar el limite
Ax) — Az
lim 7( ) ( O).
T—x0 T — X9
Puesto que la funcién f es continua, tenemos que

lim () = f(z0).

Tr—rx0o

Entonces, elegido € € R, es posible encontrar un tramo a izquierda y derecha de xq, digamos (zo — 4, xo+0),
en el que los valores de la funcién no se salen de la banda marcada por el intervalo (f(z¢) — €, f(zo) + €).
Tomemos x € (xg — J, ¢ + 0) dentro de ese tramo y observemos la grafica correspondiente,
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Es evidente que A(xg) es el drea del tramo de la gréfica con sombreado méas oscuro. Por su lado, A(z)
corresponde al area del tramo oscuro junto con el area del tramo sombreado en color més claro. La diferencia
entre A(z) y A(zo) es justamente ese tramo sombreado en color claro que por tanto tendrd drea igual a
A(z) — A(zo). Es inmediato que dicho tramo estd contenido en el rectangulo de base el intervalo (zg, z) y de
altura f(zp)+e¢ y que al mismo tiempo contiene al rectdangulo con base (xg, x) y altura f(z¢) —e. Aplicando
las propiedades que antes hemos fijado para el drea tendremos que

rectangulo de zona de rectangulo de
area base (xo, ) y < drea | sombreado | < drea base (xo, ) y
altura f(xg) — ¢ claro altura f(xo) +¢
I
(f(z0) — &)@ — o) < A(z) — A(z0) < (f(20) +€)(x — 20)
U
A(z) — Az
f(@o) —e < Alz) - Alzo) < flzo) +e.
r — X

Puesto que esta misma demostracion es valida para € tan pequeno como deseemos, no es dificil deducir de
aqui que

T—rTo T — 2o

= f(x0)-

Puesto que z es cualquier punto de [a, b], obtenemos dos conclusiones:

e La funcién A(z), que mide al drea en el tramo desde el punto a hasta el punto z, es derivable
en [a,b].

e La derivada de la funcién A(x) es
A'(z) = f(x), = € [a,b].
Por tanto, A(x) es una primitiva de f(x). Si aplicamos la Definicién 17, sabemos que
/ f(@)dz = A(z) — A(a).

Puesto que A(a) = 0 finalmente deducimos que

Az) = / " fw)da

y la integral definida entre dos puntos proporciona el area encerrada por la funcién sobre el intervalo deter-
minado por ellos.

Con ello hemos demostrado la propiedad que expusimos en el apartado 3.3.1:
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Propiedad 33. Dada la funcion f : (a,b) — R en las condiciones del apartado i) de la Definicién 17, el
drea comprendida entre el eje y = 0, las rectas verticales x = a y x = b y la grdfica de la funcion f se calcula

mediante la integral definida
b
[ s
a

de modo que si f es positiva en (a,b) dicha integral proporcionard el drea con signo positivo y si f es negativa
lo hard con signo negativo.

3.4.5 El interés variable compuesto continuamente

Ampliacién de las aplicaciones de la integral definida. Pagina 99

En el apartado 3.3.1 expusimos cudl era la férmula para calcular la funcién P(t) que arroja el capital
acumulado hasta el ano t, suponiendo que tenemos cierto capital inicial Py en una cuenta que abona un
interés variable I(t) (en tantos por uno) en cada ano t. Pretendemos ahora demostrar dicha férmula.

Para comenzar, estudiaremos la relaciéon que existe entre la funcién de capital P(¢) y la funcién de interés
I(t). Para ello, preguntémonos primero que interpretacién tendria P’(t). Sabemos que P’(t) serd la velocidad
de crecimiento en el siguiente sentido

P(t) = capital acumulado en euros euros

t = ano

} = P'(t) = velocidad de crecimiento en —
ano

Por tanto, P’(t) indica cudntos euros crece el capital en cuenta por afo cuando estamos en el afio ¢t. Podemos
deducir entonces que justamente en el ano t el incremento de capital que recibiremos en la cuenta debido a
los intereses serd justamente P’(t). De este modo,

e Capital en la cuenta en el ano ¢: P(t).

e Cantidad ingresada por intereses en el afo t: P'(t).

Pero si conocemos el capital en cuenta y la cantidad ingresada por intereses, es facil calcular el tipo de interés
segun la férmula,

capital ingresado por intereses

Tipo de interes en tanto por uno = TR IENE
capital inicial

En consecuencia,

) . - capital ingresado por intereses en el afio t  P’(t)
Interés recibido en el ano ¢t = - — - = .
capital inicial en el afio ¢ P(t)

Ahora bien, el interés recibido en el afio t es I(t) asi que finalmente tenemos

I(t) = 5. (3.3)

Esta tdltima férmula nos permitiria calcular la funcién I(t) ficilmente a partir de la funcién de capital P(t).
Sin embargo, si lo que conocemos es la funcién de interés I(t), para calcular el capital P(t) deberemos recurrir
a la integral definida como veremos a continuacion.

Es sencillo aplicar la regla de la cadena para comprobar que

_ P
- P

(log(P(1)))’
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con lo que, empleando (3.3),
(log(P(t)))" = I(1).

Supongamos que sabemos que en un instante inicial ¢o, el capital en cuenta es Py (es decir, P(tg) = Pp). Si
ahora calculamos la integral definida entre ¢y y ¢, en la expresion anterior tendremos

/ (log(P(1)))’ dt — / I(t)dt

to to

y empleando el apartado ii) de la Propiedad 18 obtenemos

lox(P(1) = Tog(P(to)) = | It)ar

Pretendemos despejar P(t) asi que tomaremos el nimero e elevado a ambos miembros de la igualdad en la

forma .
elog(P(1)—log(P(to))  _ efto I(t)dt

elog(P®)  p(y)
 elos(P(t0))  P(tg)

y puesto que P(tg) = Py llegamos a que
P(t) _ efj‘o I(t)dt
Py ’

de donde finalmente obtenemos

P(t) = Poeffto I(t)dt :

que es la férmula para el capital sujeto a un interés compuesto continuamente, variable, I(t), (en tanto por
uno) cuando el capital en el ano inicial ¢g es Pp.
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