Capitulo 6.
Diagonalizacion.



1 Proceso de diagonalizaciéon

La mayoria de los calculos se simplifican si las matrices son
diagonales.

ai bl
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Sera interesante, por tanto, disponer de métodos que permitan
obtener formas diagonales para una matriz cualquiera.

A > D

v diagonalizacién V. ’

Matriz cualquiera Matriz diagonal

de manera que podamos recuperar para A las operaciones que
de forma mas sencilla realicemos sobre D.

Definicion 1. Dada A € M,,, decimos que es una matriz
diagonalizable si existe C' € M,, reqular tal que la matriz

D=C1A.C

es una matriz diagonal. En tal caso diremos que la matriz
C diagonaliza a la matriz A y la llamaremos matriz de paso.



Propiedades 2. Sea A € M,, una matriz diagonalizable tal
que

D=C"1' A-C

donde C.D € M,,, siendo D una matriz diagonal y C' una
matriz reqular. Entonces:

1) [Al = |D].

i) A" =C-D"-C~', n e N. En particular, si A es reqular
esta propiedad es también vdlida paran € Z, n < 0.



4 —4 2
Tomemos A= | -3 5 =2
—9 12 =5



4 —4 2

Tomemos A= [ -3 5 —2
-9 12 =5
4
Esv = | 3| vector propio?

0



4 —4 2

Tomemos A= [ -3 5 —2
-9 12 =5
4
Esv = | 3| vector propio?
0



4 —4
Tomemos A= [ —3 5
—9 12
4
Esv = | 3| vector propio?
0
4
Al3
0

Es A = 3 valor propio?

2
—2
-5



4 —4 2

Tomemos A= [ -3 5 —2
-9 12 =5
4
Esv = | 3| vector propio?
0
4 4
Al3]l=A1[3
0 0

Es A = 3 valor propio?
A — M3| =2 —5A+4X7 — )\



Dada una matriz A € M,,«,, para diagonalizarla hemos de
encontrar la matriz de paso C' y la diagonalizacién D. Para ello
realizaremos las siguientes consideraciones:

e Supondremos que los vectores columna de la matriz de paso
C son vy,..., v, € R" es decir,

C = (U1|U2| ce |?}n),

Yy que

e La matriz C' debe tener inversa y por tanto

det(C') # 0 < {v1,v9,...,v,} es base de R".
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e s facil comprobar que
A-C=A-(v|vg]...|v,) = (Avi|Avy|. .. |Av,)
y también que
C'- D = (M| Aavs| ... [Ayup).

e Si la matriz C' diagonaliza a A siendo D la diagonalizacion
entonces, teniendo en cuenta el punto anterior,

D=C'" A CsA-C=C-D
S (A’Ul‘AUQ‘ . |A’Un) = ()\1’01‘)\2’UQ| . ‘)\nvn>

( A?Jl = )\1’01

<:>< A‘Ug : )\2’02

Av, = A\,

\
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Por tanto, si encontramos una base de vectores de R",

{Ul, V9, ... ,”Un},
tales que
( A’Ul = )\1?}1
< A’UQ = )\2’02
\ Av, = A\,
entonces la matriz A es diagonalizable con C' = (vq|vs| ... |v,) ¥y
A1
A2
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Definicion 3. Dada A € M,, llamamos:

e valor propio de A a cualquier numero real A € R tal
que existe algun vector no nulo, v € R", tal que

A-v=)\.

e vector propio de A asociado al valor propio A a
cualquier vector v € R" tal que

A-v= ).

e subespacio propio de A asociado al valor propio \
al conjunto de todos los vectores propios de A asoctados
al valor propio A,

Vi={veR"/A -v= v}
Tal conjunto V) es un subespacio vectorial de R".

Los conceptos de vector y valor propio tienen importantes in-
terpretaciones en distintos modelos matriciales iterativos en los
que determinan las posiciones de estabilidad de un sistema.
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Ejemplo 4. Recordemos el ejemplo de tres empresas A, By C
que competian en un mismo sector comercial. De un ano al otro

los clientes cambiaban de empresa segun el siguiente esquema

Los clientes | Los clientes | Los clientes
de A de B de C
Pasan a A 80% 10% 10%
Pasan a B 10% 60% 20%
Pasan a C 10% 30% 70%

Llamemos A,,, B, v C,, a la cantidad de clientes en A, By C
respectivamente en el ano n y agrupemos estos tres datos en el
vector de distribucion de clientes para el ano &,

Ay
By,
Ck

P =

Vimos entonces que

P, = A*P,,
donde
0.8 0.1 0.1
0.1 0.6 0.2
0.1 0.3 0.7

A:
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Nos preguntamos si sera posible encontrar una distribucion de
los clientes entre las tres empresas que sea estable. Podemos
entender la estabilidad en dos sentidos:

e Podriamos intentar que el nimero de clientes en cada empresa
fuera el mismo de un ano para el siguiente. Sabemos que la
distribucién del ano siguiente se calcula mediante AP, por
tanto queremos que

APy =F,.
En otras palabra, necesitamos que P, sea un vector propio
de A para el valor propio A =1 (APy=1-F).

e Otra alternativa seria conseguir que, aunque las cantidades de
clientes en cada empresa no sean exactamente las mismas de
un ano para otro, al menos guarden las mismas proporciones.

APy = \P,,

para algin A € R. O, lo que es lo mismo, necesitamos que
Py sea un vector propio de A asociado al valor propio .
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Para comprobar si A es un valor propio de A hemos de encon-
trar un vector, v € R" no nulo, tal que

A-v= ).
4
Esv = [ 3| vector propio?
0
4 4
Al3]l =X|3
0 0

Es A = 3 valor propio?
A — A5l =2 — B +4X% = \°
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Para comprobar si A es un valor propio de A hemos de encon-
trar un vector, v € R" no nulo, tal que

A-v=\v.
Ahora bien,
A v=wec A v-— =0 A-v—-A,,-v=0

S (A=A, -v=0,
4 4
A3 =X][3
0 0

Es A = 3 valor propio?
A — A5l =2 — 5\ +4X% — \°

17



Para comprobar si A es un valor propio de A hemos de encon-
trar un vector, v € R" no nulo, tal que

A-v= ).
Ahora bien,
A v=wec A v-— =0 A-v—-A,,-v=0
S (A=A, -v=0,

Por lo tanto, si llamamos A = A — MI,,, lo que habremos de

encontrar es un vector no nulo v = (1, To, ..., x,) € R" tal que
I 0
A=Y
T 0

Es A = 3 valor propio?

A — M3| =2 —5X+4X% = )\
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Para comprobar si A es un valor propio de A hemos de encon-
trar un vector, v € R" no nulo, tal que

A-v=)w.
Ahora bien,
Av=wecA v-— =0 A-v—-A,,-v=0
s (A=A, -v=0,

Por lo tanto, si llamamos A = A — MI,,, lo que habremos de

encontrar es un vector no nulo v = (x1, x9, ..., x,) € R” tal que
I 0
A=Y
T, 0

A es valor propiode A< dv e R", v #£0, tal que A-v = v
X1

s A = 0 es indeterminado < |A| = 0

T
s |A— M, =0.
A — A5l =2 — 5\ +4X% — \°
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Llamemos V) al conjunto de todos los vectores propios de A
asociados al valor propio A. De todo el razonamiento anterior se
extrae que

Vi ={veR"/A -v=)v}

I 0
i) 0

= {v=(21,22,...,m,) ER"J(A=AL)- | " | =1|.|}
Tn 0

por lo que V), es un subespacio vectorial con ecuaciones implicitas
dadas en forma matricial por

I 0
Vi=(A-an)- |72 =Y
T 0

Esta es la técnica basica para el calculo de valores y vectores
pPropios.
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Propiedad 5. Dada A € M,,:
i) Se verifica que
A € R es valor propio de A < |A— \I,,| =0

y, st A € R es valor propio, entonces V) es el subespacio
vectorital de R" dado mediante

I 0
Vi=(A-an)- |72 =Y
Ty, 0

y por lo tanto
dim(V)) = n — rango(A — A1,).

i) Supongamos que A, Ao, ..., A\ € R son valores propios
de A distintos entre si. Entonces, si By es base de V),
By es base de 'V),,..., By es base de V), se tiene que

H=BUB,U---UBy
es un conjunto independiente.

1) Si A € R es un valor propio de la matriz A y v € R" es
un vector propio de A asociado a A entonces

APy = N,
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Definicién 6. Dada A € M, llamamos polinomio carac-
teristico de la matriz A al polinomio

p<)‘> — |A - )\]n| S ]P)n<>‘>
y llamamos ecuacion caracteristica de la matriz A a la ecuacion
p(A) = 0.

Nota. De todo lo expuesto anteriormente se deduce que:

e Los valores propios de una matriz, A € M, son las solu-
ciones de su ecuacion caracteristica.

e Una matriz se podra diagonalizar si encontramos una base
formada exclusivamente por vectores propios.
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Ejemplo 7. Calculemos todos los valores y vectores propios de

la matriz
0.8 0.1 0.1
A=10.106 0.2
0.1 0.3 0.7
del Ejemplo 4. Comenzamos calculando el polinomio carac-
teristico:
A — A5| =
0.8 0.1 0.1 100 0.8—X 0.1 0.1
0.1 0602 —=AX1010]|= 0.1 06—-—X 0.2
0.1 0.3 0.7 001 0.1 0.3  0.7—= A\,
= (0.8 —=X)(0.6 —=X)(0.7—X)+0.1-03-014+0.1-0.2-0.1

—(0.1(0.6 — A)0.1 + 0.3- 0.2(0.8 — A) + 0.1 - 0.1(0.7 — X))
= X34+ 2.10% — 1.381 + 0.28.

Esta ultima expresion es el polinomio caracteristico de la matriz
A . La ecuacion caracteristica de A es

N 2102 —1.380 4+ 0.28 = 0.
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Resolvamos la ecuacion caracteristica. Si tenemos en cuenta
que ya sabemos que A = 1 es un valor propio,

-1 21 —1.38 0.28
1 -1 1.1 —0.28,
-1 11 -028 [0

Sin embargo, los coeficientes que obtenemos en la tultima linea
de la division por Ruffini anterior (—1, 1.1 y —0.28) nos indican
que la ecuacion que queda por resolver es

AN 1IMN—028=0

y esta es una ecuacion de segundo grado que podemos resolver
directamente aplicando la férmula correspondiente para obtener

VL V19112 —4-(=1)-(-0.28) [ =04
h 2 (1) { =0.7"

con lo que finalmente, las tres soluciones de la ecuacion carac-
teristica son,
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Calculemos los subespacios propios correspondientes a cada de
los tres valores propios:

e [l subespacio propio asociado a A = 1 es el subespacio vec-
torial con ecuaciones implicitas

x 0

Vi=(A-1L) [y | =10

z 0
—0.2 0.1 0.1 x 0
=Vi=1] 01 —-04 0.2 y| =10
0.1 0.3 —-0.3 z 0

Resolviendo el sistema, es facil comprobar que una base para
tal subespacio es By = {(6,5,7)}.

e Para A = 0.4 el subespacio propio es el subespacio vectorial

T 0
z 0
0.4 0.1 0.1 x 0
~Viu=l010202)[y] =10
0.1 0.3 0.3 z 0
Una base para tal subespacio es By4 = {(0,—1,1)}.
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e Para A = 0.7 el subespacio propio es el subespacio vectorial

x 0

‘/07 = <A — 07[3) y = 0

Z 0
0.1 0.1 0.1 x 0
= Vy7=10.1 —=0.1 0.2 y|l =10
0.1 0.3 O z 0

Una base para este ultimo subespacio es By7 = {(—3,1,2)}.

El apartado i) de la Propiedad 5 garantiza que reuniendo
los elementos de By, B4 v By 7 obtenemos un conjunto de vec-
tores independientes

B={(6,57),(0,—1,1),(—3,1,2)}.

Puesto que tres vectores independientes de R? son base, B es
una base formada por vectores propios asociados, por ese orden,
a los vectores propios A = 1, A = 04 y A = 0.7. Por tanto,
la matriz inicial, A, es diagonalizable con matriz de paso C' vy
diagonalizacion D dadas por

6 0 —3 1 0 0
C=(5-1 1], D=[004 0
71 0 0 0.7

26



Podemos encontrarnos con los siguientes problemas que im-
pedirian que una matriz se pudiera diagonalizar:

1. La matriz, o no tiene ningun valor propio o tiene un numero
insuficiente de ellos.

2. Los vectores propios de la matriz no permiten formar una
base.

Definicion 8.

i) Dado un polinomio, p(\) € P,(\), decimos que \g € R es
un cero de multiplicidad k de p(\) si podemos expresar
p(A) en la forma

p(A) = q(A) - (A = A0)",
donde q(\) € P,,_r(\) verifica que q(Xg) # 0.
ii) Dada A € M, y X\ € R wvalor propio de A decimos que

la multiplicidad algebraica de A es k st A es un cero de
multiplicidad k del polinomio caracteristico de la matriz

A.

1) Dada A € M,, y A € R walor propio de A, llamamos
multiplicidad geométrica de A a la dimension del subespa-
cio propio asociado a X\, Vi, es decir, a dim(V)).
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Propiedad 9. Sea A € M,, cuyos valores propios son Aq, Ag,
..., A, de manera que Yi=1,...,k

n; es la multiplicidad algebraica de A;.
m; es la multiplictdad geométrica de ;.

Entonces se verifica que

I.ny+ny+---+n;<n.
ny+ng + -+ ng = n.

3. A es diagonalizable < { M= ng Yie1,... k-
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Propiedad 10.

i) Si A e M, es una matriz diagonal,

An
entonces A es diagonalizable teniéndose que la matriz
I, diagonaliza a la matriz A, la base B. de R" es una
base de vectores propios de A y sus valores propios son
A, A9, ..., Ay € R de forma que el nimero de veces que se
repite cada valor propio indica su multiplicidad algebraica
Yy geométrica.

ii) Toda matriz simétrica es diagonalizable.

ii1) S1 A € M, tiene n valores propios, todos ellos distintos,
entonces A es diagonalizable.

w) Si las columnas o las filas de A € M, tienen todas ellas
suma tqual a un mismo nuimeror € R, entonces A =r es
un valor propio de A.

v) El polinomio caracteristico de A € M es

p(A\) = N? — traza(A)X + |A|.
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vi) El polinomio caracteristica de A =

€S

p(A) = =X+ traza( A)\*

-

+| Al.

(

ail a2
a21 a2

)I+I(

30

a29 a923
asz Aas3

ail a2
a21 Q22
asy asz

I+

ai3

axs | € Mj

as33

ail ais
asy ass

)



2 Estudio de la tendencia en procesos ite-
rativos

Son habituales los modelos iterativos como los del Ejemplo 4.
En ellos intervienen siempre elementos similares. Asi tendremos:

e El modelo describira la situacion de cierto fenéomeno
en periodos sucesivos. Conoceremos los valores ini-
ciales que recopilaremos en un vector Fy y llamaremos
Py, P, P3, en general P, a los vectores correspondi-
entes a los periodos siguientes.

e Dispondremos de una matriz de transicion, A, que go-
bierna los cambios de un periodo al siguiente segtin las
ecuaciones matriciales

Pi=AP, y P.=A'R.

El estudio de la tendencia supone determinar el comportamiento
en el futuro de un modelo de este tipo lo que en definitiva significa
calcular o estudiar de alguna manera el valor de

APy
para valores grandes de k

k—00
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2.1 El método de las potencias

Supongamos que queremos realizar el calculo
AP,

para cierta matriz A € M,,, la n-upla de datos iniciales Fy y k €
N. Supongamos que la matriz A es diagonalizable. Entonces,
podremos calcular para A una base de vectores propios:

Vector propio | Valor propio asociado
U1 A1
U2 A2
U An
Puesto que los vectores propios vy, v, . .., v, forma una base de

R", cualquier n-upla podra ser obtenida como combinacion lineal
de ellos. En particular, la n-upla By podra escribirse en la forma

By = avy + avvg + - - - + v,

para clertos coeficientes aq, ao, ..., o, € R que pueden ser cal-
culados resolviendo el sistema correspondiente.
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APy = AF (101 + ave + - - - + auUy)
= A*aqv; + A¥agvy + - - + AFayu,
= ay A*v; + apAfvy + - - - + o, A,
Pero
Afyy = )\]fvl, Afpy = )\gfvg, . Ary, = )\fbvn
con lo que
AF Py = oy Akv! +ao Akvg 4+ ay, AR,
)\]1%1 /\]2{2)2 )\]flvn

— 041)\]1%1 + ag)\gvg + e+ ozn)\fivn.

= AFP, = 041)\’1%1 -+ 042)\’2’%2 + -4 ozn)\ﬁvn .

Como ya hemos comentado, vemos como el calculo de la potencia
matricial A* se reduce al calculo mas sencillo de las potencias
numéricas ¥, A5, .. AR,
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Ejemplo 11. Supongamos que tres grupos de inversion que de-
nominaremos A, B y C gestionan ellos mismos la mayor parte de
su capital pero diversifican su inversion destinando un porcentaje
a alguno de los otros dos grupos. De un ano a otro mantienen
fijos los porcentajes de inversion segun la siguiente tabla:

invierte en

A B | C
A 190% | 30% | 30%
B | 10% | 70% | 20%
C 10% | 10% | 60%

Grupo

Supongamos que inicialmente el capital en cada grupo es, en
millones de euros, el siguiente:

Grupo A | Grupo B | Grupo C
Capital 17 27 21

Estudiemos el capital en los anos sucesivos. Para ellos planteare-
mos un modelo matricial para este problema.
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Comenzaremos llamando

Ay 17
=B =127
Co 21
Entonces,
Ay 0.9 0.1 0.1\ " /A
Br|={030701] -[B]. (1)
Ck 0.3 0.2 0.6 Co
Si denotamos
Ay 0.9 0.1 0.1
=B, v A=[030701
Ck 0.3 0.2 0.6
abreviadamente la ecuacién matricial (1) se escribe en la forma

P, = AP,
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El polinomio caracteristico de A es

09—X 0.1 0.1
p(A) =|A—= N3] = 0.3 07—X 0.1
0.3 0.2 0.6 =X\

— A+ 292\ —1.51)\+0.33.

La ecuacion caracteristica es:
A — 22X\ +1.51A—0.33=0.

Sin embargo es facil comprobar que la suma de todas las filas de
A esigual a 1.1 con lo que A\ = 1.1 es un valor propio de A.

1 =22 1.51 —0.33
1.1 1.1 —1.21 0.33
1 -1.1 03 |0

Queda por resolver
1- A —1.1IA+0.3=0.

Pero esta tltima es una ecuacion de segundo grado que puede
ser resuelta directamente obteniéndose como resultado

1.1+v1.12—-4-1-0.3
A= \/2 7 = A=06 y A=0..
De este modo tenemos que la matriz A tiene los siguientes valores

pPropios

M =11 A=06A=05
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Calculemos a continuacion los vectores propios correspondi-
entes a los valores propios calculados:

e Vectores propios asociados a A\; = 1.1: Los vectores
propios asociados a A; = 1.1 forman el subespacio propio V; 1
que tiene ecuaciones implicitas

N LR
|
o OO

0
O
0.3 —0.5

Es facil comprobar que V11 = 1,1)
Bi1={(1,1,1)} es una base para VM.

0.2 0.1 x

~V.,=1| 03 —04 01 y | =
<
)

y que por tanto
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Calculemos a continuacion los vectores propios correspondi-
entes a los valores propios calculados:

e Vectores propios asociados a Ay = 0.6: Los vectores
propios asociados a Ay = 0.6 forman el subespacio propio V¢
que tiene ecuaciones implicitas

X 0
2z 0
0.3 0.1 0.1 x 0
= Vog=1(1030101]-ly] =10
0.3 0.2 0 2 0
En este caso Vo = ((—2,3,3)) v Bog = {(—2,3,3)} es una

base para V| .
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Calculemos a continuacion los vectores propios correspondi-
entes a los valores propios calculados:

e Vectores propios asociados a A3 = 0.5: Los vectores
propios asociados a A3 = 0.5 forman el subespacio propio Vj 5
que tiene ecuaciones implicitas

X 0
2z 0
0.4 0.1 0.1 x 0
= Vs=1030201]- |y 0
0.3 0.1 0 2 0
Ahora V5 = ((1,1,=5)) v Bos = {(1,1,—5)} es una base

de ‘/0.5.
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Obtenemos una base de vectores propios de A formada por los
vectores

v1 = (1,1, 1) asociado al valor propio A\; = 1.1,
vy = (—2, 3, 3) asociado al valor propio Ay = 0.6,
v3 = (1,1, =5) asociado al valor propio A3 = 0.5.

Expresemos F) mediante esta base:

17 1 —2 1
Py = ajvy+agvmetasvs = | 27| =a1 | 1 |4+ | 3 |4+as | 1
21 1 3 —5
17 a1 — 2009 + Q3
= |27 = | a;+3as + a3
21 a1 + 3oy — dag

a1 — 209 + a3 =17
— a1 + 3ag + ag = 27
a1 + 3as — dag = 21
y resolviendo este sistema obtenemos ay = 20, an =2, a3 =1y
por tanto

17 1 —2 1
By =20014+2v4v3= |27 =201 1 |+2| 3 |+ 1
21 1 3 —d
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Entonces,
AR Py = 20AF 0, + 24,09 + A¥vg = 20+ 1.1%01 +2-0.6" 09 + 0.5 05

0, lo que es lo mismo,

0.9 0.1 0.1\ " /17 1 _9 1

030701 -(27] =201.1% [ 1]+206"]| 3 |+05°| 1
0.3 0.2 0.6 21 1 3 5
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Ahora, por medio de las expresiones que hemos obtenido, pode-
mos calcular el capital en cada grupo pasado un nimero cualquiera
de anos. Por ejemplo:

e Pasados k£ = 3 anos los capitales en cada grupo estaran de-
terminados por la upla P; = APy que puede ser calculada
mediante

Py = APy =20-1.1%0, + 2 0.6%05 + 0.5%03

= 26.62v1 + 2 - 0.432v5 + 0.12503

1 —2 1 25.881
=2662 1] +0432| 3 | +0125 | 1 | = [ 28.041
1 3 —5 27.291
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Ahora, por medio de las expresiones que hemos obtenido, pode-
mos calcular el capital en cada grupo pasado un nimero cualquiera
de anos. Por ejemplo:

e Pasados £ = 10 anos los capitales en cada grupo estaran
determinados por la upla Py = APy que podemos calcular
en la forma:

Po=A"P,=20-1.1%; +2-0.6"%0y + 0.5%4
= 51.8748v1 + 2 - 0.0120932v5 + 0.000976563v5

1 —2 1
=51.8748 | 1] +0.0120932 | 3 | 4+ 0.000976563 | 1
1 3 —5

51.8516

= | 51.9121

51.9062

Con lo que a los diez anos el capital en el grupo A asciende

hasta los 51.8516 millones de euros, en el grupo B es de
51.9121 millones y en el grupo C de 51.9062 millones.
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Nos centraremos ahora en el estudio de la tendencia. Suponemos
pues que continuamos con un modelo matricial

P, = A*P,,

Si
By = ajvy + avvg + - - - + v,

entonces

Ak py = oq)\]fvl + 042)\’2“02 + ozn)\]flvn.
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Nos centraremos ahora en el estudio de la tendencia. Suponemos
pues que continuamos con un modelo matricial

P, = A*P,,

Si
By = ajvy + avvg + - - - + v,

entonces

Akpo = 041)\_]1€U1 + 042)\_]5”02 i Oén)\_]flvn.

45



Definicion 12. Un valor propio de una matriz A se dice que
es el valor propio dominante si su valor absoluto es superior
al del resto de valores propios de la matriz. Un vector propio
asociado al valor dominante se dice que es un vector propio
dominante.

Ejemplos 13.
1) Los valores propios de la matriz

25 —40 —31
A=12 1 =2
18 —36 —24
son \1 = —06, Ay = 5y A3 = 3. Si calculamos el valor absoluto

de estos valores propios tenemos que
A1l =6, || =5, |A3]=3.

Por tanto, A\ = —6 es el valor propio dominante de la matriz A.
Es posible calcular que V_g = ((1,0,1)). El vector (1,0,1) es
un vector propio dominante para la matriz A.
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2) Los valores propios de la matriz

25 —38 —31
A=15 —4 -5
14 —28 —20
son Ay = —6, Ao =6 y A3 = 1. Los valores propios correspondi-

entes son

A1l =6, |X] =6, |A]=1.
El valor absoluto de los dos primeros valores propios coincide. En
ese caso ninguno de los valores propios tiene un valor absoluto

estrictamente mayor que el de todos los demas y la matriz no
tiene valor propio dominante.
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Supongamos que en la identidad (2) el valor propio A; es el
valor propio dominante de la matriz A y que

[Arl > Ao 2 [As] = - = | A

En consecuencia tendremos que v es un vector propio dominante
de A. Sacando como factor comun el valor propio dominante en
el miembro derecho de (2) tenemos que

" Ao A\
APy = )\1 a1V] + Qi vg+---+ozn — ] v, |.
)\1 >\1

Al ser Ay el valor propio dominante es evidente que
A2 An
Al I
pero para valores grandes de k es facil comprobar que si un

numero r € R tiene valor absoluto menor que uno (|r| < 1)
entonces ¥ ~ 0. De esta forma cuando k es grande,

A\ A3\ A\
— | =0, — | =0, — | =0
A1 A1 A1

y por tanto cuando k se hace grande tendremos que

A A\
AkPO )\1 Q1V1 + Qo (;) (05 T I 679 (—) Up,
1

0 0

<1

48



= Akpo )\16117]1 :

De aqui extraemos las siguientes conclusiones:

e Para valores grandes de k, el comportamiento de A*Py de-
pende unicamente del valor propio dominante y del vector
propio dominante.

e Dependiendo del valor de A\; la expresion 041)\]{3?)1 tendra un
comportamiento u otro. En concreto tenemos:

—Si [A1] < 1, para valores grandes de k tendremos que
A 22 0 y en ese caso

041)\1?]1 ~ (.

P, en sucesivos periodos tienden a anularse.

—Si [M] > 1, para valores grandes de k tendremos que
M\ a2 400 v entonces

ozlA]fvl ~ +00

lo cual significa que los valores en sucesivos periodos cre-
ceran o decreceran de forma ilimitada.

— Si A; = 1, para valores grandes de k tendremos que
041)\’1“1)1 = (1

y las uplas de datos en sucesivos periodos tenderan a un
valor constante de equilibrio dado por aw;.
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e Tenemos que para valores grandes de k, los datos en el periodo
k, P.. se podran calcular de forma aproximada mediante

P, = APy ~ 041)\]1%1.

En numerosas situaciones sera de interés calcular el vector de
tantos por ciento de P y entonces tendremos que

vector de tantos por ciento de P

~ vector de tantos por ciento de cvl)\]fvl.

Pero,
vector de tantos por ciento de cul)\]f V1
M~ =
niimero vector
= vector de tantos por ciento de vq
con lo que

tantos por ciento de P, = vector de tantos por ciento de v;.
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Ejemplos 14.

1) En el Ejemplo 11 estudidbamos el problema de tres gru-
pos financieros que invierten segun cierta tabla fija de inversion
anual que conducia a un modelo matricial para el calculo de los
capitales de los tres grupos en periodos sucesivos de la forma

0.9 0.1 0.1\ " /17
P.=030701] (27
0.3 0.2 0.6 21

—A —Py

Vimos que la matriz de transicion A tiene valores propios
AM=11 X=0.6, A=0.5

con lo que el valor propio dominante es Ay = 1.1 y el correspon-
diente vector propio dominante es v; = (1,1, 1). Por otro lado,
la expresion de la upla de datos iniciales P en la base de vectores
propios v, v9 v v calculada en la pagina 39 es

Py =20 vy + 2v9 4 v3.
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Recurriendo a los razonamientos de la pagina 48 tenemos que:

e Para valores grandes de k tenemos que
Py =20 - 1.1%,.
Por ejemplo:

— Pasados k = 3 anos, la upla de capitales, P35, se puede
calcular de forma aproximada como

1 26.62
Py~20-1.1°0,=2662 1] = [ 26.62
1 26.62

— Pasados £ = 10 anos, la upla de capitales, Py, se puede
calcular de forma aproximada como

1 51.8748
Po=~20-11%, =51.8748 [ 1 | = | 51.8748
1 51.8748

Puede comprobarse como incluso para valores no excesiva-
mente altos de k las aproximaciones proporcionan resultados
muy similares a los datos exactos que obtuvimos en el pagina

43.
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e Puesto que el valor propio dominante verifica |A;| = |1.1| =
1.1 > 1, tenemos que

1
P.~ a;1.1%;, =20-1.1" | 1
1

y los capitales de los tres grupos crecen ilimitadamente du-
rante el transcurso de los sucesivos anos.

e Los porcentajes que representan los capitales para el ano k,
cuando k es suficientemente grande seran aproximadamente
los mismos que representa el vector propio dominante vy. El
vector de porcentajes de vy es

1 33.3

100 3
[ 1] = [ 333
Tirl\y 33.3

Por tanto, la tendencia de futuro es que:

El 33.3 del total de capitales pertenecers al grupo A.
El 33.3 del total de capitales pertenecerd al grupo B.
El 33.3 del total de capitales pertenecers al grupo C.

Se observa que la tendencia, pasado un numero suficiente-
mente grande de anos, es que los tres grupos acumulen capi-
tales de la misma cuantia.
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2) Si analizamos el Ejemplo 4 tenemos que los valores propios
de la matriz de transicién son

M=1 MA=04 N=0T

Por tanto el valor propio dominante es Ay = 1. Ya habiamos
calculado también los vectores propios asociados a estos valores
propios, en particular, vimos que (6,5,7) es un vector propio
asociado al valor propio dominante A\ = 1 asi quev; = (6,5,7) es
un vector propio dominante. Si consideramos ademas los vectores
propios asociados a los otros dos valores propios obtenemos la
siguiente base de vectores propios:

B =1{(6,57),(0,—1,1),(=3,1,2)}.

Cuando formulamos por primera vez este ejemplo vimos que los
datos iniciales eran: 120 clientes en la empresa A, 190 en la B y
320 en la C. Ello correspondia a un vector inicial

210
Py = | 190
320

Si calculamos las coordenadas de Fy en B obtenemos la siguiente
expresion:
PO — 35?}1 + 30?)2 + 15?)3.

Entonces tenemos que la situacion pasados k periodos se aprox-
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ima mediante
AFPy =~ 35 - 1%, = 350y,
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Puesto que el valor propio dominante es igual a uno, tenemos
una situacion de estabilidad en la que la distribucion de las em-
presas se estabilizara en torno a el valor limite 35v; = 35(6, 5, 7).
En la pagina 77 vimos que este vector representaba los porcenta-
jes

(33.3%, 27.7%, 38.8%)

y la distribucion que podemos esperar para el futuro sera:

e Clientes en la empresa A = 33.3% del total.
e Clientes en la empresa B = 27.7% del total.
e Clientes en la empresa C = 38.8% del total.
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