Capitulo 5.
Sistemas Lineales.



Objetivos del tema

e Conceptos basicos. Expresion de la solucion mediante
parametros. Combinaciones lineales y sistemas.

e Método de eliminacion gaussiana.
e Método de Cramer.

e Subespacios vectoriales. Expresion de las soluciones de un
sistema lineal homogéneo mediante combinaciones lineales.

e Base, dimension y coordenadas.

e Representacion de rectas v semiplanos en R?. Programacion
lineal.




1 Conceptos basicos

Definicion 1. Un sistema lineal con m ecuaciones y n varia-
bles o incognitas ordenadas, (x1,xs,...,%y,), €S un conjunto
de ecuaciones de la forma

4
a11r1 + 1929 + - -+ + a1, = by
911 + A99T9 + * + + + A9 Ty = bg

X Am1T1 + Ap2lo + -+« + AQppTy = Oy

donde para cadat=1,...,m, j=1,...,n:

e a;; € R se denomina coeficiente (i, ) del sistema.

e b, € R se denomina i-ésimo término independiente del
sistema.

® r,T9,...,T, Se denominan incognitas del sistema y son
simbolos que representan un valor desconocido que debe
ser calculado.

Llamamos solucion del sistema a cualquier n-upla de numeros
reales (s1, S92, ...,S,) € R” tal que si en el sistema, para todo
v = 1,...,n, sustitutmos x; por s;, todas las ecuactones del
mismo son ciertas. Resolver un sistema es encontrar el con-
Junto de todas sus soluctones.



Diremos que el sistema es:
e homogéneo st Vi=1,....m, b, = 0.
e completo si para algun i € {1,...,m}, b; #0.

En un sistema pueden aparecer datos desconocidos distin-
tos de las variables a los que llamaremos parametros del sis-
tema.



Definicion 2. Dado el sistema lineal

p
111 + A19L92 + * *+ + ALy = b1
911 + A99T9 + * + + + A9 Ty = bg

llamamos:

e Matriz de coeficientes del sistema a la matriz m X n:

a1 aio ... Qip
as1 A9 ... QA9n

A=| % ol € My
aAm1 Am2 ... Amn

e Columna de términos independientes del sistema a

b1
bo
B — . c mel.
b
L1

o Columna de variables del sistema a X =



e Fcuacion matricial del sistema o forma matricial del sis-
tema a

X1 by
a1 ai2 ... Qip 5 bg
T : | & A-X =B.
ami1 Am2 ... A ' '
m m mn T, bm

o Matriz ampliada del sistema a la matriz

aij; a2 ... G, | b

A* = (A|B) =

Aml Am2 .. Gmp | O,



Ejemplos 3.
1) Consideremos el sistema de dos ecuaciones y variables (x, y, 2)

siguiente:
r+2y+z=1
r4+y—22=3

X
12 1 1
=11 h) o) x- o

La ecuacion matricial del sistema es

G?—lz) g :@

y la matriz ampliada



Ademas, es facil comprobar que (5, —2,0), (10, =5, 1), (0,1, —1)
son soluciones del sistema.

T =05
(5, —2,0) es solucion ya que tomando ¢ y = —2
z =0
([ [5+(=2)+0=1
54 (—2)—20=3

tenemos <




2) El sistema

(24 2y — 2+ 2w =12
y+ 243w =10
r+2y —3z24+2w=14

| 20— 2y +4z+dw =9

tiene cuatro ecuaciones y cuatro variables.

_/\

1 2 —12 z\ (12
001 13| [y]][10
1 2 —32 2| |14

2 =2 4 5 w 9

Se puede comprobar que la tunica solucion es

(r=1
: Yy =2
(1,2, —1,3) o lo que es lo mismo < L1

\w:3



3) Intentemos resolver el sistema en las variables x e y,
{r+y=3.

Si pretendemos calcular x, deberemos conocer el valor de y. Asi

por ejemplo,

e siy=1entonces x=3—y=3—1=2,
4
x =2,y = 1 es una solucion,
e siy=—Tentonces r=3—y=3—(=7)=10,

Y
x = 10,y = —7 es una solucion,
e siy=0entonces x=3—y=3—-0=3,
Y

x =3,y = 0 es una solucion,
ete.

En lugar de ir dando distintos valores, de forma genérica podemos
suponer que y adopta un cierto valor «

rT+y=23
y=uw
cuya solucion es evidentemente

{ng_a o de otro modo (3 — a, «).
Y=«



Dandole valores al parametro ov obtenemos todas las soluciones
del sistema. Asi tenemos,

SN (2,1)0deotromodo{x: :
a=1 y:1
— (10,—7)odeotromodo{x:10 ,
a=—7 y:—7
(3—a,a) =
——  (3,0) o de otro modo{ o
a=10 y:O
x =0
— (0,3) o de otro modo{y_

y en general tendremos infinitas soluciones correspondientes a
todos los demas posibles valores de a.. El conjunto de todas las
soluciones sera

{(3—a,a):acR}.
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4)

rT+y+z+w=2
r—y+z—2w=1"

(2 +y+z+w=2

rT—y+z—2w=1
) 2=« '
Lw=40
Puesto que hemos supuesto que conocemos las variables z y
w, las sustituiremos por sus valores y dejaremos en el miem-
bro izquierdo de cada igualdad solamente las variables que aun
desconocemos,

(2+y=2—a—p
r—y=1—a+2p

2=«
| W=7
De esta forma, nos queda por resolver el sistema
r+y=2—a—_p3
r—y=1—a+28 "

que tiene dos variables y dos ecuaciones. Para ello bastara con
sumar o restar entre si las dos ecuaciones como sigue:

{x+y:2—&—6 > 2r=3—2a+ [

sumando las ecuaciones

r—y=1—a+20 >y 2y=1—30

restando las ecuaciones
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y la solucién final es

s x:3—204+5
2
_ 130 3—2 1 -3
4 Y 2 o de otra forma, ( OhLﬁ, 670475)-
Z =« 2 2
| w=/p

El sistema tiene infinitas soluciones todas las cuales se obtienen
dando valores a los parametros v y 5. Por ejemplo,

a=1,8=0 = (31,1,0)

a=1,=1— (1,-1,1,1)

pudiéndose obtener las demas soluciones de esta manera. De este
modo, el conjunto de todas las soluciones del sistema es

3—2 1—3
(2o 1-50

5 5 ,a,5)€R4:a,5ER}.

Cuando un sistema tiene una tnica solucion, como en el ejem-
plo 4), no es preciso emplear ningin parametro para resolverlo.
Solamente cuando un sistema tenga varias soluciones necesitare-
mos utilizar parametro para expresarlas.
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Definicion 4. Dado el sistema lineal con m ecuaciones y n
incognitas ordenadas (X1, X, ..., Ty),

)
a11r1 + a19xe + - -+ + a1,x, = by

9121 + A99T9 + * + + + A9 Ty = bg

< Y
L Am171 T A2+« 0 ATy = bm
el sistema
( 1121 + a9y + - - + a1, = by
9121 + a9To + - - - + Aopxy, = by
Qe :

Am1T1 + Ap2lo + ++ + + AQpTy = O
X, = O

\

resultante de anadir al sistema inicial la ecuacion x; = ay,
se dice que ha sido obtenido tomando la variable x; como
parametro mediante el parametro o;.

Por supuesto, en un sistema es posible tomar sucesivamente
distintas variables como parametro.
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Definicion 5. Un sistema lineal se dice que es:

e compatible: 57 tiene al menos una solucion.

e incompatible: 57 no tiene ninguna solucion.

e indeterminado: Si tiene mds de una solucion.
e determinado: St tiene una unica solucion.

e de solucién d-dimensional: 57 en el sistema se pueden
seleccionar d variables tales que el sistema resultante al
tomarlas como pardametros es compatible y determinado.
Es decir, si todas sus soluciones se pueden expresar tomando
d variables del sistema como pardmetros.
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Esquematicamente tenemos:

[ [ Determinado
(solucién tnica)
Compatible ( De solucién 1 dim.
oo Gl Indeterminado De solucion 2 dim.
< (varias soluciones) | :
| | De solucion d dim.

Incompatible

(sin solucién)

\

Es evidente que:

e Un sistema homogéneo es siempre compatible.

e Un sistema que necesita parametros para ser resuelto es es
indeterminado.

e Un sistema compatible y determinado no necesita ninguin
parametro (es de solucién 0 dimensional).
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Ejemplo 6. Consideremos el sistema

xr+y=0
r+y=1"

Es evidente que no tiene ninguna solucion.
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Teorema 7 (Rouché-Frobenius). Consideremos un sistema

lineal con m ecuaciones y n incognitas expresado mediante
su forma matricial:

A-X =B,
L1 b1
donde A € M,,xn, X = 56:2 y B = 6:2 . Entonces:
:ljn bm

i) El sistema es compatible < rango(A) = rango(A|B).

i) El sistema es determinado < rango(A) = rango(A|B) =
n = numero de incognitas.

1) El sistema tiene solucion d-dimensional (d > 0) < n —
rango(A) = d.
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Ejemplos 8.

1) El sistema
(2r —y+z+w=3
y—z+w=2
20+ z+w=—1
|2+ 3y +z+2w=4

tiene matriz de coeficientes y ampliada iguales a

29 -1 1 1 29 -1 1 1
01 —11 01 —11
A=1y g 11| Y WB=[9 g 1 1
23 1 2 23 1 2

Tenemos que
rango(A) =4, rango(A|B) = 4.
Por tanto
rango(A) = rango(A|B) = 4 = n. variables

y el sistema es compatible determinado.
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2) El sistema

(20 —y+224+w=3
T+2z2+w=3
y+2z2+w=3

| T2y — 2z —w=—3

_/\

tiene matriz de coeficientes y ampliada iguales a

2 -1 2 1 2-12 1 3

10 2 1 10 2 1 3
A=191 2 1 y AB)=141 9 1 3

1 -2 —2 —1 1 -2 —92 —1 —3

‘Tenemos que
rango(A) =2, rango(A|B) = 2.
Por tanto
rango(A) = rango(A|B) = 2 < n. variables
y el sistema es compatible indeterminado de solucion

n — rango(A) = 4 — 2 = 2-dimensional.

19



3) El sistema

(20 —y+224+w=3
r+22+w=3
y+2z+w=3

T —2y—2z—w=7

_/\

tiene matriz de coeficientes y ampliada iguales a

29 -1 2 1 29 -1 2 1
10 2 1 10 2 1
A=101 2 4 y @B)=141 2 1
1 —2 —2 —1 1 —2 —2 —1

‘Tenemos que
rango(A) =2, rango(A|B) = 3.

Por tanto
rango(A) # rango(A|B)

y el sistema es incompatible.
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2 Meétodo de eliminacion gaussiana

Definicion 9. Dado el sistema

4
a11r1 + a19%9 + - -+ + a1, = by
9171 + A99T9 + * + + + A9 Ty = bg

X Am1T1 T Q2o + - + QmpZy = bm

llamamos matriz detallada del sistema a la matriz

( rK To ... Tnp 0 \
( b
ai; ap2 ... dip 1
filas ) asy a99 ... QAop bg
nUmMeEricas : : : :
. \aml Am2 -+ Amn bm)

\ . 7

TV .
columnas de variables

Filas numéricas de la matriz detallada son todas sus filas
exceptuando la primera y columnas de variables de la ma-

triz detallada son aquellas columnas cuyo primer elemento
es alguna de las variables x;.
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Ejemplos 10.

1)

r1+ 2109+ 13+ 0614 =1
—1'1—2332—|—2373—$4:2

22

X1 To I3 T4

I 2 1 6
2 4 -1 3
-1 =2 2 -1

N — —=| O



0
—1 | le corresponde
2

T
2) A la matriz detallada | 1

N DN
LW M| W

—1

T+2y+z=-1
—r+2y+3z2=2"

Si modificamos la matriz detallada también estaremos modifi-
cando el sistema que le corresponde.

x yz| 0 xr yz| 0
* 1 21| -1 —— -1 23] 2
—123 2 ) W 1 21 —1
)
—x 42y + 3z = 2
{x—l—Qy—l—z:—l
r yz| 0 y x z| 0
* 1 21| -1 —— 2 1 1] -1
123 2) 9 \2_13] 2
)
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x yz| 0
1 21| -1
—1 23 2
xr yz| 0
1 21| -1
-1 23 2

20 +4y + 22 = =2
—T + 2y + 3z =2

\

4
F3=F3+I2

xyz| 0
—1
1

I 2
0 4

oo

r+2y+z=-—1
dy +4z =1

24



Definicion 11. Llamamos operacion elemental para la ma-
triz detallada de un sistema a cualquiera de las siguientes
acciones:

1. Modificar el orden de las filas numéricas.
2. Modificar el orden de las columnas de variables.
3. Multiplicar una fila numérica por un niumero no nulo.

4. Sumar a una fila numérica otra fila numérica multipli-
cada por un niumero.

25



Deberemos, entonces, seguir de forma iterativa los siguientes
pasos:

1. Seleccionamos una de las columnas de variables.

2. En la columna seleccionada elegimos un elemento (pivote), no
nulo, que debera estar a altura distinta de los seleccionados
en pasos anteriores.

3. Utilizando el pivote anulamos los elementos de la columna
seleccionada.
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Entonces decimos que el sistema esta en forma escalonada
reducida. Un sistema en forma escalonada reducida se resuelve
de forma inmediata teniendo en cuenta los siguientes puntos:

e Si tras reducir la matriz mediante operaciones elementales
aparece una fila con todos sus elementos nulos en las columnas
de variables y el elemento en el término independiente no
nulo, entonces el sistema sera incompatible.

Ejemplo 12. En la siguiente matriz detallada,

r y 2z w| 0
I 0 -1 1] -1
0O -1 2 3] 2|’
0 0 0 0| 2

aparece una fila completa de ceros acompanada en los términos
independientes por un elemento no nulo. Si escribimos la
ecuacion correspondiente a esta file tendriamos

Oz + 0y + 0z + 0w = 2

y es evidente que no existe solucion valida para esta ecuacion.
Por tanto el sistema es incompatible.
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e Despejaremos las variables correspondientes a las columnas
que hemos reducido.

e Tomaremos como parametro las variables correspondientes a
las columnas que no han sido reducidas.

Ejemplo 13. En la siguiente matriz,

(X Yy Z W 0\
1 1 01]-1
0 —-123| 21
\0 0 00 0
(z+y+w=—1, (r=—1—a—f,
<—y+22+3w:2,:>< z:1+%—%ﬁ,
Yy =, y=aq,
| w=7 L w=0.
(2=—-1—a— 8,
Yy =,
T z-1+43-38
L w=0.
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Ejemplos 14.
1) Resolvamos el sistema

r$1+$2—2$3—|—2$4—|—$5:3
5$1+3$2—3$3—|—4$4—|—2$5:4
31+ 229 — 23+ 204 + x5 =1
201 +4x9 — 223+ x4 =1

\ 3x1+4x9 — 223+ x4 =1

_/\

La matriz detallada del sistema es

(331 To T3 T4 Ty O\

I 1 22 13
53 —34 2|4
321211
2 4 —21 01
\2 4 21 0 1

Obtengamos la matriz escalonada reducida. Para ello, iremos
tomando distintos pivotes, todos ellos a diferentes alturas, para
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ir anulando cada columna.

1 T9
(1 1
5 3
3 2
2 4
\2 4

(pivote=2° elemento de la 1* columna)

\
/4

F3 =F3-5F2
F4 = F4 - 3F2
F5 =I5 - 2F2
F6 = F6 - 3F2

(pivote=6° elemento de la 2% columna)

\
/4

F2=F2-F6
F3 =F3 + 2F6
F4 =F4 + F6
F5 = F5 - 2F6

T3 T4 Ts O\
-2 2 1 13
—3 4 2 |4
—1 2 1 |1
—2 1 0|1
-2 1 0 1)

30

T1 Lo T3 T4 Ts 0 \
1 1 -2 2 1 3
0 2 -7 -6 =3 | —11
0O -1 5 —4 -2 ] =8
0o 2 2 -3 -=-2] =5
\0 1 4 —5 -3 —8)
T1 Ty T3 T4 T 0
10 -6 7 4 11
0 0 15 —16 =9 | =27
o0 9 -9 —5|—-16
0 0 —6 7 4 11
\00 I 4 5 3 -8}



(pivote=4° clemento de la 3% columna) [ L1 Lo XT3 T4 I 0
5 100 1 3 :
F2 =F2 + 8 F4 00 0 —1 _% _%
F3 =F3- 3 F4 0 09 -9 —-5|-16
F5=F5 + SF4 0O 0 0 1 % %
F6 = F6 - 4F4 \0 1 0 —1 _g _%
(pivote=3° elemento de la 4* columna) ( T1 To T3 T4 Ty 0
> 100 0 0 0
F2 = F2 + F3 0 0 0 z_g _%
F4 = F4 - 9F3 009 0 1 |—13
F5 = F5 4 F3 0O 0 0 0 0 0
F6 = F6 - F'3 \ 01 0 0 _é —8
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Reordenando y dividiendo

(

.CL’1:O
2=yt
\ 3=~ — @
334:%—%04
L Ty = X
o bien en la forma ((),—54—104,—E — la 1 gCv,cv)

9 9 9 973 3
en funcion del parametro a.
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2) Estudiemos ahora el sistema

(2331—51724—351334—2334:1
3x1 — 229 +4x3 =2
T, + 209+ x4 =1
3$1+3$2+$3:2

| 2x1 + 2o+ a3 — 1y =2

L\

Para ello intentaremos llegar a su matriz escalonada.

Ty Ty x3 g | 0
(2—132 1\
324 0 |2
12 0 1|1
33 1 0 |2
\2 1 1 -1 2/

( 1 Ty X3 Tg | 0 \
(pivote=4° elemento de la 4* columna) 0 -5 3 0 | —
> 3 —2 4 0] 2
F2 = F2 - 2F4 1 2 011
F6 = F6 + F4 3 3 1 0 )
\3 3 10 3
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(331 o T3 T4 0 \
(pivote=5° elemento de la 3* columna) —9 — ]_4 O O _7
F2 =F2 - 3F5 —9 160 9 "

F3 =F3 -4F5 ! 2 9 l :

F6 = F6 -F5 : ; l ! -
\o 0 00| 1)

En realidad podriamos seguir reduciendo columnas pero observa-
mos que aparece una fila, la ultima, toda de ceros acompanando
a un término independiente no nulo. Sin necesidad de llegar a la
forma escalonada reducida deducimos que el sistema es incom-

patible indeterminado.
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3 Reglade Cramer (Resolucién de sistemas
mediante calculo de matriz inversa)

Dado un sistema cualquiera podemos siempre extraer su ecuacion
matricial que sera de la forma

1 bl
L9 by
AX:B7 AGMer“X: . 7B: .
T b,

Entonces, es posible aplicar las reglas para la manipulacion de
igualdades de matrices para resolver el sistema. En realidad,
bastaria con despejar X de esa ecuacion matricial para llegar a
la solucion en la forma

X=A"'.B,

Un sistema que satisface estas condiciones y que puede ser re-
suelto despejando la matriz de coeficientes se denomina ‘sistema
de Cramer’.
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Propiedad 15. Consideremos el sistema con n ecuaciones

y variables (x1,x9,...,x,), dado mediante su ecuacion ma-
tricial
A-X =B,
donde
b1 I
b x
A= (@uxns B=|71 y X=]|7"
b, T

Entonces, si |A| # 0 el sistema es compatible y determinado
y su solucion es

X=A"1B= ’%‘Adj(A)t . B. (1)
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La ultima expresion de (1) es lo que suele conocerse como
regla, de Cramer. Generalmente se presenta la regla de Cramer
desarrollando el producto matricial que aparece indicado en la
propiedad despejando cada variable de forma particular. Adquiere
entonces la siguiente formulacion:

aijg -+ Qi1 b1 a1y o aig
Ap1 - Api—1 bn Api+1 " Qpn
T; = : 1=1,...,n
ayrip - din
Qp1 *°° Qpnp

Véase que en estas formulas, para el calculo de la variables -
ésima, aparece, en el denominador, el determinante de la matriz
de coeficientes y, en el numerador, el determinante de la ma-
triz que resulta de sustituir la columna i-ésima de la matriz de
coeficientes por los términos independientes del sistema.

Ejemplo 16. Intentemos resolver el sistema

x4+ 2y —z2=9,
20 +y+ 2z =2,
x+2y+ 2z =—1.

empleando las ideas anteriores. En primer lugar debemos cer-
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ciorarnos de que el sistema es realmente un sistema de Cramer,
es decir, que tiene igual numero de ecuaciones que de variables,
lo cual es evidente, y que el determinante de la matriz de co-
eficientes es distinto de cero. Comenzamos pues calculando el
determinante de la matriz de coeficientes:

32 —1
21 1 ||=-9+#0.
12 2

Puesto que el determinante es no nulo, el sistema efectivamente
es de Cramer. Ahora podemos seguir dos caminos para resolver el
sistema. En primer lugar, podriamos emplear el calculo matricial
tal y como aparece en la ecuacion (1) y, en segundo lugar, seria
posible recurrir a las ecuaciones de la regla de Cramer. Veamos
como procederiamos en ambos casos.

Método 1: Mediante calculo matricial. Escribimos el
sistema mediante su expresion matricial,

32 —1 T 9
21 1 -yl =1 2
12 2 z —1

Puesto que la matriz de coeficientes es cuadrada y tiene determi-
nante distinto de cero, podremos calcular su inversa y despejarla
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en la ultima desigualdad de la siguiente manera:
1

T 32 —1\ 9
gl=1211] (2
z 12 2 —1

Podemos calcular la inversa de la matriz de coeficientes emple-
ando cualquiera de los métodos que conocemos para ello. En este

caso, obtenemos

39 1\ * 0 6 —3
1

21 1 =53 75

192 2 3 4 1

Sustituimos ahora la inversa por su valor y efectuamos los pro-
ductos matriciales que aparecen para obtener el resultado final

_ 15
z\ [0 6 =3 9 15 g
2 -3 4 1 —1 —20 ==

5 5

x 3 T = 3,

_ [ ¢ _ 8

=1y =1 3 = =5

- —20 _ =20
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Método 2: Mediante la regla de Cramer. Las formulas
de Cramer para resolver este sistema serian las siguientes:

9 2 -1 39 -1 32 9

2 11 2 2 1 21 2

-1 2 2 I -1 2 12 -1
L = y Y = y &=

32 —1 32 —1 32 —1

21 1 21 1 21 1

12 2 12 2 12 2

Véase que, en el numerador, para la primera variable sustituimos
la primera columna de la matriz de coeficientes por los términos
independientes del sistema, para la segunda variable sustituimos
la segunda columna y para la tercera variable la tercera columna.
Puesto que el determinante de la matriz de coeficientes va lo
hemos calculado, tendremos tnicamente que resolver los tres de-
terminantes que aparecen en el numerador. Tenemos que

9 2 -1 39 —1 32 9
2 1 1 =—15,|12 2 1 =—-8, (21 2 = 20,
-1 2 2 1 -1 2 12 -1
con lo que finalmente
=15 5 -8 3 2020
TS5ty YTy T To
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Tenemos entonces, dos vias alternativas para resolver un sis-
tema de Cramer. En principio, para sistemas con dos, tres o
cuatro ecuaciones, los dos métodos suponen una dificultad equi-
valente y ambos, el basado en operaciones matriciales y el que
utiliza la regla de Cramer, pueden usarse indistintamente.
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Propiedad 17. Consideremos el sistema con m ecuaciones

y variables (x1,x9,...,x,), dado mediante su ecuacion ma-
tricial
A-X =B,
donde
bl I
A= (aij)mxn, B = b:Q y X = 56.2
b, T

Supongamos que el sistema es compatible, en cuyo caso
rango(A | B) = rango(A) = r.

Consideremos el menor flrw de A obtenido como interseccion
de las filas iy,i9,...,1, y las columnas ji, jo,...,Jr de Ay
supongamos que |A| # 0. Entonces:

i) Bl sistema compuesto unicamente por las ecuaciones ii-
ésima, io-€stma, ..., t.-éstma del sistema inicial tiene
las mismas soluciones que éste.

i) Bl sistema obtenido al tomar como pardmetro toda varia-
ble que no sea alguna de x;,, i), ..., T; es determinado.

r
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Ejemplo 18. En principio, para resolver el sistema

(21 + 229 — bxy — g = —1

201 + 3x9 — T3+ x4 = 2
{ 1 +2x9 — 223+ 224 =3
201+ 9 — 3+ 624 =9
3x1 + 729 — 1823 — by = —6

\

no seria posible aplicar el método de Cramer. Sin embargo pode-
mos recurrir a la Propiedad 17.

12 -5 —1 12 -5 —1| -1
(23—7 1\ (23—7 1 2\
rango |11 =2 2 | =rango |1 1 =2 2 3|1 =3
21 -1 6 21 -1 6 9
\3 7 —18 —5) \3 7 —18 =5 | —6
el sistema es compatible indeterminado de solucion 1-dimensional.
12 —1
rango | 23 1 | =3
21 6

y por tanto dicho menor es regular, tiene inversa.
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Marquemos en la matriz de coeficientes del sistema las filas y
columnas correspondientes al menor seleccionado,

X1 o9 X3 X4
ecuacion 1? (1 2 =5 —1\
ecuacion 2 |23 -7 1
ecuacion 3% 11 -2 2
ecuacion 4* |21 -1 6
ecuacion H? \3 7 —18 —5)

Eliminemos las ecuaciones que no intervienen en el menor y
tomemos como parametro las variables que tampoco lo hacen.
Tras ello, el sistema queda de la forma

(21 + 229 — x4 =Ha — 1
201 4+ 39 + x4 = Tax + 2
2371-|—I’2—|-6$4:Oé—|—9 .

\563:04

N\

Puesto que, en funcién del parametro «, ya conocemos el valor
de x3, resolveremos solamente el sistema

1+ 229 — x4 = b — 1
201 +3x9 + x4 = Tax + 2 .
200+ 9o+ 6x4 =+ 9
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Pero ahora este sistema es de Cramer y puede ser resuelto
despejando en la ecuacién matricial que es

12 -1 T ba — 1
23 1 To | = | Tao+2
21 6 T4 a—+9
Despejando y calculando la inversa, finalmente tenemos
12 -1 T ba — 1
23 1 x|l = | Ta+2 | =
21 06 Ty a—+9
12 -1\ [5a—1
=N =123 1 T+ 2
T4 21 6 a—+9
—13 5 ba — 1 2 —«
= —10 8§ —3 Ta+2 ]| =13a-1
—4 3 —1 a—+9 1

La solucion del sistema sera entonces,

/

=2 - q,
ro=3a—1, | ,
X 6 lo que es lo mismo (2 — a,3a — 1, o, 1).
I3 = «Q,
5134:1
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4 Expresion de la soluciéon de un sistema
mediante combinaciones lineales

En esta seccion veremos que también podemos describir las solu-
ciones de un sistema mediante combinaciones lineales.

Definicién 19. Dado un subconjunto de uplas C' C R" y
una upla fija p € R", el conjunto de uplas que se obtiene si
sumamos la upla fija, p, a todas las uplas de C, se denota
p+ C'. Es decir:

p+C={p+c:ceC}

Ejemplo 20. Tomemos el siguiente conjunto de 2-uplas
C ={(1,0),(2,3),(~1,4)} CR?
y consideremos la upla fija (2, —1) € R?.

p+C = (27 _1> + {<17 O)? (27 3)? <_174>}
= {(2,-1) 4+ (1,0), (2,—-1) + (2,3),(2,—1) + (—1,4)}
— {<37 _1>7 (47 2)? (17 3>}

46



Ejemplos 21.
1) Consideremos el sistema lineal,

g = rT+y+z+w=2
C|lr—y+z—2w=1"

Empleando los parametros a y 8 la soluciéon se escribe en la
forma

fx:3—2oz+[3
2 Y
_1-35 3—2a+05 1—3
<y 2 7 6 lo que es lo mismo ( « ﬁ, 670475)-
z = qQ, 2 2
| w=p

Estas dos ultimas representaciones son lo que se denominan ex-
presiones parameétricas de la solucion del sistema.
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J—2a+p 1-38

( a, )

2 T2
3 1 I 3
5 55 5 55 ; Q : 5
~ ~/ —_
Sin pardmetros: % Sin pardmetros: % Sin parametros: 0 Sin parametros: 0
Parte para a:—o Parte para a:0 Parte para a:a Parte para a:0
Parte para 3: 33 Parte para : —33  Parte para j3: 0 Parte para . [
3 1 1 3
= (5 § y O) +£_0570705702+(§67 _55707 1)
Parte sin parametros Parte para a Parte\{)ara 15
3 1 1 3
_<§§OO>+O‘< 170717())—’_5(57_57071)

48



En definitiva tenemos que
3—2a+p 1—-383

( 2 J 2 7a7 /B> —
31 I 3
,0,0)+a(—1,0,1,0 —, ——,0,1
(2 3 z N ( ) ) Y ) + /8<27 27 ) Z
Upla fija Combinacién\ﬁneal de

(-=1,0,1,0) y (3,-2,0,1)

Por tanto, el conjunto de soluciones del sistema queda:

{<3—20z+5 1 —30 0.5) a.feR} =

N 2 T2
0,0) més un elemento de ((—1,0,1,0),(3,—3,0,1))
3 1 1 3

\[J8}
Wl

(

= (5:5:0.0) +{(~1,0,1,0), (5, =7,0,1

2" 3 2’
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2) Calculemos la solucion del siguiente sistema expresandola en
su forma paramétrica y mediante combinaciones lineales,

(3314—562—25634—25644—[135:0
b1+ 3x9 — 3x3 + 4xy + 225 =0
3r1 + 209 — 3+ 224 + x5 = 0
2$1+4$2—2$3—|—l’4:0

| 3wy +4x — 223+ 14 =0

Nuevamente comenzamos resolviendo el sistema. Es un sistema

de solucion 1-dimensional:

1 1 2
(0, g% g% T3% Q).

Esta seria la solucion del sistema expresada en forma paramétrica.
A partir de ella, separando las uplas correspondientes a cada
pardametro (en este caso tenemos un unico parametro «) y a los
términos sin parametro, tenemos,

1 1 2 1 1 2
0, ~at, —~t, —=av, @) = (0,0,0,0,0) + (0, =, —=, —=, 1).
< 790{7 9@, 3&7 &> ( Y Y Y Y >+a< 797 97 37 )

Por tanto, la expresion de la solucion del sistema mediante com-
binaciones lineales es

T
]

11 2
0,0,0,0,0) + ((0, =, —=, —=, 1
(7 I Y Y >+<(797 97 37 >>

0, lo que es lo mismo,



Véase que:

e Sistema homogéneo: upla fija nula, puede eliminarse.

e Sistema completo: upla fija no nula.
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5 Subespacios vectoriales de R"

5.1 Definicion y propiedades

Definicion 22. Consideremos el conjunto R".

Llamamos subespacio vectorial de R" a cualquier subcon-
qunto H C R", formado por las soluciones de un sistema
lineal homogéneo con variables (x1, ..., T,),

a1 ry+ -+ apx, =0

Diremos entonces que dicho sistema constituye un conjunto
de ecuaciones implicitas para el subespacio vectorial H y uti-
lizaremos la notacion

H— ooooooooooooooooooooooo
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En la definicion anterior podemos escribir las ecuaciones implicitas
mediante su expresion matricial,

AX =0,
donde,
0 L1
aip ... Qain 0 X
A — : : - mena O — . S MmX17 X — :2
Am1 Amn O ZC

Entonces abreviadamente tenemos que
H=AX =0.

Y entonces
H={peR"tq Ap=0}.
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Un aspecto fundamental en la teoria de subespacios vectoriales
reside en el hecho de que siempre pueden ser obtenidos como el
conjunto de combinaciones lineales de ciertos vectores.

Propiedad 23. Para todo subespacio vectorial H C R" e-
zisten v1, vV, ...,vg € R" tales que

H = <U1,1}2,...,Ud>.

Dectmos entonces que el subespacio vectorial H estd gene-
rado por vy, Vs, . ..,Ug 0 también que vy, vy, ..., Uy SON UN Sis-
tema de generadores de H.
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Ejemplos 24.
1) Consideremos el subespacio vectorial de R*

_Jrx+yt+z+w=0
H =
r—y+z—2w=>0

e intentemos representarlo mediante el conjunto de combina-
ciones lineales de ciertas uplas. Para ello, en primer lugar re-
solvemos el sistema;

—2a+ 5 =30
( Y Y a? >'
2 2
Empleando las propiedades de la suma y producto de matrices,
—2a+ 5 =30
( 2 Y 2 Y a? /3>
1 3
= a(—1,0,1,0) + 5(5, ~3 0,1)
y por tanto
1 3

H = ((=1,0,1,0), (5,=5,0, 1))
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2) Calculemos ahora un sistema de generadores para el subespa-
cio vectorial de R®

($1+$2—2$3—|—2$4—|—$5:O
bx1 + 3x9 — 313+ 4wy + 225 =0
3x1 + 229 — x3+ 224 + 25 = 0
201 +4x9 — 223+ x4 = 0

| 311+ 4wy — 223+ 14 =0

ax
Il

Nuevamente comenzamos resolviendo el sistema. Es un sistema
de solucion 1-dimensional:

(0 1 1 2 >
g% T T3 ).
Ademas,
1 1 2 I 1
0, >, —~t, —=a, @) = (0, =, —=, —= 1).
( Y 9&, 9&7 3&7 a) a( Y 97 97 37 )
Por tanto,
I 1 2
H = <<O7 a’ a9’ 1>>

9 9 3
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Propiedad 25. R" es un subespacio vectorial de R"™. Ademds,

R" = (e, e9,...,€n),

donde
er = (1,0,0,...,0,0),

es = (0,1,0,...,0,0),

e, = (0,0,0,...,0,1).
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5.2 Bases y dimension

Todo subespacio vectorial de R" puede escribirse en la forma
H = <U1,?}2, ce ,Ud>.

Por supuesto, interesa que esa representacion sea los mas simple
posible y que involucre cuantos menos vectores mejor.

Definicion 26. Liamamos base del subespacio vectorial H C

R™ a cualquier conjunto de vectores {vy,vs,...,v4} C R”
tales que:
o H = (vi,vy,...,vq). Es decir, son un sistema de genera-
dores de H.
o {v1,vy,...,Uq} es independiente.

Definicién 27. Llamamos dimension del subespacio vecto-
rial H C R", y la notamos dim(H), al nimero de vectores
que integra una cualquiera de sus bases.
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Ejemplo 28.

Consideremos el subespacio vectorial de R*
[T 224+ 3w =10
y — 4z + 6w =0

Resolviendo el sistema, es sencillo ver que un sistema de genera-
dores de H viene dado por

{(2,4,1,0),(1,2,2,1)}.

Es evidente que (2,4,1,0) v (1,2,2,1) son independientes. En
consecuencia

{(2,4,1,0),(1,2,2,1)}

es una base de H y por tanto, al aparecer dos vectores en la base,
tenemos que dim(H ) = 2.
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Propiedad 29. Consideremos el subespacio vectorial H C
R"™ dado por sus ecuaciones implicitas

ap1ry+ -+ apxr, =0
H=< ... . .. . Entonces:

Ejemplo 30.

Dado el subespacio vectorial de R*

=224 3w=0
H:{y—4z+6w20 ’

10 =23} _,
T&Hg001_46 — 4,

dim(H)=4-2=2.

puesto que

tenemos que
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Nota. En R" podemos considerar, para ¢ = 1,...,n, los vec-
tores coordenados (las n-uplas coordenadas)
i)
e;=(0,...,0,1,0,...,0) € R".

Es facil comprobar que B, = {ej,es,...,€e,} es una base de
R™ ya que son independientes y R" = (e, es,...,€,). A la
base B, la llamaremos base canonica de R" y puesto que tiene n
elementos concluimos que

dim(R") = n.
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Propiedad 31. Sea H C R" un subespacio vectorial con
dimension d. Entonces:

1. Cualquier conjunto de vectores de H con mds de d ele-
mentos es siempre dependiente.

2. Ningun conjunto de vectores de H con menos de d ele-
mentos puede generar todo H.

3. Un conjunto de vectores con d elementos que sea inde-
pendiente genera a todo H (y es por tanto una base de
H).

4. Un sistema de generadores de H con d elementos es in-
dependiente (y por tanto una base de H ).

Propiedad 32.

1. Cualquier conjunto de vectores de R" con mas de n ele-
mentos es siempre dependiente.

2. Ningun conjunto de vectores de R"™ con menos de n ele-
mentos puede generar todo R".

3. Un conjunto de n wvectores de R" que sea independiente
genera a todo R" (y es por tanto una base de R™).

4. Un sistema de generadores de R" con n elementos es in-
dependiente (y por tanto una base de R™).
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5.3 Coordenadas respecto a una base

Definicion 33. Dado el subespacio vectorial H y la base B =

{vi,v9,...,v4} de H, llamamos coordenadas de v € H res-
pecto a la base B a los coeficientes ordenados (ay, ao, . . ., ay)
tales que

V= QU] + QU + - - - + Qgy.
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Ejemplos 34.

1) Tomemos la base canénica de R", B. = {ej,es,...,e,}.
Dado cualquier vector v = (v1,va, ..., v,) € R" tenemos que

v = (v, Vg, ...,0,) = V1€1 + Voeo + - - + Vpey
y por tanto las coordenadas de v respecto a B, son (v1, v, . .., ).

Es decir, las coordenadas de cualquier vector de R" respecto a la
base canonica son él mismo.
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2) Consideremos el subespacio vectorial H que tiene como base

a
B ={(2,0,1,0),(—1,1,1,1),(0,1,—=1, 1) }.

Supongamos que sabemos que (5,2, —2,2) € H y que necesi-
tamos calcular sus coordenadas respecto a B. Tenemos que las
coordenadas seran los coeficientes («, 5, y) tales que

(5,2,—-2,2) = «(2,0,1,0) + B(—=1,1,1,1) + (0,1, =1, 1).
Realizando las operaciones indicadas en esta igualdad,

(5,2,—2,2>:<2(X—5,5+’Y,OZ+B—’Y,B+7>
(20— =5

B+v=2

a+pf—v=-2

| B+y=2

Resolviendo este sistema obtenemos quea =2, 8 = —1y vy = 3.
Por tanto las coordenadas de (5,2, —2,2) son (2, —1, 3).

= 4

En realidad, tal y como vemos en el ejemplo anterior, el calculo
de las coordenadas respecto a una base se reduce siempre a re-
solver un sistema lineal de ecuaciones.
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