Capitulo 4.
Matrices.



Objetivos del tema

e Concepto de matriz y representacion de datos mediante ma-
trices y uplas.

e Operaciones entre matrices.

e Dependencia e independencia de uplas. Rango de una ma-
triz.

e Calculo de la matriz inversa mediante operaciones elemen-
tales.

e Determinante de una matriz. Calculo de la matriz inversa.




1 Definiciones basicas

Definicion 1.

e Dado n € N, llamamos n-upla a cualquier conjunto or-
denado de n numeros reales de la forma

(al, as, . .. ,an).

- Bl conjunto de todas las n-uplas se denota R". Por
tanto,

R" ={(ay,as,...,a,) : ay,as,...,a, € R}.

- Los numeros ay, aq, ..., a, se denominan elementos de
la n-upla.

- Dos n-uplas son iquales si tienen los mismos elementos
en las mismas posiciones. Es decir,

( al:bla
(a1,a2,...,a,) = (b1,b9,...,bp) & < ?22(729
\ an:bn.

- Las 2-uplas se denominan pares. Las 3-uplas se de-
nominan ternas.



e Llamamos matriz de nimeros reales con m filas yn colum-
nas o de tipo m xn (o de orden m xn) a un conjunto de
numeros reales ordenados en la forma,

apipz a2 -+ Qipn
a21 A22 -+ QA9p
. . . 9
Aml1 Am2 * - Amnp
donde para cada i =1,....myj=1,...,n, a; € R es

el numero situado en la fila v y la columna 7.

- Los numeros que componen la matriz se llaman ele-
mentos o coefictentes de la matriz.

- El elemento (1, j) de la matriz es aquel que se encuentra
en la fila 1 y la columna 7.

- Las matrices se nombran mediante letras mayusculas
(A, B, C, etc.). Dada una matriz, A, sus elementos
se designan de forma genérica mediante la correspon-
diente letra miniuscula y los subindices que indican la
fila y columna. Asi el elemento (i,7) de la matriz A
serd a;j.



- El conjunto de todas las matrices de tipo m X n se
denota como M, xn:

aix -+ Qin
Mpsn = : : /Clij € R, Vi,
Am1 " Omn
Dada una matriz, A, en ocasiones denotaremos que es
de tipo m X n escribiendo A,,xy.

aip -+ Qin
- La matriz genérica 5 ; se nota abrevia-
Am1 *° Amn
damente mediante (a;j)i=1,..m 0 (Qij)mxn-
j=1,....n

- Dos matrices A = (aij)mxn € Muxn Yy B = (bij)mxn €
Mz son tquales si se verifica que:

m=m

Qi :bij,\V/Z — 1,...,m,V] — 1,...,n
Es decir, s1 son del mismo tipo y tienen los mismos
elementos situados en el mismo sitio.



- Lan-upla v = (a1, as, ..., a,) puede escribirse en forma
de matriz fila o matriz columna en la forma

ai

a9 .
v=| 0 bien v:(a1 ag---an).



Ejemplos 2.

1) En numerosas ocasiones un solo nimero basta para describir el
estado de cierto objeto o situacion del mundo real. Por ejemplo,
si estamos estudiando la rentabilidad de una empresa en distintos
anos, en principio bastara con indicar los ingresos que obtiene en
cada momento:

- El primer ano los beneficios fueron de 3 millones de euros.
- El segundo ano los beneficios fueron 3.5 millones de euros.

- Kl tercer ano los beneficios fueron 3.9 millones de euros.

Sin embargo, un estudio mas detallado de la rentabilidad de
la empresa exigiria tener en cuenta no solo los beneficios finales
sino también el volumen de ingresos y gastos:

- El primer ano, ingresos 13 millones, gastos 10 millones.
- El segundo ano, ingresos 14 millones, gastos 10.5 millones

- El tercer ano, ingresos 14.3 millones, gastos 10.4 millones




Para abreviar, podriamos convenir en presentar los datos de
cada ano ordenadamente en forma de fila o de columna del sigu-
iente modo,

: , INEresos
(ingresos,gastos)| 6 (gastos)

De esta manera:

10
- El segundo ano los datos de rentabilidad son (14,10.5) 6

(03)

- El tercer ano los datos de rentabilidad son (14.3,10.4) 6

14.3
10.4 )

- El primer ano los datos de rentabilidad son (13,10) ¢ (13).

Por lo tanto lo que hacemos es utilizar elementos de R? para
representar nuestra informacion.



Informacién del problema
Dos datos: ingresos y gastos
en clerto momento

Representacion
= Dos numeros reales
ordenados
J
elemento de R2
2-upla




La necesidad de plantear modelos matematicos para fenémenos
en los que intervienen simultaneamente varios datos es la que
motiva la utilizacion de

e R?. cuando tenemos dos datos.
e R3 cuando tenemos tres datos.

e R" cuando tenemos n datos.




Incluso es posible que dispongamos de datos que requieran
estructuras mas complejas. Por ejemplo, pudiera ser que dis-
pusiéramos de la informacion de tres empresas diferentes para
un ano concreto:

- Datos de la primera empresa: (13,10).
- Datos de la segunda empresa: (19,15).

- Datos de la tercera empresa: (17,12).
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Incluso es posible que dispongamos de datos que requieran
estructuras mas complejas. Por ejemplo, pudiera ser que dis-
pusiéramos de la informacion de tres empresas diferentes para
un ano concreto:

- Datos de la primera empresa: (13,10).
- Datos de la segunda empresa: (19,15).

- Datos de la tercera empresa: (17,12).

Podemos representar conjuntamente estos datos por filas,

o 1NEresos
= gastos

1* empresa
2% empresa | 19 15
3% empresa. \17 12
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Incluso es posible que dispongamos de datos que requieran
estructuras mas complejas. Por ejemplo, pudiera ser que dis-
pusiéramos de la informacion de tres empresas diferentes para
un ano concreto:

- Datos de la primera empresa: (13,10).

- Datos de la segunda empresa: (19,15).

- Datos de la tercera empresa: (17,12).

o también podriamos haberlos escrito en columna como,

S @
< £ g
S, & o
= g £
O D)
= A D
Ingresos (13 19 17
Gastos 10 15 12
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Tanto en un caso como en otro lo importante es fijar un criterio
para ordenar los datos. En ambos casos, los datos ordenados en
forma de cuadro constituyen lo que se denomina matriz.

13 10

- | 19 15 | es una matriz con tres filas y dos columnas,
17 12

) (13 19 17

10 15 12) es una matriz con dos filas y tres columnas.

2) Tomemos la matriz
3 —1 2
A“<0—424>'

- el elemento (2,1) de A es 0,
- el elemento (2,3) de A es 4,
- el elemento (3,1) de A no existe,

Es de orden 2 x 3,

- etc.

Asi mismo, tenemos que A es un elemento del conjunto de todas
las matrices de tipo 2 x 3, es decir, A € Moys.
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Definiciéon 3 (Concepto bésicos sobre matrices).

o Dada A = (a;j)mxn llamamos submatriz de A a cualquier
matriz obtenida suprimiendo en A filas y/o columnas.

e Una matriz de la forma (a1 as ... a”)1><n de tipo 1 X n
que tienen una unica fila se denomina matriz fila.

Ejemplo 4. Las matrices (2 —1 0 1), . (=1 4 12), . ¢
(2 4)1><2 son matrices fila.

ai

e Una matriz de la forma a:Q de tipo n X 1 que tiene

n nx1

una unica columna se denomaina matriz columna.

|
2

son matrices
§
2x1

Ejemplo 5. Las matrices _03 y (

4 4x1

columna.
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e Dadas las uplas vi,v9,...,v, € R":

— La matriz obtenida al agrupar por columnas vy, vo,
.., U, se denota

(or [0z |- o)

y tendra m filas y n columnas.

— La matriz obtenida al agrupar por filas vy, vy, ..., v,
se denota
U1
U2
Un

que tendrd n filas y m columnas. Es decir, es de tipo
nxm.
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Ejemplo 6. Tomemos v; = (2,3,—1,0), vy = (6,2,3,3),
vy = (6,4, —9, —1). La matriz por bloques obtenida al agru-
par por columnas v, Us y U3 €s

2 6 6

2 4
(?)1 V9 Ug) = _31 3 _g € Myys.

0 3 —1

La matriz por bloques que obtenemos agrupando vy, v9 y v3

v 23 —1 0
vy | = 62 3 3 € Msyu.
U3 64 -9 —1
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e Una matriz con n filas y n columnas (de tipo n X n) se
dice que es una matriz cuadrada de orden n. El conjunto
de todas las matrices cuadradas de orden n se designa

mediante M,,.

e Dada A € M,,«,, llamamos matriz transpuesta de A y la
notamos A', a la matriz cuya primera fila es la primera
columna de A, cuya sequnda fila es la seqgunda columna
de A, ..., cuya n-ésima fila es la n-ésima columna de A.
Son evidentes los siguientes hechos:

- A€ Man = Al S Mnxm-

- (AN = A,

- A = (aij)mxn = A" = (aji)nxm- Es decir el ele-
mento situado en A en la posicion (i, 7) al hacer
la traspuesta pasa a la posicion (7,1).
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Ejemplos 7.

1)

columna 1
columna 2
columna 3

DO
w
-~

( >t 2 ]. ﬁlal
= 3 0 fila 2 .
16 M TR

Véase que la matriz inicial es de tipo 2 X 3 y al hacer la
traspuesta obtenemos una de tipo 3 x 2. Es evidente ademas
que si volvemos a hacer la traspuesta a la la ultima matriz
obtendremos nuevamente la primera:

t

(237)“_ gé _(237)
164 - 164
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e Llamamos matriz cero de tipo m X n y la notamos O, xx,
o simplemente 0, a la matriz:

0... 0
Omxn: : : Emen-
0...0

mXxn

Es decir, la matriz 0%, es la matriz de tipo m X n que
tienen todos sus elementos iguales a cero.

Ejemplo 8. La matriz cero de tipo 2 X 4 es
O s — 0000
>4=\0000)/"
La matriz cero de tipo 3 X 3 es

O3x3 =

o O O
o O O
o O O

En general, podemos considerar también,

0 0
O3><2 — ) O2><2 — (O O) ) O4><1 —

o O O
o O O
o O O O
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Definicion 9 (Conceptos béasicos para matrices cuadradas).

e Llamamos diagonal principal de la matriz Apxp = (ij)nxn €
M., a la matriz fila (a11 a9 ... ann>. La diagonal prin-
cipal es por tanto la matriz fila formada por los elementos
de A que estan recuadrados en la representacion sigu-

rente:
(CL11 a2 a1z ... aln\
a21 |A22] G923 ... QA2p
A = asy az2 |(asz| ... Asp
\anl Ap2 Ap3 ... |App )
o Llamamos traza de A = (a;j)nxn € My y la notamos

tr(A) ala suma de los elementos de la diagonal principal:

n

tr(A) = a1 +a+ -+ ap, = Zan'.

i=1
1 —6
Ejemplo 10.5ea A = | —5 4 entonces tenemos
3 9

=~ DO DO

que

- la diagonal principal de A es (1 2 9).
- latraza de Aestr(A)=1+2+9=12.
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e Decimos que <aij>n><n e M, es:
- triangular superior s: todos los elementos inferiores
a la diagonal principal son nulos,

- triangular inferior s: todos los elementos superiores
a la diagonal principal son nulos,

- diagonal si todos los elementos fuera de la diagonal
principal son nulos.

21



Ejemplos 11.

124
1) {026], (1 _1> y (O O) son matrices triangulares
3

00 0 1 0 0
superiores.
30 0 0
21 0 0 10 . . e
2) 692 1017 (1 1) son matrices triangulares inferio-
13 2 4
res.
100
3) [020], Lo y U0 son matrices diagonales.
00 3 01 0 0
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e Llamamos matriz identidad de orden n y la notamos I, a
la matriz cuadrada de orden n que es diagonal y tal que

todos los elementos de su diagonal principal son iguales
al. Es decir,

100 ... 0
(010...0\
I,=1001 0] € M,.

Ejemplo 12.

- La matriz identidad de orden 1 es I = (1),
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o Decimos que (a;j)nxn €s simétrica si A= A" o, lo que es
lo mismo:

Qj; — Ajj, \V/’L7j:1,...,n.
e Decimos que (az-j)nxn es antisimétrica si se verifica que:
aij = —aj;, Vi,7=1,...,n.

Obsérvese que si se cumple lo anterior, tomando ¢ = j obten-
emos que

a; = —a; = 2a;; = 0= a; =0, \Vli:1,...,n
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Ejemplos 13.

1
1) Dada A = | 2
3

DO DO DO

3
2 | tenemos que
1

123
Al=1222]| =4
321

y por lo tanto A es una matriz simétrica. Véase que los
elementos (7, ) v (7,7) de la matriz coinciden:

(D 2 .3\
2/@ 2
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0 —2 3

2) Lamatriz B= | 2 0 —4] es antisimétrica ya que,
-3 4 0

si notamos B = (b;;)3x3, tenemos que

*x bjg = —2 = —boy.

x b1z = 3 = —0b3;.

% boy = —4 = —b3o.

x b1 = 0,000 = 0,033 = 0.

( @/—2 3 \
2 @/—4 :

\=5 1+ 0/

Los elementos situados en los extremos de una misma flecha

han de ser opuestos y los de la diagonal (encerrados en un
circulo) nulos.
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Nota. Las matrices diagonales se suelen notar, con objeto de
abreviar la escritura, indicando tnicamente los elementos de su
diagonal principal. Asi por ejemplo:

100 1
La matriz | 0 2 0] se puede escribir como 2

003 3
En forma genérica, a la matriz diagonal A € M,, cuya diagonal
principal es (a1 as - - an) la denotaremos mediante

ai
A=| @
Qn

27



2 Operaciones con matrices

2.1 Suma de matrices

Definicién 14. Dadas dos matrices del mismo tipo A =
(@ij)mxns B = (bij)mxn € Mpxn definimos la suma de A y
B como la matriz A+ B € M,,«, determinada mediante:

A+ B = (aij + bij)mxn-

Es decar:

ail a1 ... QAin bll blg bln

as1 a2 ... A9n I bgl bgg bgn

aml a/m2 o« o amn bml bm2 o« o bmn

ajn +011 ap+b ... a4+ 0y
ao1 + bor  age + by ... ag, + by,

am1 + bml Am?2 + bm2 e Qmp + bmn

28



Ejemplos 15.

D (31) (5

I 209 0000 I 209
2) | -1466]+|0000)=]—-1466
2 124 0000 2 124
—63r><4
I 20 -1 -2 0 000
3)[-146]+| 1 —4 —-6|=1000] =03x3
2 12 —2 —1 =2 000

20 —1 4 6
efectuar por no ser las dos matrices del mismo tipo.

12 1 0 —1 .
4) + es una operacion que no se puede
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(3,—2) — ( 3, 2) (0,0)-
(4,3,2,1,1) + (=2,4,3,0, —1) = (2,7,5, 1, 0).
e (3,2,1)+(2,4,6,2) es una operacion que no se puede

realizar ya que tenemos tipos diferentes.
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Propiedades 16. VA, B,C' € M,,x,:

1. Propiedad conmutativa: A+ B =B+ A.
2. Propiedad asociativa: A+ (B+C)=(A+ B)+C.
3. A4+0=A (donde 0 = 0,51

4. Dada A = (aij)mxn definimos la matriz opuesta de A
como

—A = <_az'j>m><n S men

y entonces se verifica que:
A+ (—A)=0.
5 (A+ B)'= Al + B,
6. A es antisimétrica < Al = — A

Nota (Resta de matrices). De igual manera que se define la suma
es igualmente facil introducir la resta de matrices. De hecho, tal
y como vemos a continuacion, podemos definir la resta a partir
de la suma.

Dadas dos matrices A = (aij)mxn; B = (bij)mxn € Mpmxn
definiremos la resta o diferencia entre A y B como la matriz

A — B = A + <_B> — (az’j - bij)mxn S men-
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Ejemplos 17.
o (t2ry_(-1-2-l
313) \-3 -1 -3/
00 —0 —0 00
2) _OM__(O 0)‘(—0 —0)‘(0 0>_OM'
3) 124\ (2-10) (-1 3 4
206 32 3) \-1-23)

. (07 ¢ (0 =T\ (0 T\
5) SIA—<_7 O) entonces,A—<7 O>_ (_7 O)_

— A, por tanto A es una matriz antisimétrica.
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2.2 Producto de matrices por un nimero real

Definicion 18. Dada una matriz A = (aij)mxn € Muxn ¥
un numero real r € R, definimos el producto de r por A y lo
notamos comor-A o A-r como:

T.A:A-T:<T°a@'j>mxn€men'

Es decir:
al a2 ... Ain r-ai; r-ayp ... Tr-aip
- as1 A9 ... QA9p . r-ao1 T -9 ... T A9y
Ami1 Am2 ... Amn r-QaQmi1 T -Qm2 ... T Qmn

Obsérvese que si multiplicamos una matriz de tipo m x n por
un numero real obtenemos como resultado una matriz de tipo
m X n.
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Ejemplos 19.

131 1 2 6 2 2
1)2'(260—1):(4 120-2)'

2) S - = ngg.

3) =3 (—11 623) N (_33 —_168>'

o O O
o O O

Propiedades 20.Vr,s €¢ R, VA, B € M,,«n:

1. Propiedad distributiva: r- (A+ B)=r-A+r- B.
2. Propiedad distributiva: (r+s)- A=r-A+s- A.
3.1-A=A.

4. (—1)-A=—-A.

5.(r-s)-A=r-(s-A).

6.7-0=0,0-A=0.

7. (r-A)f=r-A.
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2.3 Producto de dos matrices

Definicion 21. Dadas A = (aij)mxn € Mumsxn Y B = (bij)nxp €
M xp definimos el producto de A y B y lo notamos A - B,
como la matriz

A-B = (ai1by; + ajobaj + aizbzj + -+ + ambnj)z'_:11,...,m € Mpxp-
j: 7"'7p

FEs decir, en el lugar (i,7) de la matriz A- B se encuentra el
elemento

fila v de A

;1 blj + a9 bgj + a3 bgj + ... + ap bnj

’

columna j de B

que se obtiene como el producto de la fila © de A por la
columna 7 de B.
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Ejemplos 22.
o9 () -
- 2x3 3 1

( 2

1
212)-(-1] (212)- |1
3 M 1
fila 1 fila 1
N—_—— N——
N columna 1 columna 2
—2.941.(~1)+2:3=9 —2.14+1-142:1=5
2 1
(0—-10)-[{-1|] (0 =10)- |1
fila 2 3 fila 2 1
N—_——
columna 1 columna 2

\:0-2+(—1)7(’—1)+0-3:1 —0-14H(—1)140-1=—1
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100
2 (330 n=(35) (o) -
2x3 2x3 001 33
1 0 0 \
(136)- [0 (136)- 1 (136)- [0
M 0 M 0 " 1
fila 1 fila 1 fila 1
< columna 1 < columna 2 < columna 3
—1.143-0+6-0=1 —1.043-1+6-0=3 —1.043-0+6-1=6
1 0 0
39-1)- (o] B9-1- (1] (39-1)- [0
fila 2 y fila 2 0 fila 2 1
N—— N—— N——
columnal N columna 2 columna 3
=3 +90+ 0=3 =3-0+9-1I(—1)-0=9 :3-0+9-o+‘f—1)-1:—1)
2 2
3) (000)-|1 -1 = (0 0),,
N——
01%3 3 2 3x2
1 1 3 3
4) |9 (13 3) 9 27 27
1 1 3 3

3x3

2x3



1

5) (13 3), .9 = (1-14+3-943-1), , =), , =
1
3x1
31.
I 3
12 L,
6) (2 1) 12 1 es una operacion que no se puede
22 3 -1/, ,
X

efectuar pues no concuerdan los tipos de matrices.

Nota. Obsérvese que el producto de una matriz tipo m x n
por una matriz n X p proporciona una matriz m X p. ks
quematicamente tenemos:

m X n n X p

han de ser iguales

resultado tipo m X p
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Propiedades 23.

1.VA € Myxn, B € My, C € My,
(A-B)-C=A-(B-C).
2. VA € Myysn, B € My, €R
A-(r-B)=(r-A)-B=r-(A-B).

3. VA, B € Myxn,C € M5,
(A+B)-C=A-C+B-C.

4. VA e Mpun, B,C € My,
A-(B+C)=A-B+A-C.

5. VA € My,xn,
]m A=A ) Opxm Amxn — Opxn
A - ]n = A ) Amxn . On><p — Om><p

6. \V/A € Man; B S Mnxp
(A-B) = B'- A"
7. \V/A,B GMn,A'B EMTL'
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8. Dadas A = = , B = by
/) nxn br nxn
matrices diagonales de M,,, tenemos que:
a - bl
A.B— as - by
a, - b,
nxn
Ejemplo 24. Si consideramos las matrices
3 0 00 2 0 00
0—-100 0 —300
A=10 0 40| ¥ B=|o 0 10|

0 0 02 0 0 05

podemos efectuar su producto de la manera habitual. Sin em-
bargo, al ser ambas diagonales, basta con multiplicar los elemen-
tos de la diagonal principal de modo que

3.9 0 0 0 600 0

0o (-D-(=3) 0o o | 0300
A-B = 0 0 4.1 0 | " loo0o4 0
0 0 0 2.5 000 10
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Nota. Dadas dos matrices A € M,»,,, B € M,,, nos pre-
guntamos cuando sera posible efectuar tanto la operacion A - B
como la operacion B - A. Tenemos que:

si es posible efectuar A, xy, - Bpxyr = n=7p N A e M, xn
si es posible efectuar By, - Ayxn = 7 =m B € Myuxm

A-Be M,xm

En particular, si A, B € M,, obtenemos A-B,B-A&e M,

€11 CuyO Caso {
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Ejemplos 25.

1
312 7
0 (o), 2) ()
1
) (523
1

3Ix1

b2 no puede ser calculada.
10/,
X3

312 Lo
2) Si A = y B =12 —1] puesto que son de tipo
210 | 9

2 X 3y 3 X 2, podremos calcular tanto A - B como B - A. Sin
embargo tenemos que:

I 0
312 7 3
(1) 2)-(2)

1 0 312
*B-A=12 —1 (;1(2): 414
1 2 73 2
Obtenemos pues que A - B # B - A y ademas ni siquiera son
matrices del mismo tipo.

42



. 2 1 11
3)Si A= 10 y B = 5 3

tanto A-B como B-A vy ademas A-B, B-A € M, sin embargo:
2 1 11 4 5

*A-B= (—1 o) | (2 3) - (—1 —1)'
11 2 1 11

xB-A= (2 3) | (—1 o) - (1 2)‘

Luego en este caso A - By B - A son del mismo tipo pero son
matrices distintas.

entonces podemos calcular

4) Dada cualquier matriz A € M,, se verificard que
A-I,=1,-A=A

con lo que en esta situacion los productos A - I, y I, - A si
coinciden.
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2.3.1 Potencia de matrices

Dada una matriz A € M,,,«, sera posible efectuar el producto
Amxn ) Amxn

solamente cuando m = n con lo cual A seria una matriz cuadrada
de orden n. En aquellos casos en los que A no sea una matriz
cuadrada no sera nunca posible efectuar la operacion A - A.

Definiciéon 26. Dada A € M,, definimos, para k € N,

A=A 44" Aem,
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Ejemplos 27.

1) Dada
2 1 0
A=11 -1 2
2 —11
Al ser cuadrada podremos calcular sus potencias.
2 1 0 2 1 0 51 2
AP=A-A=1|1-12 1 -12]=150 0
2 —11 2 —11 52 —1
Podemos también calcular A3.
2 1 0 51 2 15 2 4
AP=AAA=AA=|1-12]-|150 0 |=([1050
2 —11 52 —1 10 4 3

En realidad, para calcular las sucesivas potencias de la matriz
A (A1, A5 etc.), podemos repetir este proceso multiplicando
la ultima potencia obtenida nuevamente por la matriz A para
obtener asi la potencia siguiente.
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Por ejemplo, si repetimos el proceso una vez mas obtendremos

A*:

At=A A’ =
2 10 15 2 4 40 9 8
=[1-12]"- 10 5 0 = 25 5 10
2 —11 10 4 3 30 3 11
La matriz A, multiplicgda por la proporcion;xr la potencia

potencia anterior, A2, siguiente, A*.
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Cuando la matriz a la que deseamos calcular la potencia es
diagonal, entonces el calculo de potencias se simplifica de forma
notable.

Propiedades 28.

1. Dada Ae M, yk,peN
AP AP = AP . AR — AFTP,

a1
2. Dada la matriz diagonal A = 2 e M,
n nxn
y k € N se verifica que:
ay
Ak — a
ok

n/ nxn
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Ejemplos 29.

20 0\' /2 0 0 16 0
nlos o]l =(o3 o |=[0s1
00 —1 0 0 (1) 0 0

2) Dada A € M,, se verifica que

A3 AT = (A-A-A)-(A-A)
A2 A% = (A-A)-(A-A-A) =

0
0].
1

s
e
S
e
S
S

3)

(

—_ O =
l\Dll\D
b_\
R
~_

W
I
7
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2.4 Matriz inversa

Por el tipo de operaciones que ello implica, solamente una matriz
cuadrada puede tener inversa. Para introducir estos nuevos con-
ceptos comenzaremos haciendo algunas consideraciones:

e Dada cualquier matriz A € M,, sabemos que
A-I,=1,-A=A,
(Vr e R, 1-r=r-1=r). Esdecir, I, es la unidad de M,,.

e Dados a,b € R, b # 0, la divisién de a entre b puede calcu-

larse como .
a _

b b

donde b~ es lo que se denomina inverso del nimero b.

e Dado b € R, b # 0, sabemos que su inverso es otro nimero
real que escribimos como b~! y que es el dnico ndmero que
verifica

b-bl=b"b=1
El inverso de b es aquel niimero por el que hay que multiplicar
b para obtener 1.

e No todo numero real tiene inverso ya que no es posible cal-
11 o
cular 07" = 5 puesto que no hay ningun numero x tal que

0-z=1.

49



Por todo lo anterior, parece claro que, dada una matriz A €
M,,, si queremos definir A~!, habremos de encontrar otra matriz,
B e M,, tal que

A-B=B-A=1,

y entonces esa matriz B serd la inversa de A, es decir, A™! = B.

Definicion 30. Dada A € M, si existe, llamamos matriz
inversa de A y la notamos A~ a la Unica matriz que verifica:

At A=A A"1=1,
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Ejemplos 31.

10

1) Dada (1 1) consideremos la matriz (_11 (1)) y entonces

(D) ()= =»
EHE R

Por lo tanto, segiin la definiciéon que hemos dado, tenemos que:

(1) -(45)

tenemos que

o1



2
—1 —1 | obtenemos:
—1 =2

—1 2
1
1

) sl tomamos (
1

0
1

L2
L0
01

2) Dada (

— — O

y por ello (
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10 0
3) Dada B= |0 3 0 |, teniendo en cuenta propiedades que
00 =5
conocemos acerca del producto de matrices diagonales es facil
calcular la inversa tomando los inversos de los elementos de la
diagonal principal de B:

90 0 : 00 100
03 0 00| =[(010]=1,
00 =5 00 4 001
00 90 0 100
0% 0 03 0] =1(010]=1I
00 - 00 -5 001

y por ello B~ =

O O ol
O wli— O
C|ﬂ|+~ o o
~
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L1

11
versa. Si A tiene inversa, ésta serd también una matriz cuadrada

de orden 2 y por lo tanto de la forma

-1 Clb
(28

Entonces tendremos que

-1 11 a b o Cl‘|—Cb—|—d . 10 R
A4 _[2:>(1 1) (cd == latrenra) = \01) 7
at+c=1b+d=1
a+c=0b+d=0"

lo cual es imposible ya que es evidente que la cantidad a 4+ ¢ no

puede ser al mismo tiempo igual a 1 e igual a 0. Deducimos por
tanto que la matriz A no tiene matriz inversa.

4) Nos preguntamos si la matriz A = ( ) tiene matriz in-

21

Para ello aplicaremos la misma técnica que hemos utilizado en
el ejemplo anterior. De esta forma, si A tiene inversa sabemos
que sera también una matriz cuadrada de orden 2 y por tanto

ha de ser de la forma
-1 a b
Al ( d) |

o4

5) Intentemos calcular la inversa de la matriz A = (3 1) .



Puesto que A - A~!' = I, tendremos que

31\ (abd) _(10 N Ja+c3b+d\ (10 N
2 1 cd) \01 2a+c 2b+d) \01
Ja+c=1, 3b+d=0,
20+c=0, 2b+d=1.
Resolviendé> el sistema a = 1, b= —]_,
c=—2, d=3.
Véase que al final obtenemos un sistema lineal con cuatro ecua-

ciones y cuatro incognitas que se resuelve facilmente de modo
que finalmente hemos calculado la matriz inversa que sera

L (1 =1
A _(_2 3).

Definicién 32. Decimos que A € M,, es una matriz reqular
st existe la matriz inversa de A y en caso contrario diremos
que A es una matriz singular o no reqular.

: 11 . 11\, (31
Ejemplo 33. (1 1) es singular, (1 O) O (2 1) son  regu-

lares.
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Propiedades 34.

i) Si A, B € M,, son requlares entonces la matriz A- B es
también reqular y ademds se verifica que:

(A-B)y'=B"1.4"

i) Si A € M, es reqular entonces A’ es también regqular y
ademads se verifica que:

(A) = (AT

ai

a9

1) Dada la matriz diagonal A = tal que

an
a; # 0, ay # 0,...,a, # 0, tenemos que A es reqular y
ademas: 1

0 )

A_l — a3

.
w) Si A € M,, es reqular, entonces A™! es también reqular
Yy

(A1 = A

56



v) St A € M, es reqular y tomamos r € R, r # 0, entonces
r- A es reqular y se verifica que:

(r-A)t = L AL

r

Ejemplos 35.
1) Dada I, € M,, sabemos que I, - I, = I, por lo tanto la

matriz identidad es regular y su inversa es ella misma:

(I,)" ' =1I,.

2) Dadas A, B, C' € M,, vamos a calcular la inversa (A-B-C') 1.

Para ello utilizaremos repetidamente la propiedad 7).
(A-B-Cy ' = ((A-B)-O)" = (propiedad i)) = C~-(A-B)"!
— (propiedad ¢)) =C~'- (B™'- A =Cc"'.B7t. AL,

Fn general,

(Al-AQ-----Ak)_l:A,gl-----Agl-Al_l.
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3 Combinaciones lineales, independencia li-
neal. Rango de una matriz

Ejemplo 36. Realizamos el estudio en siete ciudades que lla-
maremos A, B, C, D, E, F y G. En cada una de ellas estudiaremos
inicialmente dos variables:

Neo = Numero de coches presentes en la ciudad,
Ny = Numero de motocicletas.

Después de la correspondiente toma de datos obtenemos los sigu-
ientes valores para estas variables en cada ciudad (expresados en
miles de vehiculos de cada tipo):

N | Ny
Ciudad A| 7 | 6
Ciudad B| 8 | 5
Ciudad C| 10 | 5
Ciudad D| 6 | 6
Ciudad E| 4 | 5
Ciudad F | 20 | 10
Ciudad G| 9 | 5
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Pretendemos analizar el reciclado de neumaticos y de residuos
derivados del motor. Para ello es razonable que estudiemos en
cada ciudad dos nuevas variables:

Nr = Numero neumaticos circulando,
N,,, = Numero de motores en uso.

Podriamos realizar nuevas tomas de datos en las ciudades del
estudio para obtener la informacion de estas otras dos variables,
sin embargo,

Nip =4Nc + 2Ny, N N,, = N¢ + Nyy. (1)

De este modo podemos calcular

Ne | Ny | Np | N,
Ciudad A| 7 | 6 |40 | 13
Ciudad B| 8 | 5 |42 ] 13
Ciudad C| 10 | 5 | 50 | 15
Ciudad D} 6 | 6 | 36 | 12
Ciudad E| 4 | 5 | 26| 9
Ciudad F | 20 | 10 [100| 30
Ciudad G| 9 | 5 | 46 | 14
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En realidad, cada una de las cuatro variables es una 7-upla y

YRy (7)) (9

50 10 15 10 5
36 | =416 [|+2] 6 y 12=6]+]6
26 4 5 9 4 5
100 20 10 30 20 10
\i6) \o) \5) \u) o)\
=Np =Ng =Ny =N =N¢ =Ny

Podemos comprobar que la informacion de Ny y N, depende de
Nc v Ny y por ello no es necesario que tomemos datos en cada
ciudad para estas variables, simplemente tenemos que obtener la
informacién para Ngr y N, combinando la que ya tenemos en

NCyNM.
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Otras variables que se obtienen por combinacion de N¢o v Ny
podrian ser:

e Np = Numero maximo de pasajeros transportables,

e Ny = Numero de faros de iluminacion nocturna.

Evidentemente
NPZ5NC—|—2NM y NF:2N0+NM,

y empleando el calculo con uplas,

A7 7 6 20 7 6
(1) () PN (1Y (0N

10 5 25 10 5
42 =56 [+2] 6 y 18| =216|+]|6
30 4 5 13 4 5
120 20 10 50 20 10
A/ o) \5) \n/ \o) \5)
_NP :NC :NM :NF :NC :NM
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En realidad cualquier variable, IV, que se obtiene como com-
binacion de N¢ y Ny sera de la forma

NZO&NC—i—ﬁNM

y sus valores podran calcularse mediante la operacion de uplas

AR

10 5
N=a| 6 |+5]| 6
4 5!

\o/)  \5/
=N¢ =Ny
Para distintos valores de v y 8 podemos obtener infinidad de
variables que son combinacion de Ng y Ny pero en todos los

casos su informacion sera superflua una vez que conocemos estas
dos ultimas.
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Por otro lado, parece claro que el nimero de coches en una
ciudad es completamente independiente del niimero de motos.
De este modo, las variables N¢ y Ny son independientes entre
sl y ambas son esenciales por lo que necesitamos tomar los datos
de ellas dos sin que los de una puedan obtenerse a partir de los
de la otra. Es decir, no existe ninguna férmula del tipo

NC:CMNM O NM:OéNC

Asi pues, parece claro que en este problema las variables esen-
ciales son N¢ v Ny de las cuales podemos derivar otras como
combinacion.
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Definicion 37. Consideremos las n-uplas vi,vs,...,v, €
R". Entonces:

i) Decimos que la n-upla, w € R", es combinacion lineal
UV1,0V2,...,Uy S

w = U] + a2 + - - - + o, U,

para ciertos numeros reales oy, o, ..., q,, que denomi-
namos coeficientes de la combinacion. El conjunto de to-
das las combinaciones lineales de vy, vs, ..., v, se denota

<’l}1,’l}2, Ce ,Um>.

i) Decimos que v1,vs, ..., U, son linealmente independi-
entes si ninguna de ellas puede obtenerse como combi-
nacion lineal de las demas. Decimos que una unica upla

es independiente (es decir, m = 1) siempre que no sea
nula.

i11) Decimos que v1,vs, . .., Uy son linealmente dependientes
st no son independientes.
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e Las uplas Ni, N,,, Np y N son combinacion lineal de N¢
y Njs. Dicho de otro modo,

NRuNmaNP7NF S <N07NM>

Podemos obtener ademas muchas otras combinaciones de N
y Ny v todas seran de la forma aNg + SN para ciertos
numeros «, 3 € R. Por tanto,

(Ney Nu) ={aNc + BNy - a, B € R},

e El conjunto formado por las uplas N, Ny, Nr, Ny, Np, Np
es linealmente dependiente.

e Las uplas N¢ vy N)s son independientes.
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Las uplas dependientes son superfluas en el sentido siguiente:

Propiedad 38. Dadas las n-uplas w y vy, vs, ..., V,, se tiene
que
W E (U1, V2, .., Up) & (W, 01,02, ..., V) = (U1, 02, ..., V).
Vo Vo Vv
Si w se obtiene como todas las combinaciones también se pueden obtener
combinacion de vy,v9,...,0m° obtenidas empleando w, si eliminamos w

Por ejemplo, combinando N¢, Ny v Nr podemos obtener
(N, Nug, Ng).

Ahora bien, Np se puede obtener como combinacion de las otras
dos. En consecuencia,

XNC,NM,NRZ = SNCvNML'
todas las combinaciones también se p‘ureden obtener
obtenidas empleando Ng, si eliminamos Ny

Dicho de otro modo,
(Nc, Nor, Ng).
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Ejemplos 39.

1) Consideremos las columnas

3 2 1
2 |, o], [ -1
1 0 3

Si las sumamos multiplicadas por los numeros 5, 2 y —1 obten-
emos

3 2 1 15 4 —1
51 2 |+2|0]+(=1) [=-1) =10 ]+|0]+| 1 | =
—1 0 3 —5 0 —3
18

= 11
—8
Por tanto,
18 3 2 1
1mle(l2|,10],[-1])
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2) Tomemos ahora las 5-uplas
(23006) y (-12301).

Nuevamente podemos combinarlas para obtener una fila distinta
a las iniciales. Por ejemplo podemos multiplicar por 3 y 2,

3(23006)+2(-12301)=

= (6900 18)+(-24602)=(4136 0 20)].

Si hubiéramos elegido coeficientes diferentes

41(23006)+ (—1)(-12301)=

=(8120024)4+ (1 —2 =30 —1) =/(9 10 =3 0 23)|.
En definitiva tenemos que

(4136020),(910-3023)e((23006),(—-12301)).

Sin embargo,
@ (23006)+a(-12301) 'y (0o0o0filo)

— (2&1 — ay 3ay + 2as 3as 0] 6a; + CLQ) la fila que pretendemos
el resultado siempre tiene obtener tiene un 1
un 0 en la cuarta posicion en la cuarta posicion
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Es decir,
(00010)¢¢(23006),(-12301))
y en consecuencia
((23006),(-12301))#R

Es decir, no toda 5-upla puede ser obtenida como combinacion
lineal de (2300 6)y (—=12301).
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2 1 5 0

. 0 2 —1 1

3) Consideremos las columnas RE R EARAE
1 1 —3 2

Realizando combinaciones lineales de estas columnas es posible
obtener otras nuevas. El conjunto de todas sus combinaciones
lineales sera

2 1 5 0
0 2 —1 1
< _1 Y 1 Y _7 9 2 > -
1 1 —3 2
2 1 5 0
0 2 —1 1
1 1 —3 2
Por ejemplo, tomando a1 = 2, as = —1, a3 = 1y ays = 3
obtenemos la combinacion lineal
2 1 5 0 13
0 2 —1 1 —1
2 N 1 | + 2 - +3 ol =1 11
1 1 —3 2 1
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La cuestion es si es posible obtener las mismas combinaciones
lineales con menos columnas o, dicho de otra manera, si hay
alguna de las cuatro columnas que sea superflua. Comprobamos
que

5 2 1 0
—1 0 2 1
- =20 4+ 3 (2)
—3 1 1 2

Directamente si aplicamos la Propiedad 38, sabemos entonces
que podemos prescindir de esa tercera columna.
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13

Por ejemplo, __111 es combinacion de las cuatro columnas
1
pero empleando (2) tenemos que
13 2 1 5 0
—1 0 2 —1 1
1 =2 4 — 1 1 + 2 e +3 5| =
1 1 1 —3 2
N——
Sustituimos
empleando (2)
N
AE 1 0\ \
0 2 1
2 4 +1 | 3 5
1 1 2
13 2 1 0
—1 0 2 1
ngl TR Bail IS I B ekl
1 1 1 2

Por tanto, es suficiente con utilizar las columnas primera, se-
gunda y cuarta.
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El hecho de que podamos expresar la tercera columna como
combinacion lineal de las deméas nos ha permitido eliminarla de
la combinacion lineal. En realidad, este mismo argumento es
valido para cualquier combinacion de las cuatro columnas y en
consecuencla,

2 1 5! 0 2 1 0
0 2 —1| 1], ,lo0 2| |1
< —1 17117 |=71"12 ) ={ —11711]1°12 )
1 1 —3 2 1 1 2
Todas las combinaciones obtenidas también se pueden obtener
empleando las cuatro columnas, si eliminamos la tercera

En definitiva, la tercera columna es superflua a la hora de obtener
combinaciones lineales y podriamos eliminarla,

2 1 0
0 2 1

011 2]
1 1 2
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Nota.

% La upla cero siempre puede ser obtenida como combinacion
lineal de cualesquiera uplas vy, v, ..., v, (es decir siempre se
tiene que 0 € (v, Vg, ..., Un)).

O:O’U1+U2—|—'°'—|—Ovm.

Esta forma de obtener la upla cero, por ser la mas sencilla se
denomina ‘trivial’.

Ejemplo 40. Dadas las filas (2 3 4) ¥ (4 3 9)7 pode-
mos obtener la fila cero (en este caso la fila cero sera
O1x3 = (O 0 O)) tomando iguales a cero los dos coefi-
cientes de la combinacion lineal en la forma

(000)=0(234)+0(439).

Esta seria la forma trivial de obtener la upla cero.
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% Como consecuencia del comentario anterior, cualquier con-
junto de uplas que contenga a la upla 0 sera siempre linealmente
dependiente. En efecto, sabemos que la upla 0 siempre se podra
obtener como combinacion lineal de las demas y por ello el con-
junto de uplas ha de ser dependiente.

Ejemplo 41. Sin necesidad de realizar calculo alguno sabemos
que las uplas (1,2, —1),(2,1,1), (0,0, 0) son dependientes ya que
una de ellas es la upla cero que se puede obtener como combi-
nacion lineal de las demaés en la forma

(0,0,0) = 0(1,2,—1) + 0(2, 1, 1).
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% Es evidente que si tenemos mas uplas con ellas podremos
realizar también mas combinaciones lineales. Es decir, si tenemos

las m uplas vy, v9,...,v, € R" y adicionalmente tomamos ¢
uplas mas, wy, wy, ..., w, € R", se cumple que
{V1,02, .., Um) C (U1, V9, Uy W1, W2, -, W)
Todas las combinaciones también las p?)aemos obtener
que podemos obtener combinando vy, ..., Uppy W1, -+« 5 Wy
combinando vy, ..., U,

Ejemplo 42. Dados (2,3, —1,0),(1,2,1,1) € R* y adi-
cionalmente (1,6,3,1),(0,3,0,1) € R?*, cualquier combi-
nacion de los dos primeros, por ejemplo

3(2,3,—1,0) +2(1,2,1,1) = (8,13, —1,2),

puede escribirse también como combinacion de los cuatro,
por ejemplo

(8,13,—1,2) = 3(2,3,—1,0)+2(1,2,1,1)40(1, 6, 3, 1)+0(0, 3,0, 1).
Por tanto,

((2,3-1,0),(1,2,1,1)) C ((2,3-1,0),(1,2,1,1), (1,6, 3,1), (0,3,0,1)).

76



% Si g, Vg, ..., U, son independientes entre si cualquier subcon-
junto de uplas que escojamos de entre ellas son también lineal-
mente independientes entre si.

Ejemplo 43. Es posible comprobar que las 4-uplas
(1,2,—-1,1),(2,1,1,1),(0,—1,1,1), (2, —2,1, 1)

son independientes. En tal caso cualquier subconjunto
de ellas que tomemos también sera independiente. Por
ejemplo,

(1,2, —1,1),(0,—1,1,1),(2,—2,1,1)

son uplas independientes.
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% Sientre las uplas vy, vg, . . ., v, aparece alguna de ellas repetida,
entonces dichas uplas son linealmente dependientes entre si.

Ejemplo 44. Las 4-uplas
(3,2,—1,2), (2,1,2,1), (3,2,—1,2), (7,2,3,1)

son dependientes entre si ya que una de ellas aparece
repetida.

(3,2,-1,2) =0(2,1,2,1) +1(3,2,~1,2) +0(7,2,3,1)

Ve

La upla repetida aparece entre las restantes

\ 7

~
y por tanto podemos obtenerla facilmente como combinacién lineal.

78



3.1 Técnicas basicas para el estudio de la depen-
dencia lineal

En concreto, precisamos resolver los siguientes problemas:

a) Determinar si una upla puede obtenerse o no combinando
otras.

b) Determinar si un conjunto de uplas son dependientes o inde-
pendientes.

Veamos como podemos hacerlo.
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3.1.1 Determinar si una upla es combinacién

Sabemos que una upla, w € R", es combinacion lineal de
v, V9, ..., Uy € R"
si podemos encontrar los nimeros oy, ao, . .., a,, tales que
W = QU1 + QU9 + - -+ + A Upy-

En realidad, cuando desconocemos aq, ao, . .., a,,, la expresion
anterior constituye un sistema lineal de ecuaciones cuyas vari-
ables son los coeficientes que queremos determinar.

Veamoslo mejor en los siguientes ejemplos.

80



Ejemplos 45.

1) Determinar si la upla

es combinacion lineal de las uplas No y Ny del Ejemplo 36.
N; sera combinacion lineal si podemos encontrar los numeros
a, 8 € R tales que

N1 = OJNC—I—BNM.
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Si sustituimos el valor de cada upla y efectuamos las operaciones

(N (S (E (e

8o+ 5
5 10 5 N 10 + 53
O | =a]l 6 |+5] 6 0| =| 6a+63
—1 4 5 —1 4o + 50

10 20 10
\+)  \o)  \5)
=N¢ =Ny

10 200 4+ 108

\4) \90z+56)

y si ahora igualamos por filas llegamos a

(Ta+66 =1

8a+ 50 =3

10 + 55 = 5 1

{ 6a+683=0 :>{O‘: .
o+ 56 = —1 b=-
200 + 103 = 10

| Yo+ 508 =4

Por tanto, hemos calculado los coeficientes a vy 5 que necesitamos
y ahora sabemos que Ny se puede escribir como

Ni = No — Nyy.
Asi pues N € (N¢, Nyy).
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Véase que el problema se reduce a encontrar la solucion de un
sistema lineal de ecuaciones.
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Estudiemos ahora el mismo problema para la upla

1
1)
|
No= 1|1
1
1

\1/
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Repitiendo los mismos pasos, debemos encontrar nuevamente
los coeficientes a v 5 de modo que

NQZCKNC—|—5NM:>

1 7 6 1 Ta+ 653
(1\ /8\ {5\ (1\ (8oz+5ﬁ
1 10 5 1 10ac + 543
ll=al 6|+ 6| =|1]=] 6a+683
1 4 5 1 da + 53
1 20 10 1 20 + 105
1 9 5 1 9o + 5
i N/ s/ ) Nsass
=Nc¢ =Ny
(7o +68 =1
8a+ 50 =1
10+ 58 =1
= ¢ 6a+66=1
da+ 56 =1
200 + 108 =1
L Yda+58=1
Sistema incompatible. Por tanto, finalmente tenemos que
N2 ¢ <NC7 NM>

y la upla Ny no se puede obtener combinando N¢ y Njy.
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2) Comprobar si (3,3,1) € ((1,2,1),(1,1,1),(2,1,1)).

Nuevamente debemos encontrar los coeficientes, en este caso

tres, necesarios para formar la combinacion que produzca la upla
(3,3,1),

Efectuando las operaciones e igualando tenemos

a+f+2y=3
(3,3,1) = (a+8+27y, 204+, 0+B+7y) =  2a+5+7=3 .
a+f+vy=1

Para resolver el sistema,

restando la ecuacion ultima a la primera = v = 2,
restando la ecuacion ultima a la segunda = a = 2,
sustituyendo y despejando en la tercera = g = —3.

Por tanto
(3,3,1) =2(1,2,1) — 3(1,1,1) + 2(2,1, 1)
y (3, 3, 1) - <(1, 2, 1), (1, 1, 1), (2, 1, 1)>
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3) Estudiar si (1,0,0) € ((1,2,1),(1,1,1),(2,3,2)).

Repitiendo el proceso obtendremos nuevamente un sistema, lin-
eal de ecuaciones,

a+pB+2y=1
(1,0,0) = (1,2, 1)+8(1, 1, 1)4v(2,3,2) = { 200+ B+ 3y =0
a+pB+2y=0

y es evidente que la primera y la ultima ecuacion no pueden
cumplirse al mismo tiempo ya que a 4+ 8 + 27 no puede valer
al mismo tiempo 1 y 0. En consecuencia este sistema no tiene
solucion y no podemos encontrar los coeficientes o, 5 y ~y. Por
tanto,

(1,0,0) ¢ ((1,2,1), (1,1,1), (2,3,2)).
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3.1.2 Estudio de la dependencia e independencia
lineal

Dadas varias uplas vy, v9, ..., v, € R" sabemos que siempre
Ovy + Ovg + -+ - + Ov,,, = 0.

Pero, jes ésta la tnica manera de obtener la upla 0 como combi-

nacion de vy, vs, . .., v, 0 existiran otras?

Para justificar esto ultimo, retornemos al Ejemplo 36. Puesto
que
Nr =4N¢c + 2Ny,

sabemos que estas tres uplas, { N¢, Ny, Nr}, son dependientes.
Si pasamos en esta ultima igualdad todos los sumandos a un
mismo miembro tenemos

ANc + 2Ny — Np =0,

donde 0 = (0,0,0,0,0,0,0) es la 7-upla nula. De este modo,
al ser dependientes podemos encontrar una forma de obtener la
upla 0 diferente de la trivial.
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Propiedad 46. Consideremos las uplas vi,vs, ..., v, € R".
Entonces si los unicos valores de los numeros aq, oo, . . ., Qy, €
R para los que obtenemos

041?}1—|—CV2’UQ—|—"'—|—OémUm:O

son ap = g = -+ = qy, = 0, dichas uplas son independi-
entes. En caso contrario, las uplas serdn dependientes.
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Ejemplos 47.

1) Estudiemos si las uplas (2,3,1), (4,6,4), (4,6,3) € R? son
dependientes o independientes. Para ello

a1(2,3,1) + a3(4,6,4) + a3(4,6,3) = (0,0,0).

Primero efectuaremos las operaciones matriciales indicadas en
esta igualdad con lo que llegamos a

(2011 + 4dag + 4ag, 3y + 6ag + 6as, o + 4as + 3az) = (0,0,0)

y ahora igualando ambos miembros finalmente obtenemos el sis-
tema lineal de tres variables y tres ecuaciones,

2001 + 4oy + 4ag3 =0
31 + 6y + 63 =0 .
a1+ 4o + 3ag3 =0

Resolviendo este sistema debemos determinar cuales son los posi-

bles valores para aq, as v a3. En este caso,
(

2001 + 4oy + 4as =0 > a1 + 2009 + 2a3 ="
dividiendo por 2

¢ 3aq + b6ag + 63 = 0 > a1 + 209 + 2a3 =0
dividiendo por 3

\a1+4a2+3&3:0 a1+ 4o 4+ 3ag3 =0
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Ahora el sistema queda

a1 + 209 + 2c03 = 0 > 3 = —2009
ecuacion 2 menos ecuacion 1
a1 + 4das + 3a3 =0 > v = 2009
sustituyendo

Puesto que tenemos infinitas soluciones, estas uplas son depen-
dientes.

S1 tomamos ay = 1 obtenemos,
041:2, 042:1, 0432—2,

que nos conduce a la siguiente expresion, no trivial, de la upla
nula,

2(2,3,1)+ (4,6,4) — 2(4,6,3) = (0,0,0).
La existencia de una forma alternativa a la trivial implica la
dependencia,

(0,0,0) =1[2](2,3,1) + 1(4,6,4) + (—=2)(4,6,3)
= (0,0,0) —[2] (2,3,1) = 1(4,6,4) + (—=2)(4,6,3)
1

2
= <27 37 1) — (47 67 4) + (47 67 3)

Vemos de esta manera que (2,3,1) es combinacién lineal de
(4,6,4) v (4,6,3) y tenemos de nuevo la dependencia.

2) Comprobemos si las uplas (1,1,3),(2,0,—1),(—1,0,1) son
dependientes o independientes.
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Para ello, emplearemos la Propiedad 46.

CL1<1, 17 3> + a’2(27 07 _1> + a’3<_17 07 1) — <O7 O? O)

&1(1, 1, 3) + CLQ(Q, 0, —1) + CL3<—1, O, 1) — (0, O, O)

4
(CLl, aq, 3@1) + (2&2, 0, —&2) + (-CLg, 0, CL3) = (O, 0, O)

Y
(a1 + 2as — as, ay,3a1 — as + az) = (0,0, 0)
Para que dos uplas sean
iguales, cada una de sus
componentes deben ser
iguales.

4

a + 2&2 — a3 — 0

a| — 0

3a1 — ag +az =0
Los coeficientes a1, as y a3 deben cumplir las ecuaciones del
sistema anterior. Ahora bien, si resolvemos el sistema obtenemos
facilmente que
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3) Estudiar la dependencia e independencia de las uplas (2, 0, 0, 1),
(0,1,0,-1), (4,—1,0,3), (0,1,1,0).

Emplearemos la misma técnica que en el apartado anterior:

x(2,0,0,1)+y(0,1,0, —1)4+2(4,—1,0,3)+w(0,1,1,0) = (0,0,0,0)

Y
(22,0,0,2)+(0,9,0, —y)+(4z, —2,0,32)+(0,w, w,0) = (0,0,0,0)
Y
(2x +4z,y — z +w,w,x —y + 3z) = (0,0,0,0)

Y

(20 +42=0

< y—z2+w=70

w =10
| zT—y+32=0

Si resolvemos el sistema observamos que solamente podemos de-
spejar tres de las variables en la forma

Tr = —2z
y==z
w=0>0

Tiene infinitas soluciones. Son dependientes, deducimos que las
uplas son dependientes.
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4) Consideremos los n elementos ey, es, €3, . . . , e, de R" definidos
como sigue:

e = (1,0,0,0,...,0,0),
es = (0,1,0,0,...,0,0),
es = (0,0,1,0,...,0,0),

e, = (0,0,0,0,...,0,1).

Para ello, supongamos que obtenemos la upla 0 de R" como
combinacion lineal de eq, es, ..., e, en la forma

041€1+&262+“‘+Oén6n20

y veamos que en tal caso la unica posibilidad es que todos los
coeficientes aq, as, ..., o, sean iguales a cero.

are1 + ases + - -+ ape, =0 =

a1(1,0,0,. .., 0)4a2(0,1,0, ..., 0)+ .. n(0,0,0,...,1) = (0,...,0)
= (a1,0,0,...,0)4(0, 2,0, ..,0)4(0,0,0,. .., a,) = (0,0,0,...,0)
:>(Ozl,@g,...,Oén>:(0,0,...,O)

= 9




Por tanto todos los coeficientes oy, am, ..., a,, son forzosamente
nulos y como consecuencia ey, €, . . ., €, son independientes.

Las uplas eq, es,..., e, de R,, se denominan n-uplas coorde-
nadas de R". Veamos algunos ejemplos:

e En R? las 2-uplas coordenadas son 2:

€1 — <170> y €2= (07 1)
Sabemos ademas que ey y ey son independientes entre si.

e En R’ las 3-uplas coordenadas serén 3:
€1 = (1,0, O), €y = <O, 1, 0) Yy €3 = (0,0, 1).
Estas tres uplas son independientes entre si.

e En R* las 4 uplas coordenadas son
er = (1,0,0,0), eo =(0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0),
y eqs=(0,0,0,1).
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3.2 Rango de una matriz

Definicién 48. Dada la matriz A = (vi|vs] ... |v,) € Mpxn

cuyas uplas columna son vy, vo, ..., U,, llamamos rango de
la matriz A, y lo denotamos

rango(A) ¢ 1(A),

al tamano del mayor subconjunto de uplas independientes
que podemos encontrar entre las uplas columna vy, vo, ...,
Un. Por definicion, diremos que el rango de la matriz 0,
es 0.
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Ejemplos 49.
1) Tomemos

1000
A=10100
0000
Sus uplas columna son
1 0 0 0
O}, (1], O ¥/ 0
0 0 0 0

De este modo, el mayor conjunto de uplas columnas independi-
ente que podemos conseguir es {eq, e2} que tiene tamano 2 y en
consecuencila,

rango(A) = 2.
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2) Tomemos la matriz

o O O
o O = O
O —, O O

Sus uplas columna,
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0)

El conjunto linealmente independiente mas grande que podemos
obtener a partir de estas tres columnas consistira por tanto en
tomarlas todas y por ello tendra tamano 3. En consecuencia,

rango(B) = 3.
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3) Empleando los mismos argumentos:

o

| <t ~
~— l — I
cCooc o - I Py
cooo oo — oo
o O —H O o O —H O o O O o O
O A OO0 OO0 OO0 o —
— O O O — O O O — O O — O

® rango

® rango
® rango
® rango
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4) En la Definicidén 48 se establece que el rango de la matriz
cero es siempre 0. Algunos ejemplos de esto son:

0000
erango [ 0 0 0 0] =0.
0000

® ranco 00 — 0
©\oo) ™Y

En realidad, las uplas columna de la matriz cero son todas ellas
iguales a la upla cero correspondiente y por tanto nunca podemos
formar con ellas ningtin conjunto independiente. De ahi que el
rango de estas matrices se establezca como 0.

Propiedad 50. Dado r,n,m € N:

i) rango L]0 =
o\o0) "

i) rango(l,) = r.

111) rango(0,xm,) =

Dicho de otra manera, para calcular el rango de una matriz con
todos sus elementos nulos excepto unos en diagonal, inicamente
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debemos contar el nimero de unos que ella aparecen. Por ejem-
plo, la matriz identidad de orden r tendra siempre rango r ya
que tiene r unos dispuestos en diagonal.

La cuestion es que por ahora solamente sabemos calcular el
I, | 0
0|0
cualquiera podemos intentar transformarla en una de este tipo.

rango de matrices del tipo ( S1 tenemos una matriz

0001
Ejemplo 51. La matriz A = (1) 8 é 8 no es del tipo ({)T } 8),
0000
sin embargo es suficiente modificar el orden de las columnas para
obtener:
0001 1000
A - 0010 {0100
1000 Reordenando columnas/ 0010
0000 0000
|

I~

r

Pero la matriz transformada es del tipo A = ( 0 8) y Su

rango es 3 (tres unos en diagonal). Como consecuencia

r(A) = 3.
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Podemos plantearnos las siguientes preguntas

a) jExisten mas transformaciones como ésta que modifican la
matriz pero no el valor del rango?

b) Supuesto que la respuesta a la pregunta a) es afirmativa: | Las
transformaciones disponibles permitiran convertir cualquier

matriz en una del tipo (]OT ; 8)7

Veremos que en ambos casos tenemos una respuesta afirma-
tiva.

Propiedad 52. Dada la matriz A € M, «, se verifica que:

i) Si modificamos el orden de las filas o columnas de A, la
matriz resultante tiene el mismo rango que A.

i) Si multiplicamos una de las filas o columnas de A por
un numero distinto de cero, la matriz resultante tiene el
mismo rango que A.

i) Si sumamos a una columna (respectivamente fila) otra
columna (respectivamente fila) multiplicada por un nimero,
la matriz resultante tiene el mismo rango que A.
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Definicién 53. Dada una matriz A = (aij)mxn € Mmxn
llamamos operacion elemental sobre A a cualquiera de las
siguientes transformaciones:

o Multiplicar una fila o columna por un niumero no nulo.
e Modificar el orden de las filas o columnas.

e Sumar a una columna (respectivamente fila) otra columna
(respec. fila) multiplicada por un niumero cualquiera.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente nomenclatura para
describir las operaciones elementales que efectuamos sobre una
matriz:

a) Cuando multiplicamos la columna i-ésima por un ntimero k
lo indicamos mediante " kCi” .

b) Cuando intercambiamos la columna ¢ por la j lo indicamos
mediante " Ci<+Cj".

c) Cuando sumamos a la columna ¢ la columna j multiplicada
por un numero k lo notamos " Ci=Ci+kCj".

d) Las mismas operaciones para filas se denotan utilizando la
letra "F” en lugar de "C”.
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Ejemplos 54.
1) Apliquemos una serie de operaciones elementales a la siguiente

(1 2 3) (2 1 3)
0 —10 C1<C2 —1 00
(1 0 3

F1=F1+2F2 (O —1 O)

(0 —1 0)

F1<F2 1 2 3

. (3 6 9)

3C1 0 —10

Las matrices que aparecen a la derecha, todas ellas, se han

obtenido a partir de (1 29

matriz:

0 —1 O) aplicando operaciones elemen-

tales.

I 2 3\ 2 13\ L 0 3
rango { o _q o) =Tango| 4 o o) =rangol, 4 4

B 0 —10\ 3 6 9
=Trango |, o o =Tango{, 4 o]
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2) Para calcular el rango de la matriz

1 00
A=1 2 01
—4 10

podemos aplicar sobre ella operaciones elementales para intentar
I, | 0

0 O)' Veamos como

transformarla en una matriz del tipo (

podemos hacerlo:

1 00 1 00 1 00
A=12 01| —— | 2 10 > 0 10
410) @ \_yq) PR\,

F3= F3+4F1 (O 01

En resumidas cuentas calculamos el rango de A en la forma

100
rango(A) =rango [0 1 0] = 3.
001
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El dltimo ejemplo reproduce el método que pretendemos aplicar
para calcular el rango de una matriz. Dada la matriz A aplicare-
mos sobre ella operaciones elementales para intentar transfor-

marla en una matriz del tipo <6T 8),

A

~
7 N\
o L
o O
N~

Operaciones elementales

Entonces,
I, 1 0
rango(A) = rango 0o o) ="

Queda pendiente la pregunta:

b) ; Las transformaciones disponibles permitiran convertir cualquier

matriz en una del tipo (ér ; 8)7
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3.2.1 El método de eliminacion de Gauss

El método de eliminacion de Gauss o de eliminacion Gaussiana
permite reducir, mediante operaciones elementales, cualquier ma-
triz a una matriz con unos en diagonal y el resto de elementos
nulos. Es lo que se denomina un método iterativo. Es decir, se
basa en la aplicacion reiterada de los mismos pasos. Estos pasos
son los seis que veremos a continuacion y seran los que siempre
aplicaremos para calcular el rango de una matriz.

Iremos viendo los pasos a seguir al tiempo que los reproduci-
mos sobre un ejemplo concreto. Asi pues, éstos son los pasos del
meétodo de eliminacion de Gauss:

1) Seleccionamos en la matriz una fila o columna en la que exis-
tan al menos dos elementos no nulos.

Con caracter general seleccionaremos la fila o columna con un
mayor numero de ceros.

2) En la fila o columna seleccionada en el apartado anterior
elegimos un elemento no nulo al que llamamos ‘pivote’:

e En el caso de calculos manuales, la elecciéon del elemento piv-
ote con valor igual a 1 6 —1 puede simplificar las operaciones.
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e En el caso de calculos precisos, los mejores resultados se ob-
tienen seleccionando como pivote el elemento de la fila o

columna con mayor valor absoluto.

Ejemplo 55.
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3) Empleamos el pivote para anular todos los elementos de la
fila o columna inicialmente seleccionada.

Ejemplo 56.
1 2 01 1 2 01
1 —1 21 -3 -121
2 0 10 ci=ci2cs | 0O 0 10
1 -1 2 3 -3 —12 3

4) Utilizamos el pivote para anular los elementos de la fila o
columna perpendicular a la que habiamos seleccionado en el paso
1 que intersecta a la altura del pivote.

Ejemplo 57.
1 2 01 1 2 01
-3 —-121 -3 -101
0 0 10y poors 0 010
-3 —1 2 3 -3 —-10 3

F4=F4-2F3
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5) Siempre que quede alguna fila o columna con méas de un
elemento no nulo retornaremos al paso 1.

Ejemplo 58.

2
1
= >

0 F1=F1+2F2

1 F4=F4-F2

S = O O
w O = =

1
-3
0
3

Ot
O oo

?
C1=C1-3C2
C4=C4+C2

o O O
o~ QO O
O O O W

[
Ot
-]
[
Ut
-

~

F1=F1-3F4

N O © O

o o L
O~ O O

N O © W
o O O

o o L
O - O O

o OO
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6) Si es necesario se reordenan las filas o columnas para pasar
la matriz a forma diagonal. Si en la diagonal principal aparecen
elementos no nulos distintos de 1 podemos dividir adecuadamente
la fila o columna correspondiente para transformarlos en 1.

Ejemplo 59.
—5 0 00 1000
0 —100 {0100 7
7 — 14.
0 0 10 Fl—LF1 0010
0 0 02 Fa—Lpo 0001

Finalmente hemos obtenido una matriz del tipo (Ir O> . Pode-

010
mos calcular ahora el rango de la matriz inicial A:
1 2 01 1000
1 -121] 0100 _ 4
rango [ 5 | =rAango | o1 0| =+
1 —123 0001
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De esta manera, la idea para calcular el rango de una matriz
A se basa en los siguientes pasos:

1. Aplicamos el método de eliminacién de Gauss para encon-
trar una lista de operaciones elementales, llamémosla L, que
transforme A del siguiente modo:

\ ]r O
A Operaciones L/ (O O> .

2. Utilizamos la Propiedad 52 que nos garantiza que

rango(A) = rango (ér 8) .

3. Finalmente, aplicamos la Propiedad 50 para realizar el
calculo:

L1 0\
rango(A) = rango (0 0) =
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3.2.2 El rango por filas y otras propiedades basicas

Teorema 60. Dada una matriz A € M,,«, se tiene que:

i) rango(A) = rango(A?).

i) El rango de A es el tamano del mayor conjunto indepen-
diente formado por uplas fila de la matriz A.

Una consecuencia inmediata del ultimo teorema es el hecho
de que el rango de una matriz sera inferior tanto al ntimero de
columnas como al nimero de filas de la matriz. Ello queda refle-
jado con mas precision en el siguiente corolario.

Corolario 61. Dada A € M, «, se verifica que

rango(A) <m y rango(A) < n.
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3.2.3 Calculos con dependencia, independencia, com-
binaciones lineales mediante el rango

Propiedad 62. Consideremos las n-uplas

V1,V92,...,Upp Y W

i) V1, Vs, ..., Uy son independientes entre si

& rango(vy|ve - - - |vy) = m.

i) w € (U1, Ve, ..., Up)

& rango(vy[va] -+ o) = rango(v|vs] - -+ [vm ).

e ;Qué sucede cuando son dependientes?

Si v, V9, ..., U, son dependientes, jcomo descartamos las u-
plas superfluas?. Tendremos que

rango(vy |vg| - -+ |uy) =17 < m

y existiran r de ellas independientes. Sabemos entonces que para
muchas de las operaciones relacionadas con combinaciones line-
ales podemos elegir esas uplas independientes y descartar las
demas. Pero, jcomo averiguamos cuales de las uplas son inde-
pendientes y cuales descartables?
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Ejemplos 63.
1) Comprobar silasuplasv; = (2,1,3, —1,2), vo = (4,2,6, —2,4),

vy = (=2, —1,0,=5,1), vy = (2,1,2,1,1) y v5 = (2,1, 5, =5, 4)
son independientes entre si.
Resolveremos el ejercicio aplicando la Propiedad 62. Para

ello, comenzaremos calculando el rango de la matriz obtenida al
poner en columna las uplas en cuestion,

2 4 =22 2\
I 2 —-11 1
rango(vy |ve|vg|vglvs) =tango | 3 6 0 2 5 | =2.
-1 -2 =51 =5
\2 4 11 4/

Por tanto no son independientes.
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2) Las uplas del apartado anterior pueden ser combinadas para
obtener otras. ;jSon necesarias las cinco uplas dadas para obtener
todas esas combinaciones o, por el contrario, existen uplas super-

fluas?

S1 tomamos las dos primeras columnas tenemos
(2 4 \
1 2

rango(vi|vg) =rango | 3 6 | =1

y por tanto no son independientes. Tomemos en su lugar las
columnas primera y tercera,
[ 2 —2\
1 —1

rango(vy|vg) =rango | 3 0 | =2

y estas dos columnas si son independientes. Por tanto,

<U17 Yo, V3, Yu, ¢5> — <(27 1,3, -1, 2)? <_27 —1,0, =9, 1)>
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Podriamos haber escogido también, por ejemplo, la cuarta y
la quinta
(2 2)
1 1

rango(vy|vs) =rango | 2 5 | = 2.
I —1

\1 4

De esta forma, tenemos dos respuestas para el mismo ejercicio.
Combinando las uplas

(2,1,3,-1,2) y (=2,—1,0,—5,1)

obtenemos las mismas combinaciones que con las cinco uplas
iniciales y, al mismo tiempo, combinando

(2,1,2,1,1) v (2,1,5,—5,4)

también obtenemos todas esas combinaciones.
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3) Comprobar st wy = (1,2,3,2,1) y we = (0,0,3,—6,3) se
pueden obtener como combinacion lineal de las uplas vy, vo, v3, v4, U5
del apartado 1).

Comencemos con wy; = (1,2,3,2,1). Aplicando el apartado
i1) de la Propiedad 62 sabemos que

wy € <U17 U2, U3, U4, U5>

& rango(v1|va|v3|va|vs) = rango(v:|va|vs|valvs|wi)

Es decir, debemos comprobar si es cierta la igualdad

2 4 =22 2 2 4 =22 21
(1 2 —11 1\ (1 2 —11 1 2\
jrango| 3 6 0 2 5 | =rango| 3 6 0 2 5 3|7
—1 -2 =51 =5 -1 -2 -51-52
\2 4 11 4) \2 4 11 4 1
=2 (apa?r?ado 1)) =3

Por tanto, wy & (w1, vg, 3, Uy, Vs).
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Podriamos haber simplificado estos calculos si hubiéramos em-
pleado los resultados del apartado 2) ya que entonces vimos que

<U17 U2, U3, U4, U5> — <U17 U3>'

Por ejemplo, para we = (0,0, 3, —6, 3),
wy € (v1,v3) < rango(vi|v3) = rango(vy |vz|ws).

Si calculamos los rangos de (v1|v3) v (v1]|vs|ws) tenemos
2 =2 2 =2 0
{ 1 —1\ / —1 0 \

rango | 3 0 | = rango 3 0 3
—1 =5 —1 =5 —6

\2 1) \2

=2 (apartado 1))

N 7 \

luego si es combinacion.
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3.2.4 Etiquetado de columnas

El esquema de operaciones elementales que hace posible calcu-
lar el rango de una matriz también permite detectar las uplas
independientes. Para ello basta con etiquetar cada columna con
un indicativo de la upla a la que corresponde. Tras aplicar el
esquema de operaciones elementales, las uplas cuyas etiquetas
aparezcan sobre los unos en diagonal de la forma reducida seran
directamente independientes.
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Ejemplo 64. Consideremos las uplas v; = (1,2,0,—1), vy =
(2,4,0,=2), v3 = (2,1,1,0) y vy = (4,5,1,—2). Para ver
cuantas y cuales de ellas son independientes, las pondremos en
columna y calcularemos el rango de la matriz resultante. Sin
embargo, etiquetaremos ademas cada columna;

Uy Uy Uy Uy Uy Uy Uy Yy
1 2 2 4 12 2 2
2 4 1 5 > 2 4 1 4
00001 1 | Y 0o 010
—1 -2 0 =2 —1 -2 0 =2
Vi Uy Uy U4 U1 U9U51,
1 2 0 2 1202
5 2 4 0 4 > 0000
F1=F1-2F3 O 0 1 0 F2=F2-2F1 0010
F2=F2-F3 —1 =2 0 =2 F4=F4+F1 0000
U1ty l5ly U152y
1000 1000
> 0000 — 0100
C2=C2-2C1 0010 C2+ C3 0000
C4=C4-2C1 0000 F2+ F3 0000
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3.2.5 Obtencion de todas las uplas posibles

Dado cierto conjunto de n-uplas, vy, ve, ..., v,,, en ocasiones es
de importancia determinar si ellas son suficientes para generar
mediante combinaciones cualquier otra n-upla

El conjunto de todas las n-uplas es R", asi que la cuestion que
estamos planteando aqui es si con ciertas uplas vy, v, ..., U
podemos obtener todo R"”, es decir, si

<U1, V9, ... ,Um> = R",
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Propiedad 65.

i) Dadas las n-uplas vi, v, ..., U,
(U1, V9, ..., Uy) = R" & rango(vy|ve - - - |uy,) = n.
i) Las n-uplas coordenadas de R", ey, es, ..., e, cumplen que
<€1, €2,..., 6n> = R".
i11) Dadas las n-uplas vy, vs, ..., Uy,
(v1,v9,...,v,) = R" & {vy,09,...,0,} es independiente.

i) Mds de n, n-uplas no pueden ser independientes.

v) Con menos de n, n-uplas no es posible obtener todo R"
(es decir, todas las n-uplas).
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Ejemplos 66.
1) Dadas las 4-uplas, (1,2,—1,1), (2,1,0,—1), (0,0,1,—1) y

(1,2,0, 1), nos preguntamos si combinandolas es posible obtener
cualquier otra 4-upla que deseemos. Aplicando el apartado i) de
la Propiedad 65 sabemos que

((1,2,-1,1),(2,1,0,—1),(0,0,1,—-1),(1,2,0,1)) = R*

se cumplira si puestas en columna, dichas uplas dan rango 4.
Tenemos que

1 2 01
rango 2 02 =4
—1 0 1 0
1 —1 —11

asi que efectivamente cualquier upla de R* puede ser obtenida
combinando esas cuatro.
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2) Estudiemos el mismo problema del ejercicio anterior referido
ahora a las uplas (1,2, 3), (2,1,3), (—=1,2,1) y (2,3,5). Nos pre-
guntamos entonces si combinandolas es posible obtener cualquier
3-upla, es decir, si

((1,2,3),(2,1,3),(=1,2,1),(2,3,5)) = R, (3)

Sin necesidad de realizar ningtin calculo, de antemano, aplicando
el apartado ) de la Propiedad 65 sabemos que las cuatro
uplas son dependientes ya que mas de 3 3-uplas nunca son inde-
pendientes. Para comprobar (3), como antes, puestas las uplas
en columna, su rango deberia ser 3. Ahora bien,

12 —12
rango (2 1 2 3| =2<3
33 1 5

ast que existen uplas de R? que no se pueden obtener combinando
las de este ejemplo.
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3.3 Rango y Matriz inversa. Calculo de la matriz
inversa mediante operaciones elementales

En esta seccion estudiaremos las relaciones existentes entre los
conceptos de rango y de matriz inversa en el caso de matrices
cuadradas.

Propiedad 67. Sea A € M,, una matriz cuadrada de orden

n. Entonces,
JA™! & rango(A) = n.
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Hagamos algunos comentarios sobre esta ultima propiedad:

e De la propiedad anterior se desprende que si una matriz tiene
inversa, sus uplas columna deben ser independientes. En
otras palabras,

JA™! < las columnas de A son independientes.

Este enunciado equivalente puede escribirse también en términos

de filas.

e Como consecuencia del Corolario 61, una matriz cuadrada
A € M,, de orden n (con n filas y n columnas) tendra rango
a lo sumo n. Entonces, n es el valor maximo que puede
adoptar el rango de A vy, en consecuencia, se dice que A
tiene rango maximo cuando rango(A) = n. Empleando esta
nomenclatura, la Propiedad 67 puede reescribirse como

JA™! < A tiene rango maximo.
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3.3.1 Calculo de la matriz inversa mediante opera-
ciones elementales

Tomemos una matriz cuadrada de orden n, A € M,,. Si la
matriz tiene rango n entonces

A > 1,

operaciones elementales

Formemos la matriz (A|l,) que se obtiene anadiendo la matriz
identidad a la matriz A. Si las operaciones elementales de antes
son todas ellas por filas

(Al1) > (1| B).

operaciones elementales

Se puede comprobar que las matriz B que aparece de este modo
almacena las operaciones elementales que hemos aplicado a A en
el sentido

A—l>]n y por tanto A-B=1,
op. el.

~ el producto por B transforma A en I,
las op. el. transforman A en I,

Pero esta ultima igualdad nos indica que la matriz B es justa-
mente la matriz inversa de A v por tanto A™! = B.
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Propiedad 68. Supongamos que la matriz A € M,, tiene

inversa y que L es una lista de operaciones elementales por

filas que transforma A en I,, entonces si aplicamos las ope-

raciones de L a la matriz por bloques (A|l,) obtendremos
(Al1) > (In| B),

Operaciones L

donde B es la inversa de A.
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De este modo, de la Propiedad 68 se desprende para calcu-
lar la inversa de la matriz A € M,,, debemos reducir A en I,
pero ahora aplicando operaciones elementales solamente por fi-
las. Para el calculo del rango podemos aplicar operaciones tanto
por filas como por columna pero ahora, para obtener la inversa,
tenemos que limitarnos inicamente a operaciones por filas. Sin
embargo, ello sigue siendo posible aplicando el método de elimi-
nacion de Gauss que vimos en la pagina 107. Solamente habre-
mos de tener en cuenta las siguientes puntualizaciones cuyo ob-
jetivo es evitar en todos los pasos la realizacion de operaciones
por columnas:

a) Puesto que solamente podemos aplicar operaciones por filas,
en el paso 1 unicamente seleccionaremos columnas ya que
para anular los elementos de una columna las operaciones a
realizar son por filas.

b) En el paso 2, hemos de tomar la precaucién de seleccionar un
elemento que no esté a la altura de los pivotes seleccionados
en pasos anteriores.

¢) Obviaremos el paso 4 ya que supone la realizacion de opera-
ciones por columnas.

d) Una vez aplicados los pasos 1 a 5 para todas las columnas, sera
suficiente con dividir las filas con objeto de transformar todos
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los elementos no nulos en unos. Finalmente ordenaremos las
filas para obtener la identidad.
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Ejemplos 69.
1) Calcilese la inversa de la matriz

1 2
I -1
2 0
I —1

DO — DN O
W O = =

Para ello, formamos la matriz (A | I4) y le aplicaremos opera-
ciones elementales por filas hasta transformarla en (14| B).

1 201/1000 1 2 01[10 0 0
1121 0100 ~3-101/01-20
20100010 "2 0TI000 10
1-123/0001) o0 \-3-103/00-21
1 2 01[10 0 0 4 300[1-120
~3-101/01-20 |-3-10Tj0 1 20
2 0100010 . o |2 0Io0o0 10
~3-103/00-21) _ .0 \6 200/0-3 4 1
o

1F4
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—1
00 2 00 2 00 2
10 1 >» |10 O >» (100
01 1) @=cor \ o ) @=ccz \ g
001 100
— 100 >0 10| =I1s.
sF1 010 ordenando columnas 00 1
Por tanto rango(A) = 3 y en consecuencia la matriz A es reg-

ular. Podemos ahora calcular su inversa aplicando operaciones
clementales a las filas de la matriz ( A | I3 )

00 2 100 00 1 500
(Allz)=1101 010 — (101 010
01 -1/001) " \o1 -1 001
00 1 | 5 00) 001 4 00
>»(10 0 =210 > 100 —310
F2=F2-F1 01 —1 0 0 1) F3=F3+F1 010 % 01
100 =210
> [0 10 %01 = (| B)
reordenando filas 00 1 ! 00
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Por tanto:

B
i

1
2

1
Al'=B= 0
0

O = O

3) Aplicando transformaciones elementales a A = G 1) con-

SeguImos:

11 (11 (10
1 1) Fo=roF1 \O0 0/ co=co-ci’ \0 0/

Por tanto rango(A) = 1 < 2 y en consecuencia A es una matriz
singular que no tiene inversa.
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Dada A € M,, hemos visto que
rango(A) = n < JA™!

Sin embargo, si rango(A) < n o A no es cuadrada, esta carac-
terizacion no tiene sentido.

Definicion 70. Dada A € M,,,«,, llamamos menor de orden
r de la matriz A a cualquier submatriz cuadrada de orden r

de A.

2 136
Ejemplo 71.5ea A= | —1 2 2 4 | tenemos que:
0 012
2 13
* | —1 2 2| es una submatriz cuadrada de orden 3 de A y por
0 01

lo tanto es un menor de orden 3 de la matriz A.

* (? ;L) es una submatriz cuadrada de orden 2 de A y por ello

es un menor de orden 2 de A.

01
consecuencia un menor de orden 2.

* (2 3) es una submatriz cuadrada de orden 2 de A y como
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x (2), (0) 6 (4) son submatrices cuadradas de orden 1, es decir,
menores de orden 1.

Propiedad 72. Dada A € M ,xp,

rango(A) = r < el orden del mayor menor reqular de A es r.

En otras palabras, si una matriz tiene rango r, necesariamente
podremos encontrar dentro de ella una submatriz cuadrada, un
menor, de tamano r con inversa y ademas no es posible encontrar
submatrices mayores con inversa.
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4 Determinante de una matriz

Para la definicién del determinante seguiremos un método con-
structivo basado en las formulas de desarrollo del determinante
por una fila o columna.

Definiciéon 73. Dada A € M,, definimos el determinante de
A y lo notamos det(A) o |A|, como el nimero que verifica:

e 5i A= (a)ix1 € My, entonces |A| = |(a)| = a.

® Si A= (aij)nxn € M, conn > 1, entonces |A| se define
de cualquiera de las dos siquientes maneras:

a) Para cualquieri=1,... ,n:

Al = ajn - A+ a - Do+ -+ + ain - D

Ail
B Ajo
= \(Cbil ao ... CLm)J- )
la?rdeA
/i Am

La formula anterior se conoce como desarrollo del de-
terminante de la matriz A por la fila i-ésima.

b) Para cualquier j =1,... n:
Al = ay;- A+ ag; - Dgj+ -+ anj - Ay
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= (A Ay Ay) e [T

Clnj

columna j deA

FEsta formula se denomina desarrollo del determinante
de la matriz A por la columna j-ésima.

Donde A;; se denomina adjunto (i,j) de la matriz y se
define mediante la formula

Ajj = (=1 [Ag )l
siendo A jy la submatriz de A obtenida eliminando la fila
1-éstma y la columna j-ésima.

Nota. Aunque el simbolo que usamos para el determinante de
una matriz, ||, es el mismo que para el valor absoluto de un
numero real, son conceptos totalmente diferentes y no tienen
relacion alguna.
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Ejemplos 74.

1) Para calcular el determinante de la matriz (3);x1 acudiremos
al primer punto de la definicién de determinante ya que esta
matriz es una matriz tipo 1 X 1. Entonces tenemos que:

(3)] = 3.

[(=5)] = =5 (recuérdese que |(—5)| es el determinante de la
matriz (—5)1x1 v no el valor absoluto del nimero —5).
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2) Determinante de la matriz cuadrada de orden 2.

. a1 a
Consideremos A = ( H 12) e May:

az1 a2

*

A(1,1) = (CLQQ)-
*

A(1,2) = (a21)-
*

A(2,1) = (CL12)-
*

A(2,2) — (@11)-

A partir de lo anterior calculamos los adjuntos de la matriz:

Ay = (=D Aq ] = (=1)% - |(ax)| = ax,
A = (=)' |Aqg| = (=1)° - |(an)| = —an,
Aoy = (=1 |Apy| = (=1)% - |(a12)] = —ar,
Ngy = (=1)"7 - [Apgl = (=1)* - [(a11)| = an.
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Calcularemos siguiendo dos de las posibilidades anteriores:

ailr a2
ao1 a2
(ﬁl& 1) = a1 - A1+ ap - Ay =ai; - an+ap- (—a21)

= Q11 - Q22 — A12 - A21.
(columna 2) = Q19 - A12 + a9y - AQQ = Q19 * <—a21) + a99 - A1

= aj11 A2 — A12 * A21.

En definitiva;

aip a2\|
= a1 - 22 — A12 * A91-
as1 A2
Esquematicamente,
aii ai2 ai2 ai
— T ’
a1 29 a21 a29

donde los elementos que aparecen unidos por un segmento han
de ser multiplicados.
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3) Determinante de una matriz cuadrada de orden 3.
Dada la matriz

ail Qi Aais
A= a21 Q22 G923

as; asz Aass

calcularemos su determinante haciendo el desarrollo por la primera
columna. Tendremos entonces que:

|A| = a1 - A1p + a9 - Aoy + asy - Asy.

Calculamos a continuacion los adjuntos necesarios:

_ 1+1 | Q22 Q23 \|
Ay = (—1> |A(1,1)! = — Q22 * A33 — A23 - 432,
a3z A33

2+1 a2 d13
A9y = (—1> A(2,1) = = = -Q12 * A33 + a32 - A13,
az2 a33

_ 3+1 Q12 a13\|
Az = (=1)""|Agy| = = Q12 - (93 — Q22 A13.
a22 A23

Tenemos entonces:

|A’ — apy - (CL22 " a3z — a3 - &32) + Qg1 - (&32 “a13 — agg - Cl33)
+as; - (@12 - ags — ag - aiz).
= @11 - Q22 " (33 1+ G21 * A32 - @13 + A31 - A12 * 423
—(as1 - agg - @13 + @11 - Qg3 - Az + Qg1 - Q12 - A33).
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A la formula anterior para el determinante de una matriz 3 x 3
se la denomina regla de Sarrus y se puede esquematizar en el
siguiente diagrama;

|A| = a11- a9 - ags+ as - ass - a3+ azy - aig - ass
—(a31 *a92 + A13 1+ A11 * A93 * A32 + A91 * A12 a33)

4) A continuacién calculamos algunos determinantes de matrices
2 x 2 utilizando la férmula obtenida en el ejemplo 3:

* (_11 g)‘:yo—z-(—m:z.

11
* (1 1) =1-1-1-1=0.

16
* (3 9> =1-9-6-3=-9.
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5) Empleamos ahora la formula de Sarrus:

I 60
*Il—-120]|=
I 01
1-2-14(=1)-0-0+6-0-1
—(0:2:140-0-1+(=1)-6-1)

= 2+06=23.

42 6
*1103 —=11]]|=

00 b5
=4-3-540-0-6+2-(—1)-0
—(0-3-640-(=1)-4+0-2-5)
4.3-5=00.
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O°A13+1°A23—|—O°A33—A43

1
0
2

2
—1
3

——(0404+4—0—-3—2)+(=24+04+0—-0—0—0)
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7) En el siguiente ejemplo resolvemos un determinante de tipo
4 x 4 mediante un desarrollo por la segunda fila:

1 2 —-11
2 01 1}
1 1 1 1|
—11 2 2
= 2Ny +0- Aoy + Aoz + Ay
2 —11 1 21 2 —1
= —2-{11 1 1})|—=(|1 1 11])|+ 1 1
1 2 2 —1 12 11 2
= —2-4+2-1-1-4+2)— (2+1—2+1—1—4)

+(2-1-2-1-1-4)=—4+43—7=-38.

En los ejemplos anteriores se pone de manifiesto que el deter-
minante puede adoptar como valor cualquier niumero real. Por
contra, el rango sera siempre un numero natural.
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Propiedades 75.

1. Dada A = (aij)nxn € M, matriz diagonal, triangular
infertor o triangular superior, se verifica que:

Al = a1 -an-ass- - app.
En particular |I,| = 1.
2. Dada A € M, |A"| =|A].
3. Dadas A,B € M,,, |A-B|=|A|-|B].
4. Dada A € M,, regular, tenemos que |A| # 0 y ademds

1
A7 =
A

5. Dada A € M, tal que |A| # 0 se verifica que A es reqular.
6. Dada una matriz B € M,xn,

rango(B) = r < El orden del mayor menor de A con

determinante no nulo es r.

148



Ejemplos 76.

1) Considerada la matriz A = ( 1 2

—1 3) tenemos que:

[Al=1-3-2-(-1)=5#0.

Puesto que el determinante de A es no nulo sabemos que es una
matriz regular y ademas sin necesidad de conocer su inversa,
A1 sabemos el valor de su determinante:

11
A= — =2
A7 = =3

—_

_ (empleando la

propiedad 1 ) =2-(—3)-6=—36.

Do
N
O O o
|
OV
O B W
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12—-10
3)Sea A= |01 3 1] ycalculemos surango empleando los
14 5 2

dos métodos que conocemos:

i) Veamos si A tiene algiin menor no nulo de orden 3:
(

12 -1 120
01 3 ||=0 011]]=0
14 5 142

9
1 -10 2 10
03 1]|=0 1 3 1|[=0

I\ 52 45 2

Sin embargo,

1 2
(1)

De este modo el orden del mayor menor con determinante no
nulo es 2 y por ello el rango de la matriz sera:

rango(A) = 2.

ii) Efectuando operaciones sobre A tenemos:

1200 1000
A >0 131 >0 131
C3=C3+CL | | 4 g o) C2=C2201 || 5 o
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=F3-F1

F3

F3-2F2

F3=

Por tanto
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Propiedades 77 (Operaciones elementales para determinantes).
Dada A = (aij)nxn € M, tenemos que:

1. Un numero que multiplica a toda una fila o a toda una
columna puede salir fuera del determinante. FEs decir,

Vi,j€{l,...,n}

a’ll R alj - aln a’ll . o e a’lj - aln
a21 o« o o /r‘ . a2] « o o a2n . ,r, . a21 ¢ o o a2] « o o a2n
anl ce e T anj .« . ann anl .« .. anj .« . ann

( aii aig -+  QAip \ /an aig - - aln\
reip T e T Qg = T aj1 Q2 - Qip

\ anl an2 e Ann ) \anl aApo * - ann)
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2. Si intercambiamos una columna (respectivamente fila) con

otra columna(respec. fila) contigua el determinante cam-
bia de signo.

3. 51 a una columna (respectivamente fila) sumamos otra

columna (respec. fila) multiplicada por un nimero, el
determinante no varia.

Ejemplos 78.

1. Aplicando la propiedad 1 tenemos:

120 1 2-10 110
* 643)||=1162-23])|=2-]1623
281 22-41 241
1 2 3 1 2 3 | 1 2 3
2 4 1 1 1
2 —9 1 2 =9 1 2 —9 1
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2. Aplicando repetidas veces la propiedad 2 tenemos:

1000 1000
000 1 0001
0010l =(©@2eC)I==1117
0100 0010
1000

0010

= (C3 < C4) = 0100

000 1

1000

0100

= (C2 < C3) = — 0010

0001

_|In’ = —1
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La ultima propiedad junto con las otras que hemos visto para
determinantes permiten resolver de manera directa algunos de-
terminantes sencillos. Veamoslo en la siguiente nota:

Nota. Es importante tener en cuenta los siguientes puntos:

e Si A € M,, tiene una columna completa de ceros o una fila
completa de ceros entonces |A| = 0.

eSi A € M, tiene dos columnas iguales o dos filas iguales
entonces |A| = 0.

e 5i alguna columna (respectivamente fila) puede obtenerse
sumando las otras columnas (respec. filas) multiplicadas por
numeros, entonces |A| = 0.

Ejemplo 79. En la matriz del determinante siguiente la
tercera columna puede obtenerse como la suma del doble de
la primera columna mas el triple de la segunda, con lo que:

1 15 1 13
—16 16 || = (C3=C3-2C1) = || —1 6 18
0 4 12 0 4 12
1 10
= (03=033C2)=|[-160]|=0
0 40
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En la préactica, para la simplificacion de un determinante se
puede, con las necesarias precauciones, utilizar el procedimiento
para reduccion de matrices visto en la Seccion 3.2 con la salvedad
de que en el caso de determinantes hemos de tener en cuenta los
siguientes puntos:

e La multiplicacion de una fila o columna por un ntmero no
nulo hara que varie el valor del determinante pero en su lugar
podra aplicarse el apartado 1 de Propiedades 77.

e La modificacion del orden de las filas o columnas supone el
cambio de signo del determinante segun lo indicado en el
apartado 2 de Propiedades 77.

e Una vez anulada una fila o columna utilizando un pivote,
desarrollaremos el determinante por dicha fila o columna para
obtener un determinante de menor tamano.
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Veamos a continuacion algunos ejemplos de este método:

Ejemplos 80.

1)

1 —123

3-102]|

1 1 46|

0—-110
1 1 23
3 —-102

= (C2=C24C3) = Lt o4
00 10

1

_ (desarrollando por) = (_1)4+3 . !

1

3 —

la fila 4 | 5

= —((=6+45+2) — (=3 + 10 + 18)) = —16.

SN W
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2)

1 3 0 6 4
1 10
7

—12 -1 2 1
(1 5 0 6 2\
5 4 0

-1 2 -1 2
3 4

(

6

3

—2

F2=F24+F1
F3=F3+F1 | —

Fd=F44F1
F5=F5+3F1

|
<

) = D -y (
(F2=F2-F1) = — (

desarrollando
la columna 3
= (C2=C2+C4) = —

o o —

D
4
4

1
0
O

|

2
2
I 10

© O

-2 11 12 7

7
0
b 14

— O
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1 7 6

— (desarrollando) _ _9. (_1)2+4. 5 14 1
la fila 2 —2 11 12

—2- ((168 4 330 — 14) — (=168 + 11 + 420))
—2-221 = —442.
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4.1 Calculo de la inversa mediante determinantes

En esta seccion estudiaremos un método alternativo para el calculo
de la inversa de una matriz basado en el concepto de determi-
nante.

Definicion 81. Dada A € M,,, llamamos matriz adjunta de
A y la notamos Adj(A), a la matriz:

Adi(A) = (Ay)nxn € M.

La matriz adjunta de A es, por tanto, la matriz formada por
todos los adjuntos de A dispuestos ordenadamente.

Propiedad 82 (Calculo de la inversa mediante determinantes).
Sea A € M, tal que det(A) # 0, entonces A es una matriz
reqular y ademads:

1 et
A= Al (Adj(A))".

Ejemplos 83.

1) Sea A = (1

—2 entonces
4 5 )’

Al =5+8=13+£0,

160



con lo cual A es una matriz regular y podemos calcular su inversa
para lo que obtendremos primero los adjuntos de la matriz

Ay = (=D™YE)| =5, Ap=(=1)"*4)] = —4,
Agr = (=1 (=2)] = 2, Ap = (=1)*"|(1)] =1

y entonces la matriz adjunta sera:
. o AH Alg B 5 —4
Adi(4) = (Am Azz) B <2 1 ) '

Finalmente la inversa es:

1 1 /5 =4\ 1/5 2
-1 _ . t:_ _ -
AT = MW =5 (2 1) 13 (—4 1>'
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1 6
2) Sea A= | —12
0 1

0
1 entonces su determinante es
—1

A= -2-1-6=-9

y ademas sus adjuntos son

,
2 1 —1 1 —1 2

) e
6 0 I 0 16

e I
6 0 I 0 [

N RS O I G

\ 2 1 —1 1 —1 2

con lo que su matriz adjunta sera:

N\

-3 —1 —1
AdjA)=1[ 6 —1 —1
6 —1 8
y A~ la calcularemos como:
1 | -3 6 6
Al = — Adj(A)f =—- [ -1 -1 -1
T j(A) = 5

—1 —1 8
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5 Material adicional

5.1 Filas y columnas de proporciones

Ampliacion de conceptos sobre producto de un nimero por una
matriz. Pagina 35

Hemos visto que cuando en cierto fenomeno intervienen var-
ios datos aq, as,..., a,, podemos representar esta informacion
mediante un elemento de R" en la forma,

(al, as, . .. ,CLn>.
Es frecuente que sea de interés determinar qué porcentaje repre-

senta cada cantidad respecto al total. Ello puede hacerse emple-
ando tantos por ciento (porcentajes) o tantos por uno:

e El calculo de porcentajes para cada cantidad de (aq, as, - . . , a,)
se realiza de la siguiente forma:
100
— Porcentaje de aq respecto al total= a,%.
a+as+---+ay,
. 100
— Porcentaje de a respecto al total= as.
at+as+---+ay,
. 100
— Porcentaje de a,, respecto al total= an.

a1+a2+---+an
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e El calculo de tantos por uno para cantidad de (ay, as, . . ., a,)
se realiza como sigue:

1
— Tanto por uno de a; respecto al total= aj.

a] + Az + T Ay

1
— Tanto por uno de ay respecto al total= as.

a1+a2+-~+an

1
— Tanto por uno de a,, respecto al total= Q.
ai+as+ -+ ay,
Entonces,
100 100
( aty..., CLn> =
ap+ a4 -+ ay ar+ a4 -+ ay
100 ( )
= 1,G9,...,0Q
W+ as+-Fay "
Y también
1 1
( ai, ..., a,) =
a) +ag =+ -+ ay a) +ag =+ -+ ay
1
(a17a’27 7an>

_a1+a2+---+an
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En otras palabras,

La upla de porcentajes 100 (ar. 0 o)
correspondiente es: a1+ Gy + - + ay 1,a2,...,0n
La upla de tantos por uno 1 (a1 o)

1, 2, y Un

correspondiente es:
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Ejemplo 84. Los consumos de materias primas en cierta zona
industrial vienen dados por: 1123 toneladas de acero, 820 toneladas
de aluminio, 530 toneladas de materiales plasticos. Podemos rep-
resentar esta distribucion mediante la 3-upla

(1123, 820, 530) € R’
Calculemos los porcentajes:

1123
d — 100 _ 45.41%.
® 7 de acero 1123 + 820 + 530 %

320
de aluminio = 100 _ 33.15%.
® 7 de aluminio 1123 + 820 + 530 %

530
de plasticos = 100 — 91.43%.
® % de plasticos 1123 + 820 + 530 %

Como acabamos de ver,
100
1123 + 820 + 530

De la misma manera la upla de tantos por uno sera,

(1123, 820, 530) = (45.41, 33.15, 21.43).

(1123, 820, 530) = (0.4541, 0.3315,0.2143).

1123 + 820 + 530
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6 Reglas de simplificacion e igualdades de
matrices

Ampliacion sobre operaciones y simplificaciones con matrices.
Pagina 57

Propiedades 85.

1. Sean A, B,C € M, «, entonces:
A+B=A+C = B=C,
A+B=C = B=C—-A.
2. Sea A € M,, matriz reqular y B,C € M,,x,, entonces:
B-A=(C-A= B=C,
B-A=C = B=C-A"".
3. Sea A € M,, matriz reqular y B,C € M,,,«n, entonces:
A-B=A-C = B=C,
A-B=C = B=A"'.C.
4.8ear eR, r#£0y B,C € M,,«n, entonces:
r-B=r-C = B=C,
1
r-B=C = B=--C.
T
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Nota.

(o)) =(0) (52)

~” aVa

=02x9 =09x2

sin embargo,
1/1 1 2 1/1\ (-3 1 1 2 —3
. — . :> —
1) \—1 =2 1 3 —1 —1 =2 3
e Dadas A, B € M,,, no podemos realizar la simplificacion

A-B-A'=B.
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7 Modelos matriciales basados en poten-
cias de matrices

Ampliacién de conceptos sobre potencias de matrices. Pagina
57

El producto y la potencia de matrices son fundamentales en el
planteamiento de los modelos matriciales mas importantes.

Supongamos que estamos estudiando un fenémeno en el que
intervienen varias magnitudes aq, ao, ..., a; que varian con re-
specto al tiempo. Si disponemos en forma de upla el valor de
las magnitudes en cada periodo n, obtendremos una lista de k-
uplas, Py, P, ..., P, que nos proporcionan la informacion del
fenomeno en cada periodo.

En numerosas situaciones podemos calcular esas uplas medi-
ante una formula del tipo

n
Pn = A" P07
donde A es una matriz cuadrada de orden k que se denomina
matriz de transicion.

[lustraremos mejor esto a continuacion mediante un ejemplo
clasico de modelo matricial basado en la potenciacion de matri-
ces.
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Ejemplo 86. Supongamos que en cierto sector comercial com-
piten tres empresas que llamaremos A, B y C. De un ano a otro,

Los clientes | Los clientes | Los clientes
de A de B de C
Pasan a A 80% 10% 10%
Pasan a B 10% 60% 20%
Pasan a C 10% 30% 70%

Supongamos ademas que en el ano en que comenzaron los es-
tudios, la empresa A tenia 210 clientes, B tenia 190 y C, 320.

Suponiendo que el ano k = 0 es el ano en que comenzo el

estudio de los clientes de las tres empresas, llamaremos:

e A, = clientes en la empresa A al cabo de k anos.
e B, = clientes en la empresa B al cabo de k anos.

e (. = clientes en la empresa C al cabo de k£ anos.

La informacion de cada ano la agruparemos en una upla columna:

Ay,
P =
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Segun los datos del problema

210
Py= 1190
320

Aplicando la tabla de transicion,

o A, | = 80% de Ap+10% de Bp+10% de C%

clientes en A el ano k + 1

= 0.84; +0.1B;, + 0.1C,.

o B 1 = 10% de Ar+60% de Br+20% de C}

clientes en B el ano k + 1

= 0.1A4; 4+ 0.6B;, + 0.2C,..

o () 1= 10% de Ar+30% de Br+70% de C},

clientes en C el ano k£ + 1

= 0.14, + 0.3B;, + 0.7C}
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Empleando la definicion del producto de matrices, es tacil darse
cuenta de que

0.84; +0.1B, + 0.1C% 0.8 0.1 0.1 Ay
P.i1=101A,4+0.6B,+02C, | =101 06 02| - | By
0.1A4; 4+ 0.3B; + 0.7C} 0.1 0.3 0.7 Cl

0.8 0.1 0.1
—1010602]-P.
0.1 0.3 0.7

0.8 0.1 0.1
Llamando A = [ 0.1 0.6 0.2
0.1 0.3 0.7

)

Pry1 = AP,
Tenemos por tanto,

P, = AP,
P, = AP
AP,
P, = AP

etc.

o
[
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Entonces, si queremos calcular P
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Entonces, si queremos calcular P

P, = AP,

174



Entonces, si queremos calcular P

P, = AP,
P, = AP
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Entonces, si queremos calcular P

P = AP,
P, = A(APR)
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Entonces, si queremos calcular P

P = AP,
P, = (AA)PR,

177



Entonces, si queremos calcular P

P, = AR
P, = (AA)P) = A*PR
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Entonces, si queremos calcular P

P, = AR
(AA)Py = A*R
P, = AP,

e
[
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Entonces, si queremos calcular P

P, = AR
P, = (AA)P) = A*PR
Py = A(A’PR)
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Entonces, si queremos calcular P

P, = AR
P, = (AA)P) = A*PR
Py = (AA*)P,
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Entonces, si queremos calcular P

P, = AR
P, = (AA)P) = A*PR
Py = (AA*)P) = AP,
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Entonces, si queremos calcular P

P, = AR
P, = (AA)P) = A*PR
Py = (AA*)P) = AP,
P, = AP
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Entonces, si queremos calcular P

P, = AP,

P, = (AA)P) = A*PR
(AA%)Py = AP,
P, = A(A’PR)

I
||
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Entonces, si queremos calcular P
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Entonces, si queremos calcular P

P, = AR
— (AA)Py = A*Py
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Entonces, si queremos calcular P

Luego, en general,

P, = AR
— (AA)Py = A*Py
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Entonces, si queremos calcular P

P, = AP,
Py, =

Luego, en general,

P, = A"P, .

La matriz A regula el paso de un ano al siguiente y es la matriz
de transicion para este problema.
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Puesto que conocemos la distribucion inicial de clientes, Fj,
podemos calcular facilmente la distribucion en anos sucesivos.
Para ello, calculamos varias potencias de A:

0.8 0.1 0.1 0.8 0.1 0.1

A>=AA = 0.1 06 02] (010602
0.1 0.3 0.7/ \0.1 0.3 0.7
0.66 0.17 0.17
= [ 0.16 0.43 0.27
0.18 0.4 0.56
0.8 0.1 0.1\ /0.66 0.17 0.17
A3 =AA%> = | 0.1 06 02] [0.16 0.43 0.27
0.1 0.3 0.7/ \0.18 0.4 0.56
0.562 0.219 0.219
= [ 0.198 0.355 0.291
0.24 0.426 0.49
0.8 0.1 0.1\ /0.562 0.219 0.219
At=A4% = 0.1 06 0.2] |0.198 0.355 0.291
0.1 0.3 0.7 0.24 0.426 0.49
0.4934 0.2533 0.2533
= | 0.223 0.3201 0.2945
0.2836 0.4266 0.4522
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Empleando estos calculos con la ecuacion (86) tenemos que

0.8 0.1 0.1\ /210 219
P=AP, = |0.10602] [190]| = [ 199
0.1 0.3 0.7/ \320 302
0.66 0.17 0.17\ /210 295.3
P,=A*’Py = [0.16 0.43 027 ] [ 190 | = | 201.7 | .
0.18 0.4 0.56/ \320 293
0.562 0.219 0.219\ /210 229.71
P, = A°Py = | 0.198 0.355 0.291 190 | = | 202.15
0.24 0.426 0.49 320 288.14
0.4934 0.2533 0.2533\ /210 232.797
P,=A*Py = | 0.223 0.3201 0.2945 | [ 190 | = [ 201.889
0.2836 0.4266 0.4522/ \ 320 285.314
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Por otro lado, una vez planteado este modelo surgen diversas
cuestiones a resolver:

a) ;Es posible estudiar la tendencia de futuro en la dis-
tribucion de clientes?

b) ;Existen distribuciones de equilibrio?
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