Capitulo 1.
Funciones.



Objetivos del tema

e La recta real. Conceptos basicos.

e Funciones reales.

e Funciones elementales.

e Funciones obtenidas a partir de funciones elementales.
e Limites y continuidad de una funcion.

e Calculo de limites y estudio de la continuidad.

e Interpretacion de los limites en infinito.




A modo de ejemplo supongamos que estamos estudiando la
poblacién de cierta ciudad en la que inicialmente viven 10000
personas. Si designamos mediante P al numero de habitantes en
la ciudad podriamos escribir entonces

P = 1000.

Sin embargo, es evidente que la poblacion de cualquier ciudad
varia con el tiempo y que, debido a los nacimientos y muertes, de
un ano para otro el nimero de habitantes variara. En tal caso,

P(t) = 1000e" ",

Entonces, mediante dicha formula, podremos facilmente calcular
el nimero de habitantes para cualquier ano sin mas que sustituir
t por el valor conveniente. Por ejemplo:

e cn el afio t = 1 la poblacién es P(1) = 1000e*1! =
1105.17,

e en el afio ¢t = 4 la poblacién es P(4) = 1999¢%14 =
1491.82.



Si por ejemplo el estudio se realizé para los primeros diez anos,
el valor de t estara entre 0 y 10,

P:[0,10] — R
P(t) = 10001

Esto es lo que denominamos una funcién matematica y los el-
ementos que aparecen en esta expresion aportan toda la infor-
macion que necesitamos sobre ella:

e [0, 10] es el intervalo dentro del cual se mueve la vari-
able. Por tanto, en este caso, la formula sera valida
desde el ano t = 0 al ano t = 10.

e P es el nombre de la funcion y ¢ es su variable. P, esla
poblaciéon que depende del tiempo, ¢, lo cual indicamos
escribiendo P(t) (P es funcion de t).

o P(t) = 1000”1 es la férmula que determina de qué
manera depende P de t. Mediante esta formula, una
vez que conocemos t podemos calcular P.



1 La recta real. Intervalos

Todas las medidas de las magnitudes y fendmenos que encon-
tramos en el mundo real se plasman usualmente mediante ntimeros.
Pero, en todo caso, los numeros que utilizamos para describir las
magnitudes del mundo real admiten una expresion decimal de la

forma
+ @ee...@.ddglr. L,

TV
Signo parte parte
entera decimal

donde eee...eyddd. .. son listas de digitos de longitud variable
(la parte ddd . .. podria tener infinitos digitos) que representan,
respectivamente, la parte entera y decimal del ntimero.

\—//%2,1, 12?)432 : 7389 ,4513433, : 34})543,
S1gNno arte arte arte arte arte

entera decimal entera decimal entera



Estos nimeros con signo, parte entera y parte decimal son los
que utilizamos para medir las magnitudes que observamos en el
mundo real y, por ello, se denominan niimeros reales. Hay infini-
tos numeros reales y todos ellos agrupados forman el conjunto
de los numeros reales que se denota como R.

El conjunto R se puede representar mediante una recta en la
forma

R

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

A
Y

En la mayoria de los ejemplos no trabajaremos con toda la
recta R ya que en muchos casos interesara centrarnos solamente
en un fragmento o intervalo de ella.



Definicion 1. Sean a,b € R. Entonces:

e Llamamos intervalos abiertos a los subconjuntos de R,
(a,0) ={x e R/a <z < b}, (a,+0)={r e R/a <z},
(—o0,b) = {z € R/x < b}.

Diremos que los nimeros a y/0 b son los extremos de
tales intervalos.

e Llamamos intervalos cerrados a los subconjuntos de R,
la, bl ={r e R/a <x<b}, [a,+0)={xr e R/a <z},
(—00,b] = {r € R/x < b}.

Diremos que los nimeros a y/0 b son los extremos de
tales intervalos.

o Llamamos intervalos semiabiertos o semicerrados a
la,b) ={r eR/a<x<b} y (a,bl={reR/a<zx b}

Diremos que los niumeros a y b son los extremos de tales
intervalos.



Nota. Utilizaremos las siguientes notaciones:

R* = (0, +00) = conjunto de todos los nimeros reales positivos.
Ry =1[0,+00) = RT U {0}.
R~ = (—00,0) = conjunto de todos los ntimeros reales negativos.
Ry = (—00,0] = R~ U {0}.

En ocasiones también se utiliza la notacién (—oo,4+00) para
referirse a todo el conjunto R. Asimismo, dado a € RU{—o00, 0}
aceptaremos que (a, a) = (.



En la notacion anterior utilizamos los simbolos +o0o y —oo. Ni
—00 ni +00 son numeros (no son elementos de R). Sin embargo,
si que es posible concebir una imagen intuitiva del significado de
—00 0 +00.

R

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

\ 4

A

—o0 seria el punto situado en el extremo izquierdo de R y +00

el del derecho

50 R +00

[ ®
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4




2 Funciones reales.

En el tema de introduccion estudiamos el concepto de aplicacion
entre dos conjuntos. Una funcion es un caso particular de apli-
cacion.

Definicion 2. Una funcion real de vartable real es una apli-
cacion

f.: D — R,

donde D C R es un subconjunto formado por nimeros reales
al que llamamos dominio de la funcion.



Generalmente las funciones reales se definiran mediante una
formula o conjunto de formulas y podran estar expresadas de
alguna de las dos siguientes maneras:

1. Utilizando la notacién usual para aplicaciones en-
tre conjuntos: Por ejemplo, la funcion

f:(—-1,1) — R
fla) = —

1 — 2?2
esta expresada empleando la notacion de aplicaciones entre con-
juntos. Al observar su definicién podemos obtener la siguiente

informacion acerca f:

1
1 —a?
* el dominio de la funcién: el intervalo (—1,1).

*x la formula definitoria:
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2. Utilizando solamente la féormula definitoria: Asi,
por ejemplo, la funcion g dada mediante

1
9(2) = 7,
es una funcion real que se ha definido indicando tinicamente su
formula. En principio, desconocemos por tanto el dominio de g.

En este caso, cuando solamente disponemos de la féormula de-
finitoria, el dominio de la funcion sera el conjunto de ntmeros
reales para los que la férmula tiene sentido (para los que es
posible calcular el valor de la funcion en dichos puntos).
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Para la funcién g:

1
1 — a2

*x la formula definitoria:

* el dominio de la funcién: Sera el conjunto de nimeros reales
para los que tiene sentido la féormula definitoria, es decir, para
los que se puede aplicar la férmula obteniendo un valor real.

1 1
-parax =1, g(1) = T expresion que no tiene
sentido y por tanto g(1) no se puede calcular.
1, g(—1) ! : d
- para r = — —1) = = — de manera que

g(—1) no se puede calcular.

- parax € R—{1, —1} siempre sera posible calcular el valor
de g(x).

Por tanto el dominio de g sera el conjunto

D=R—{-1,1}.
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2.1 Representacion grafica
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Ejemplo 3. Para representar graficamente la funcion
f:10,2] - R
flz) =a”
seguiremos los siguientes pasos:

a) En primer lugar, representamos el dominio de la funcién. En
este caso, el dominio de f es el intervalo |0, 2].

Representamos el
intervalo [0, 2] en el

’ / eje horizontal
1

-2 ) ﬁ———-—‘f
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b) A continuacién, representamos la funcion f trazando su grafica
solamente sobre su dominio, el intervalo [0,2], que hemos mar-
cado en el paso anterior.

Para cada punto x del intervalo |0, 2] es facil calcular su imagen
f(x). Representaremos cada punto x en el eje horizontal y su
imagen f(x) en el eje vertical. Tomemos, por ejemplo, x = 2,
entonces

f(2)=2"=4,
y la imagen de x = 2 es, por tanto, f(2) = 4. Gréaficamente,
podemos representar este hecho del siguiente modo

f(2) — ams

05 1 1.5 2+~—XL —
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Sin embargo, para trazar la grafica de f no remarcaremos ni
x ni f(x) sino el punto (x, f(x)). En nuestro ejemplo particular
para x = 2 tenemos que (z, f(x)) = (2,4) que representamos de
la siguiente forma

f(2) e (@ fla) = (2.4

005 1 1.5 5%51322

De este modo, para obtener la grafica de f resaltaremos todos
los puntos de la forma (z, f(z)) que forman el conjunto

U, f(z) -z €0,2]}

al que hemos denominado conjunto grafica de f.
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005 1 1.5 2—x=2
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f(1.5) = 1.5 = 2.25
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f(1.5) = 1.5 = 2.25
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3

f(15)— fmmmmmmmmmmmneaes - (1.5, f(1.5)) = (1.5,2.25)
2 | |
1 f(1.5) =1.5"=2.25
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Q4 2.02) = 2.4
3
70 EE U (15, £(1.5)) = (1.5,2.25)
2 : |
[ I — (L) = (1,1
e
0.5 1 1 2
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3

1) R E— (15, £(1.5)) = (1.5,2.25)
2 : |

F) 1 (L) = (1,1
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3

70 EE U (15, £(1.5)) = (1.5,2.25)
2 : |

[ I — (L) = (1)

£(0.5) = 0.5 = 0.25

005 1 1.5 2
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.................. (L5, £(15)) = (15,2.25)

------------ . (17 ?f<1>>: (17 1)
' f(0.5) = 0.5* = 0.25
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3
G5 I —— (15, £(1.5)) = (1.5,2.25)
2 : |
J{E e e— (L) = (L)
L f(05)=052=025
FO5) |\ (03, £(05) = (05,025)
O.:5 ]:. 1.:5 2
x L 0.5
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) *(2,/(2) = (2,4)
................. o (15, f(1.5)) = (1.5,2.25)
2 ° |
F1) gy (L 1) = (1)
S f05)=052=025
““;9.<O 3, f<0i5>> = <0'57 0 5)
S R
x L 0.5
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Ejercicio: Representar, mediante una tabla, la funcién

f:10,10] = R
flz) = 2(10 — z)

mediante una tabla de puntosen x = 1,2, 3,4, ..., 10.
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Ejercicio: Representar, mediante una tabla, la funcién

f:10,10] = R
flz) = 2(10 — z)

f(z)
0
9
16
21
24
25
24
21
16

9
0

© 0 I O Ui W — O 8

—_
-
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20

10

-10

-20
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-10

-20

40



-10

-20
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Ejercicio: Representar, mediante una tabla, la funcién

g:10,10] = R
g(x) = x(x — 10) cos 27z + 7)
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Ejercicio: Representar, mediante una tabla, la funcién

g:10,10] = R
g(x) = x(x — 10) cos 27z + 7)
(

9(x)
0
9
16
21
24
25
24
21
16
9
0

O 0 I O UL i W N — O 8

—_
-
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-10

-20
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2.2 Propiedades de forma de una funcién

Ciertas caracteristicas de la funcion f determinan la forma que
tendra su grafica. Son lo que se denominan ‘propiedades de forma
de la funcion’.

Definicion 4. Una funcion real de variable real, f : D — R,
se dice que es:

e cstrictamente creciente si Vay, x9 € D tales que x1 < xy se
tiene que f(x1) < f(xo).

e creciente st Vri,xo € D tales que x1 < Ty se tiene que
f(x1) < flz2).

e cstrictamente decreciente si Vaq, x9 € D tales que 1 < x9
se tiene que f(x1) > f(x2).

e decreciente si Va1, 19 € D tales que x1 < o se tiene que
f(x1) = f(z2).

e monotona si es creciente o es decreciente.

e cstrictamente monotona si es estrictamente creciente o es
estrictamente decreciente.

e constante sz 4 a € R tal que
f(x)=a, Vx € D.
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e inyectiva st Vi, 19 € D se verifica que
f(z1) = f(x2) = 71 = 29.

e acotada superiormente si 3 M € R tal que f(x) < M, Vx €
D.

e acotada inferiormente si 3 m € R tal que m < f(x),Va €
D.

e acotada si es acotada superior e inferiormente.

Nota. Una funcién puede presentar una funcion de forma sola-
mente en un intervalo concreto.
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3 Funciones elementales

3.1 Funciones potenciales

Para definir la potencia de base a y exponente n, a”, debemos
considerar varios casos que recogemos en la siguiente tabla:

Si entonces
n=0,a%#0 a" =a =1
neR" a=0 a" = 0" =
neN aelR a":a-a-n-)-a,-a

1
neN aeR—-{0} a"=—
an

1
n € Npar, a € Ry |an =z € R] tal que 2" = a.

. 1
n € Nimpar ,a € R| a» = z € R tal que 2" = a.
I I
n="LaeR" a" = (af)i = (a7)P.

p,qE€Z, q#0

n c R, a€eRT limz—n a®.
x€Q
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Una vez que hemos repasado el concepto de potencia, estamos
en disposicion de definir lo que entendemos por funcion potencial.

Definicion 5. Llamamos funcion potencial de exponente o €
R a la funcion

f(x) = .
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3.2 Funciones exponenciales

Definiciéon 6. Liamamos funcion exponencial de base a €
R* a la funcion
f R—R
fla)=ar

Véase que el dominio siempre es todo el conjunto R. La funcién
exponencial que aparece con mayor frecuencia es la que tiene por
base al nimero e (a = e) y en ocasiones e se nota como exp(x).
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La grafica de una funcién exponencial de base a presenta las
siguientes propiedades:

1. Siempre pasa por el punto (0, 1) puesto que
f0)=ad"=1.

2. 51 a = 1 la funcién sera constantemente igual a 1.
3. 51 a > 1 la funcion sera creciente.

4.S10 < a < 1 la funcidon sera decreciente.

a> 1 D<a<l1 a=1

N W~ O O N
N W b~ O O N

'
N
'
=
N W A~ OO N

o1



La funcién exponencial aparece en numerosos procesos:

e Cuando el valor en un periodo determinado de una magnitud
que varia con el tiempo es proporcional al valor en el periodo
anterior, dicha magnitud se ajustara mediante una funcion
exponencial.

Ejemplo 7. Durante los anos iniciales de puesta en marcha
de una factoria, la produccién aumenta un 10% cada ano. Si
la produccion inicial es Fy = 100 toneladas, tendremos que:

Pasados t = 1 anos la produccion sera
P(1)=Fy+10% de Py= Py +0.1F, = 1.1F,.
Pasados t = 2 anos la produccion sera
P(2) = P(1)+10% de P(1) = P(1)4+0.1P(1) = 1.1P(1) = L.1?R,.
En general, pasados t anos la produccion es
P(t) = P(t—1)410% de P(t—1) = P(t—1)+0.1P(t—1) = 1.1P(t—1)
= 1.1'P,.

Por tanto,
P(t) = Py1.1" =100 - 1.1°
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e El interés compuesto. Supongamos que invertimos un
capital inicial P =1000€en una cuenta bancaria que abona
unos intereses anuales del 8%. Entonces:

Pasados t = 1 anos, el capital en la cuenta sera

Pl)= P, + 8&%deP = P+0.08P = (1+0.08)P.

Capital inicial  Intereses en el 1 afio
Pasados t = 2 anos, el capital en la cuenta sera
P(2) = P(1 + 8% de P(1
@ Capit;l\e(?l%uenta A— de1<aﬁ>:)
— (14 0.08)P + 0.08(1 + 0.08)P = (1 + 0.08)*P.
Pasados t = 3 anos, el capital en la cuenta sera
P(3) = P(2 + 8% de P(2
o Capita?e(glcuenta Izltereseg, del(aﬁlo
= (14 0.08)*P + 0.08(1 + 0.08)*P = (1 + 0.08)*P.
Pasados t anos, el capital en la cuenta sera

P(t)= P(t—1) +8%de f(t—ll

Capital en cuenta Intereses del ano

= (14 0.08)""'P +0.08(1 +0.08)""P = (1 +0.08)" P.
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La funcion P(t) que proporciona el capital en cuenta en el
ano t es por tanto

P(t) = (14 0.08)'P
Por ejemplo, tenemos que:

- El capital acumulado el primer ano sera
P(1) = (14 0.08)' P = 1.08 - 1000 = 1080€.
- El capital acumulado a los diez anos sera

P(10) = (14+0.08) P = 1.08'.1000 = 2.158-1000 = 2158€

Cuando los intereses obtenidos se suman al capital inicial de
la cuenta generando ellos mismos intereses para anos sucesivos
obtenemos lo que se denomina ‘inversion a interés compuesto’.
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Usualmente, las entidades financieras suelen pagar intereses
mas de una vez al ano. Entonces el interés nominal de la
cuenta se divide entre el numero de pagos que se realizaran.

Por ejemplo si la entidad financiera del ejemplo anterior pa-
gara intereses tres veces al ano:

Pasado el primer periodo, el capital en la cuenta sera
N~ 3

Capital inicial
Intereses en el 1°" periodo

8 0.08 0.08

Pasado el segundo periodo, el capital en la cuenta sera

8 0.08\ >

Capital en cuenta

Intereses del 2°

Pasado el tercer periodo, el capital en la cuenta sera

8 0.08\°
+ g%deAQ = (1—|—T) P.

Intereses del 3°

Az = Ao

Capital en cuenta

Al terminar el primer ano el capital en la cuenta sera
0.08\°
P(1) = (1 + T) P.
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Es tacil ver que el capital en el segundo ano es

P(2) = (1+0'3ﬁ>3]3(1) = (1+¥>3 (1+¥>3P

0.08) >
_ (HT) P

Si repetimos este razonamiento para anos sucesivos es facil
deducir que el capital en cuenta pasados ¢ anos sera

0.08\*
P(t) = (HT) P

que es nuevamente una funcion de tipo exponencial.

- El capital acumulado el primer ano sera

0.08*" ;
P(l) = (1+=5-] P =1026%1000 = 1.082-1000 = 1082€.

- El capital acumulado a los diez anos sera

0.08 3-10
P(10) = (1 + T) P = 1.026°"-1000 = 2.202-1000 = 2202€.
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En general, si tenemos:

Capital inicial = P,
[nterés nominal anual = r (expresado en tanto por uno),
Numero de periodos en que dividimos el ano = m,

P)= (1+ %)mt P )

Esta ultima es la férmula para el capital acumulado en una
cuenta con un interés compuesto con m periodos anuales.
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e Interés compuesto continuamente.

Siguiendo con el mismo ejemplo de antes:

- Dividiendo en un tinico periodo:

0.08\ 1Y
P(10) = (1 + T) P = 2.158 - 1000 = 2158€.

- Dividiendo en tres perfodos (pagos cuatrimestrales):

0.08 3-10
P(10) = (1 + T) P =2.202 - 1000 = 2202€.

- Dividiendo en cuatro periodos (pagos trimestrales):

0.08\ 410
P(10) = (1 + T) P =2.208 - 1000 = 2208€.
- Dividiendo en doce periodos (pagos mensuales):

0.08 12-10
P(10) = (1 + §> P =2.219 - 1000 = 2219€.

- Dividiendo en 365 periodos (pagos diarios):

0.08 365-10
P(10) = (1 + %) P = 2.2253 - 1000 = 2225.3€.
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Cuando el niumero de periodos tiende a infinito el tamano de
cada periodo sera cada vez menor y los intereses se pagan
continuadamente en cada instante. Entonces,

7" mt
lim (1 n —) P—¢tp

m—o0 m

y la funcion de capital que obtenemos es
P(t) = Pe'™.

Cuando los intereses se abonan continuamente en cada in-
stante se dice que tenemos un interés r compuesto continua-
mente. En el caso del ejemplo anterior, si el interés es com-
puesto continuamente, a los diez anos el capital en cuenta
sera;

- Interés del 8% compuesto continuamente (pago continuo
de intereses en cada instante):

P(10) = Pe""™ = 2.2255 - 1000 = 2225.5€.

En general, el interés compuesto continuamente y el interés
compuesto en 365 periodos son similares.
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3.3 Funciones logaritmicas

Definicién 8. Dados a € RT — {1} y b € R llamamos

logaritmo en base a de b y lo notamos log,b al nimero r € R
tal que

a =b.
Por lo tanto
a8 = b, (2)

Los valores mas usuales para la base, a, de un logaritmo son:

- a = 10 y en tal caso el logaritmo se denomina logaritmo
decimal.

- a = e y en tal caso el logaritmo se denomina logar-
itmo natural o neperiano. El logaritmo natural de un
nimero b € R se denota mediante

Ln(b), L(b) ¢ simplemente log(b).
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Propiedades 9. Dados a,a’ € Rt — {1}, b,/ e R" y c € R
1.1og,1 = 0.

2. log, b° = c - log,b.

3. log,(b- V') = log,b+ log,b'.

4. log, 7 = log,b — log,b'.
log,/b

5. log,b = :
loga

6. a¢ = eI,

Definicién 10. Liamamos funcion logaritmica de base a €
R* — {1} a la funcion real de variable real

f:RT— R
f(x) =log,x "
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La grafica de la funcion logaritmica de base a presenta las
siguientes propiedades:

1. Siempre pasa por el punto (1,0) puesto que
f(1) =log,1 =0.

2.S1 a > 1 la funcidon sera creciente.
3.S510 < a <1 lafuncidon sera decreciente.

4. El dominio de la funcién logaritmica es siempre R

3 5
a> 1 OD<a<l1
2 4
1 3
2 i 6 8 0 2
-1 1l
-2 2 4 6 8 10
-3 -1;
-4 -20
-5 -3¢
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Como consecuencia de la igualdad (2), es evidente que el loga-
ritmo es la funcion inversa de la funcion exponencial. Podremos
por tanto aplicarlo en aquellas situaciones en las que interven-
gan funciones exponenciales y sea necesario despejar alguna de
las constantes.

Ejemplo 11. Supongamos que en el Ejemplo 7 queremos de-
terminar el nimero de anos que deben transcurrir para que la
produccion anual sea de 200 toneladas. Debemos calcular el valor
de t tal que

200
200 = P(t) =100 1.1' = 1.1' = == = 2 = log(1.1%") = log (2
() 100 0g1< (113 og (2)
=t log( 1.

_ log(2)
log(1.1)

= ¢ = 7.27.
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3.4 Funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas son:

La funcion seno. La funcion seno es la funcion real de vari-

able real
f R—R

f(z) = sen(z)
donde el argumento x se puede interpretar como un angulo

medido en radianes. Es una funcion acotada y su dominio es
todo R. Su grafica es:

—47 —37 —27 —T L T 2T 3T 47
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La funcion coseno. La funcion coseno es la funcion real de

variable real
f R—R

f(x) = cos(x)’
donde el argumento x se puede interpretar como un angulo

medido en radianes. Es una funcion acotada, su dominio es
R y su grafica es:

—47 =37 T 3

\/_\_/T\/‘\/
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La funcién tangente. La funcion tangente se define a partir
de las funciones seno y coseno de la siguiente forma:

sen(x)

tan(x) = cos(z)’

Su dominio esta formado por aquellos niimeros reales, x. para
los cuales el coseno no se anula. Teniendo en cuenta que

cos(x) =0z € {g+/<:-7r//<:EZ},
tendremos que el dominio de la funcién tangente es
R—{g+k-7r/k€Z}.

La funcién tangente es una funcion no acotada con grafica;

(SIE]

+ 7 5+2m 437

ol
rolx

—4r -3 $-27 $-—m
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La funcion secante. La funcion secante es la funcion definida

COINO

1
sec(x) = cos(@)’

La funcion cosecante. La funcion cosecante es la funcion

definida como .

cosec(x) = son(z)
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Propiedades 12. Dados z,y € R

1.
2.
3.
4
5.

6.

cos?(x) + sen*(z) = 1.

—1 <cos(x) <1y —1<sen(z)<1.
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sen(x)sen(y).
sen(z + y) = sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y).

t t
Six,y,x+y € R—{5+kn/k € Z}, tg(x+y) = slz) +t8(y)

L —tg(2)tg(y)
Six e R—{5+kn/keZ}, 1+tg*(x) =sec*(x).
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3.5 Funciones trigonométricas inversas

Las funciones trigonométricas inversas surgen ante la necesidad
de resolver ecuaciones del tipo

cos(x) = K, sen(x)=K o6 tan(z)=K

para un valor /' conocido.
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La funcion arccos. La funcion arccos se define como

arccos : [—1,1] — [0, 7]
arccos(x) =y € [0, 7] tq. cos(y) =z

Es decir, de las infinitas soluciones que tiene la ecuacion
cos(y) = .

arccos(x) nos proporciona la tnica que hay entre 0 y 7. La
funcion arccos es una funcién decreciente y acotada. Su
grafica es:

vl

ISR

arcCcos
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La funcién arcsen. La funcién arcsen viene dada por

arcsen : [—1,1] — [—=Z, ]

27 2
arcsen(z) =y € [—5, 5] tq. sen(y) = x
Por tanto, de forma similar a como sucedia en el caso de
arccos, la funcién arcsen proporciona la tinica soluciéon de la
ecuacion
sen(y) = x

T T

que esta entre —5 y 3.

La funcién arcsen es una funcion creciente y acotada. Su
orafica es la siguiente:

R

SE

NS

|
bl
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La funcion arctan. La funcion arctg se define como

arctan : R — (=2, %)

272
T T

arctg(r) =y € (—5,5) tq. tan(y) =«

y nos proporciona la tinica solucion de la ecuacion

tan(y) = x

: m m
situada entre —3 y 3.

La funcién arctg es una funcion creciente y acotada con la
siguiente grafica;

VB

- 10 -5 } 5 10

I
o
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3.6 Funciones polinémicas

Definicion 13. Una funcion polinomica de gradon € NU{0}
es una funcion del tipo
f:R— R
f(x) = ag+ a1z + agx® + - - - + a,x",

donde ag,aq,...,a, € R se denominan coeficientes de la
funcion polinomica.

Véase que una funcion polinémica de grado cero es una funcion
constante.

Una funcion polinémica tiene por dominio a todo R y su grafica
puede adoptar formas diversas en funcion de su grado y sus co-
eficientes. De especial importancia son:

Los polinomios de grado 1, cuya representacion grafica es
slempre una recta.

Los polinomios de grado 2, cuya representacion grafica es
una parabola.
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e Polinomios de grado 1: Un polinomio de grado uno es
una funcion de la forma

f(x)=ax+0

y su grafica, como ya hemos dicho, es siempre una recta.
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Ejemplo 14. Representar la funcién f(z) = 3x — 1.

Se trata de una funcion polindémica de grado 1. Por tanto, su
representacion grafica sera una recta. Para trazar una recta sera
suficiente con conocer dos puntos de paso. Ahora bien utilizando
la formula sabemos que

- En el punto x = 0 la funcién toma el valor f(0) = 3-0—1 = —1.

- En el punto = 1 la funcién toma el valor f(1) =3-1—1 = 2.

Comenzaremos pues representando el valor de la funcion en estos
dos puntos y a continuacién sobrara con trazar la recta que une
esos dos puntos para obtener la grafica de f(x):
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20} °
15;
10;
05;

~05}

108
20[
15;
10;

05

Véase que, puesto que f(0) = —1, la funcion pasa por el punto
de coordenadas (0,-1) y, puesto que f(1) = 2, también por el
punto de coordenadas (1, 2).
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e Polinomios de grado 2: Un polinomio de grado dos es una
funcion de la forma

f(z) =az* +bx +c

y su representacion es siempre una parabola (supondremos aqui
que a # 0) cuya gréfica es del tipo:

20

15

1.0

05

05 1.0 15 20

0.5 1.0 15 20
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Por tanto para representar el polinomio f(x) = ax® + bx + ¢
deberemos trazar una parabola y para hacerlo, al menos de forma
aproximada, debemos tener en cuenta las siguientes propiedades:

- Si a > 0 el vértice estard por debajo de la parabola (como
en la primera grafica) mientras que para a > 0 estard por
encima (segunda grafica).

b

- El vértice se situa en el punto x = 3.
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Ejemplo 15. Representar la funcién f(z) = 2° + z + 1.

Se trata de un polinomio de grado 2 y por lo tanto es una
parabola. Los coeficientes del polinomio son a = 1, b = 1y
c =1 (es decir, f(z) =az*+bxr+ccona=0b=c=1). Para
representarla de forma aproximada tenemos que

- Puesto que a = 1 > 0 el vértice estara por debajo de la
parabola.

- El vértice estara situado en

Por tanto el vértice es el punto con coordenadas (—%, %)

La representacion de la funcion sera, de forma aproximada,
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0.5

1.0
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3.6.1 Interpolacion mediante polinomios

Cuando estudiamos una magnitud econémica muchas veces de-
sconocemos la férmula exacta que describe su evolucion y sola-
mente tendremos o bien su grafica o bien datos sueltos a partir
de los cuales habremos de encontrar una férmula adecuada. Los
polinomios son entonces una herramienta indispensable. Veamoslo
en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 16. El numero de clientes de cierta empresa varia de
un ano para otro. Tras realizar un estudio sobre la evolucion
del volumen de clientes a partir del momento de creacion de la
empresa disponemos de los siguientes datos:

Ano | Clientes (en miles)
0 2
2 §
3 14
#:‘ - ‘0‘.5‘ - ‘1‘.0‘ - ‘1‘.5‘ - ‘2‘.0‘ - ‘2‘.5‘ - ‘3‘.0

tinicamente sabemos que ¢(0) =2, ¢(2) =6y ¢(3) = 14.
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Propiedad 17. Dados n+1 puntos distintos xy, 1, Ts, ..., %,

y los valores fo, f1, fo, ..., fn, existe un inico polinomio, p(x),
de grado a lo sumo n tal que

p(zo) = fo, p(z1) = f1, p(x2) = fo,..., p(xs) = fu.

Decimos entonces que el polinomio p(x) interpola los datos
fo, f1, fo, ..., fn en los puntos xg, x1, 29, ..., T,.
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Ejemplos 18.

1)

Llamemos p(t) al polinomio que estamos buscando. Puesto
que es de grado 2, sera de la forma

p(t) = at* + bt +c

2 =p0)=a-0°+b-0+c, c=2,

6 =p2)=a-2°+b-2+c, =< 4a+2b+c=6,
14 = p(3)=a-3*+b-3+c. 9a + 3b + ¢ = 14.
_ . a =2,

Resolviendo el sistema h— _27
c=2.

De esta forma, el polinomio que buscabamos sera

p(t) = 2t* — 2t + 2.
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En la grafica siguiente podemos comprobar como la grafica del
polinomio p(t) pasa por los puntos correspondientes a los datos
de que disponiamos

l4j
12

10F
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2) Calcular la recta que pasa por los puntos (2,3) y (5, —4).

Sabemos que una recta es un polinomio de grado 1. Por tanto
estamos buscando una funcién del tipo

r(x) = ax +b.

Ademas:

e para que pase por el punto (2, 3) debera cumplirse que

r(2) =3,
e para que pase por el punto (5, —4) debera cumplirse
que r(5) = —4.

|
ﬁ
—
ot
~—
|
—
|
(X
~—
_l_
S

{ 3=r2)=a-2+0, {2a+b:3,
—
—4 a

Por tanto,
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La grafica correspondiente es:
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3.7 Funciones racionales e irracionales

Una funcion racional es una funcion del tipo

g(x)
en donde f vy g son funciones polinémicas.

Una funcion racional es por lo tanto el cociente entre dos fun-
ciones polinémicas.

El dominio de la funcion racional

) = L)
9()
esta formado por aquellos valores reales para los cuales la funcion

g no se anula;
R —{z/g(x) = 0}.

La grafica de una funciéon racional puede adoptar formas di-
versas igual que sucede en el caso de los polinomios. De hecho
podemos también realizar interpolaciéon con funciones racionales.
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Definicion 19. Una funcion irractonal es una funcion de la
forma

en donde f y g son funciones polinomicas y n € N.

Una funcion irracional es por lo tanto la raiz n-ésima de una
funcion racional.

La grafica de una funcion irracional

h(z)={ %

puede adoptar distintas formas y su dominio se determina como
sigue:

- Si m es un numero par

f(x)
g(z)

R—{zeR/g(x)=06 < 0}.

- Si m es un numero impar

R —{z e R/g(x) = 0}.
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4 Funciones obtenidas a partir de las fun-
ciones elementales

Las funciones que hemos visto en los apartados anteriores con-
stituyen lo que se denominan funciones elementales. A partir de
ellas es posible construir nuevas funciones mediante dos métodos:

e Mediante composicion y operacioén: Es posi-
ble componer funciones de la misma manera que lo
hacemos con aplicaciones. Asimismo se pueden uti-
lizar las operaciones usuales de ntimeros reales (suma,
resta, producto, division, potenciacién) para combinar
funciones. El dominio de una de estas funciones se cal-
culard teniendo en cuanta los dominios de las funciones
que intervienen en ella.

e Mediante funciones definidas a trozos: Las
funciones elementales o las obtenidas por composicion
u operacion de ellas estan definidas mediante una tinica
tormula. Las funciones a trozos estan definidas medi-
ante mediante varias formulas actuando cada una de
ellas en un intervalo diferente.
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Estudiemos con mas detenimiento las funciones definidas a tro-
zos. Con mas precision, damos la definicion siguiente:

Definicion 20. Una funcion definida a trozos en los inter-
valos disjuntos 1,1, ..., I, es una funcion de la forma

fi]1U[2U°°'U[k%R
( fi(z), six eI,
folx), six € I,

f(x) =<

| fi(2), six € I,

donde f1 : 1 - R, fo : b - R,..., fi : I — R son
funciones reales de variable real conocidas.

El dominio de una funcion definida a trozos depende de los
intervalos en los que esta definida y las funciones f1, fo,..., fx.
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Ejemplos 21.
e La funcién

f:10,5] — R
(z — 1), si)<x< 1.5,
flz)=1¢ 2, si v = 1.5,

1+ sen(x — 1.5), si 1.b <z < 5.
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e [.a funcion

fiL1]—{9) —R

[ (z — 3)?, sil <z <4,
3, sl x = 4,
9 _ 8 cos(m(x—3)) b <qp<T7
j?<aj> — < 1, Si xr = 73

3 _ 8(:03(7r(x—3))’ T << 8

si8<r<969 <z <11,
L 9, stz = 11.

es una funcion definida a trozos con la siguiente representacion:

5

4, 33333
4

3
2. 875

1. 85714

1
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5 Limites y continuidad de una funcién

Dada una funcion f : D — R, en cada punto, xy € D, podemos
considerar tres elementos:

e El valor de la funcion en el punto, f(x).

e Si ello tiene sentido, el valor de la funcién a la izquierda del
punto xy.

e Si ello tiene sentido, el valor de la funcion a la derecha del
punto xy.
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Intuitiva tenemos que:

e El valor que toma la funcién a la izquierda de un punto g lo
denominamos limite por la izquierda de la funcion en zg y lo
notamos f(x,) 6 lim f(x).

$—>$O

e El valor que toma la funcion a la derecha de un punto zq lo

denominamos limite por la derecha de la funcién en z( y lo

notamos f(xg) 6 lim f(x).
Tz

e Los limites por la izquierda y por la derecha se denominan
limites laterales. Cuando todos los limites laterales que tienen
sentido en el punto xy toman el mismo valor, L, escribiremos

abreviadamente lim f(x) = L. Por el contrario, cuando
T—2(
tenemos que lim f(z) # lim f(z) decimos que f no tiene
T—xy :1:—>x6L

limite en el punto xy.
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Evidentemente, si en un punto no tenemos funcion a la izquierda,
no tiene sentido hablar de limite por la izquierda en ese punto e
igual sucede por la derecha.

e Si tienen sentido los dos limites laterales por la izquierda
y por la derecha y ambos valen lo mismo entonces ten-
dremos limite. Es decir,
si lim f(z)=L= lim f(z)entonces lim f(x)= L.

x—>xa x—mar T—>T(

e Si solamente tiene sentido solo uno de los dos limites
laterales entonces no podremos comparar los limites a
izquierda y derecha como en el caso anterior y tomare-

mos como limite a ese unico limite lateral que tenga
sentido.

Por otro lado, podemos calcular los limites en —oo y en 400 y el
valor de un limite puede ser un nimero real pero también —oo
0 +00.
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Ejemplos 22.

1) Consideremos la funcion del iltimo ejemplo y estudiemos los
tres elementos comentados (valor de la funcién, valor a la derecha
y valor a la izquierda) en distintos puntos:

xo | Valor a la izquierda | Valor en el punto | Valor a la der.

lim f(x) — (o) lim_f(z)
LU—HUO l'—>l'0

ro =1 sin sentido 4 4

o = 1 3 5!

xo = 4.3333 4.3333 4.3333

xo = 1.85714 1 1.85714

xo = 4 2.875 2.875

To = 3 sin sentido 3

xo = 11 4 5 sin sentido
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4.33333 F — —— —— — —— —— — = —— —
4____
3
2.875 ===

1.85714 - — — -
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En lo que respecta al limite tenemos lo siguiente:

1. En el punto xy = 4 tiene sentido tanto el limite por la derecha
como por la izquierda:

lim f(x)=1 y lim f(z)=0>5.

r—4- r—4T

Puesto que lim,_,4— f(x) # lim,_,4+ f(x) concluimos que no
existe el limite en el punto xq = 4 (Alim,_,4 f(x)).
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2. En el punto o = 9, tienen sentido los dos limites laterales
con valores
lim f(x)=3 y lim f(x)=3.
r—9~ r—9T

Ambos coinciden y por tanto la funcion tiene limite en xy = 9
cuyo valor sera el mismo que el de los dos limites laterales:

lim f(x) = 3.

x—9

Véase que la funcion tiene limite en el punto xzog = 9 a pesar
de que la funciéon no tiene ningtin valor en dicho punto (f(9)
no esta definido).
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3. En el punto xy = 1 solamente tiene sentido el limite por la
derecha cuyo valor es

lim f(x) = 4.

r—17T
Puesto que solamente tiene sentido uno de los limites no pode-
mos comparar los dos valores laterales como en los casos an-
teriores y el limite en el punto xy = 1 sera simplemente el
valor del tnico limite lateral del que disponemos. Es decir,
lim f(x) = lim f(z)=4.
r—1

r—17t
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4. En el punto xy = 11 tenemos una situacion parecida a la ante-
rior ya que unicamente tiene sentido el limite por la izquierda:
lim f(x)=4.

r—1—

Nuevamente, al tener sentido solo uno de los limites laterales,
el limite en el punto sera igual al valor de este unico limite
lateral:

lim f(z)= lim f(x)=4.

x—11 r—11—
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2) El dominio de la funcién f(z) = 2 es D = R — {0}. La

grafica de la funcion es:

_

—00
Los limites laterales de la funcion en xg = 0 son

lim f(x) = —o00, vy lim f(z)= o0.

r—0~ r—0T

Por su parte, para los limites en =00 tenemos:

lim f(x)=0 y lim f(z)=0.
T—>—00 T—>0Q

Véase que los valores que obtenemos para estos limites concuerda

con el comportamiento de la funcion en la grafica. Asimismo

puede verse que esta funcion no esta definida en el punt xy = 0

y a pesar de ello podemos estudiar los limites laterales por la

izquierda y derecha en ese punto.
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3) La funcion exponencial f(z) = e" tiene grafica

o O

—00 o0

El comportamiento de la funcion queda reflejado en su grafica
pero también por el valor de los limites en —o0 y 00:

lim e*=0 y lim e" = oo.
T—>—0O0 T—00
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Como vemos en estos ejemplos, los limites de una funcién en
cada punto nos proporcionan informacion sobre su grafica;

e La funcion no esta definida en un punto. En tal caso la grafica
presentara un hueco en ese punto.

e Los limites por la izquierda y por la derecha no coinciden.
Entonces la grafica tendra un salto en el punto.

e [Los limites de la funcion coinciden ambos con el valor de la
funcion. En esta situacion la grafica tendra en ese punto un
trazo continuo.
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Definicion 23. Dado un intervalo I C R y una funcion
f: I — R, sedice que f es continua en un punto xy € I si
en ese punto coinciden los valores de la funcion y del limate.
Es decir, si tenemos que

lim f(z) = f(z).

T—X(
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Definicion 24.

e Sea f : D — R una funcion real con dominio D C R y
sea un subconjunto, J C D, de D. Si f es continua en
todos los puntos de J diremos que [ es continua en J.

e Sea f una funcion real de variable real. Si f es continua
en todos los puntos de su dominio diremos que [ es una
funcion continua.

Ejemplos 25. Estudiemos nuevamente la funcion del segundo
ejemplo de Ejemplos 21:

e [n el punto o = 6 tenemos que

3\ 3
lim f(z) = =
r—6~ 3 ' 13 .
o (TS =3 =43 fe) = (6
lim f(z)=— 0
r—61 3 ) _
f(6) =% =43

y la funcion es continua en xyp = 6. Véase que la continuidad
equivale a que en g todos los elementos de la funcién en dicho
punto alcanzan el mismo valor, en este caso ? = 4.3.

112



+
|
|

4.33333 F — —— —— — —— —— — = —— —
4____
3
2.875 ===

1.85714 - — — -

113



e ['n el punto zog =7,

13 ) )
lim f(x) =—
T—T™ 7 13

s = Jlim f(z) = — = 1.857142

13 T—7 7 >
i =
Jm fle) ==

f(7) =1,

= lim f(z) # f(7)

El valor del limite no coincide con el valor de la funcion en el
punto y por tanto la funcién no es continua en xy = 7.
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e ['n el punto zog =9,

lim f(z)=3" ‘
T—97 . ( ) 3

» = dlim f(z) = L B 0
lim f(z) =3 Y = 4 limy flz) = 1)
r—9T )

f(9) no esté definido |

La funcion no estd definida en zp = 9 y f(9) no tiene ningun
valor. No tiene sentido estudiar la continuidad en dicho punto.
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e ['n el punto zg =1,

lim f(z) = no tiene sentido | \
r—1~

> :>3hn%f(a:):4
2, 1) ,

= lim f(z) = f(1)
f es continua en xy = 1.
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e ['n el punto o = 4,
\

b fle) =1
s = 7 hnf}l f(x)
f(4) =3

En xy = 4 el limite por la izquierda y por la derecha son difer-
entes y por tanto no existe el limite en este punto. Una de las
condiciones para que haya continuidad en un punto es que exista
el limite. Por tanto en xy = 4 la funcion no es continua.
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5

4, 33333
4

3
2.875

1.85714

1

En resumen, se trata de una funciéon definida en el intervalo
11, 11] v tenemos que:

* La funcion no esta definida en £y = 9. En dicho punto
podemos estudiar los limites pero no la continuidad.

* La funcion no es continua en los puntos zg = 4, ¢ = 7,
ro=8y xy=11.
* La funcion es continua en los intervalos [1,4), (4,7),

(7,8) v (8,11). Es decir, en todos los puntos de esos
intervalos.
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En el ejemplo anterior vemos que, de forma general, estudiar
la continuidad en un punto consiste en comprobar si en dicho
punto los elementos de la funcion (limites laterales y valor de la
funcién) tienen o no el mismo valor.
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Nota.

e Véase que mientras que es posible calcular el limite de una
funcion en un punto en el que ésta no esté definida, no sucede
lo mismo con la continuidad, ya que para que una funcion
sea continua en un punto es necesario que esté definida en
ese punto.

e La continuidad de una funcion ha de estudiarse en un punto
ro € R, nunca en —oo 6 +00 ya que la funcién no puede
estar definida en 4-00.
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Cuando una funcion no es continua en un punto diremos que
es discontinua en dicho punto.

Definicion 26. Sea f : D — R una funcion real de variable
real. Entonces:

1. St existen los limates laterales de f en xo € R y son dis-
tintos diremos que f tiene una discontinuidad de salto en
el punto x.

2. 51 existen los limites laterales de f en xo € D y son
wquales entre si pero distintos del valor de f en xy, es

decar,
xlir:% f(x) = Em_ f(x) # f(x0),

entonces diremos que [ posee una discontinuidad evitable
en el punto xy.
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5.1 Calculo de limites y estudio de la continuidad

En realidad, cuando una funcion es continua en un punto, calcu-
lar sus limites en dicho punto es trivial ya que simplemente hay
que sustituir para calcular el valor de la funcion en el punto. En
efecto, si f es continua en el punto xg, la propia definicién de
continuidad nos dice que

lim f(z) = S (o)

A\ _J/

se calcula sustituyendo

N
El limite en xg
x por xg en f

Por tanto, lo esencial ahora seria conocer qué funciones son con-
tinuas ya que para ellas el calculo de limites es extremadamente
sencillo.

Teorema 27.

a) Todas las funciones elementales introducidas en la Seccion
3 son continuas.

b) Toda funcion obtenida por operacion (suma, resta, pro-
ducto, potencia, etc.) o composicion de funciones ele-
mentales es continua.
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Por lo tanto funciones elementales como

f(z) =cos(z) , f(x)=2a"—22"+4x+ 2, flz)=log(z),

\ - 7 \ -
funcién trigonométrica polinomio logaritmica
f (aj ) -
N L
Y
racional

son todas ellas continuas. Si prestamos atencion a lo que dijimos
en la Definicion 23, recordaremos que cuando decimos que una
funcién es continua, nos referimos a que es continua en todos los
puntos en los que esta definida.
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Ejemplos 28.

1)
flo)=cos(@)

funcion elemental
+ =

f definida en [R )

Por tanto en todos los puntos de R podemos calcular cualquier
limite simplemente sustituyendo el valor de x en la formula de
f(x). Asi por ejemplo

f(x) continua
en |R '

limcos(x) =  cos(3) , lim cos(z)=  cos(0) =1,
r—3 N—— r—0~ N——"
Sustituimos x Sustituimos x
por 3 por 0
lim cos(x) = cos(m) = —1.
Tt SN——

Sustituimos x

por T
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f(x) = log(x)
funcion elemental
+ =
f definida en|(0, co) /
De este modo, en todos los puntos de R, es decir para cualquier
x > 0, podemos calcular los limites sustituyendo x. Por ejemplo

f(x) continua
en |(0,00)

lim 1 — log(1 = ( lim 1 = log(2
lim log () og(1) . lim log(z) 0g(2)
Sustituimos x Sustituimos x
por 1 por 2
lim 1 = log(10
lim log(x) 0g(10)

Sustituimos x

por 10

En cualquiera de los puntos x < 0 la funcion log(x) no esta
definida y no tiene sentido estudiar la continuidad. Véase que en
x = 0 no podemos estudiar la continuidad pero si el limite por
la derecha.
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1 \
fla) =+ '
funcion elemental y — flx) con cha

+ en | R — {O}

f definida en R — {0}] |

Por tanto f(x) es continua en cualquier punto x # 0. Asi pues,

| 1 , 1 1
lim — = — : lim — = — :
rT—2 2 ) r——5" T X 5 ,
Sustituimos x Sustituimos x
por 2 por 9
1 1
lim — = —
x—8T I .8

Sustituimos x

por 8

En el punto z = 0 la funcién no esta definida. En consecuencia
no tiene sentido estudiar la continuidad en ese punto. Podemos,
sin embargo, calcular ambos limites en 0. Sin embargo,

1

1
lim — = —
x—0 T 0

Sin sentido matematico
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Con esta idea en mente veamos ahora como abordar el calculo
de los limites de una funcién y el estudio de su continuidad en
diferentes situaciones. Son dos los casos que debemos estudiar
ya que requieren técnicas diferentes:

e Funciones con una sola férmula, obtenidas por op-
eracion o composicion de funciones elementales.

e Funciones con varias formulas, es decir, funciones definidas
a trozos.
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5.1.1 Limites de funciones con una sola formula

Para calcular los limites en un punto, la técnica basica consiste
en sustituir. Se producen dos casos:

1. Si la funcion esta definida en ese punto obtendremos directa-
mente el resultado.

2. 51 la funcién no esta definida en el punto o en =00 entonces
aplicamos la lista de reglas que ahora veremos.
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N +00 + 00 = +00
—00 — 00 = —00

; [ =
Si L € R entonces { Teo oo

—o0+ L =—-00"
[ +00 - (+00) = +00
{ —0 - (—00) =400 .
>+oo (—oo):—ooL
81L6R+,{+OO' =t
—00 - L =—00
9
SiLeR—,{+OO'L:_OO.
| —00 - L =+00
. L
Si L € R entonces —— = 0.
) +00 e
Si L € (0,1) entonces {Looz+oo°
9
+o00
Si L € (1, +00) entonces L_OO —
\ L=

Si L € R~ entonces (+00)* = 0.
Si L € R* entonces (+00)* = 400.

L
Si L € R con L # 0, entonces 0= +o0™.
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Ejemplos 29.

1)l =~ =L
o2 02 40 o0

. 2 2
2 hm 233 +z+1 — 200 +o0+1 — 200 — 00,

r—-+00
1\" 1\~
3) lm (=] =(—=] =0.
r—-+00 10 10
1 1
4) lim —:+—:+oo.
=0t 40
1 1
5) lim —:+—:—oo.
z—0— L —0

Las expresiones que aparecen en la tabla anterior admiten una
resolucion unica y directa aplicando los distintos puntos que en
ella recogemos. Sin embargo, en el calculo de limites, una vez
realizada la sustitucion podemos encontrar otro tipo de expre-
siones cuyo valor es indeterminado y depende de las funciones
concretas que estemos manejando no pudiendo establecerse re-
glas generales para ellas. Este tipo de expresiones son lo que se
denominan indeterminaciones. Las indeterminaciones mas im-
portantes son las que aparecen en la lista siguiente:
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0
0 —00, -, —, o00-0, 1% 0% 0% o
0 oo

La determinacion del valor de un limite en el que aparece una in-
determinacion es, en general, un problema complejo y solamente
en algunos casos podremos resolverlo de forma sencilla. Damos
a continuacion una lista de reglas que permiten resolver los casos
mas sencillos de indeterminacion:

i) Para calcular el limite en +00 de una funcién polinémica,
-1
flx)=ao+ax+- +a, 12" +a,a”,

sacaremos factor comun 2" con lo que obtendremos
ag ai Ap—1
fla)=a" (S e+ g,
" T x

y entonces calculamos el limite.

fi(z)

ii) Si f es una funcion racional de la forma f(z) = ) en-
o2\ L
tonces:
ii.a) Si zyp = 400, —00, sacamos factor comun la

maxima potencia de x en el numerador y denom-
inador y posteriormente simplificamos.

ii.b) Si xyp = 0 simplificaremos entre numerador y
denominador.
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iii) Si aparece la indeterminacion oo — oo en expresiones del

tipo
V 1(x) =/ fa()

multiplicaremos y dividiremos por el conjugado +/ fi(x) +

v/ fa(x). Véase que al multiplicar la expresion por su conju-
gado obtenemos el siguiente resultado

(Vi) = v fo2)(V fi(z) + V/ fol2) = filz) = fa(w).

Este tipo de técnica también se puede emplear cuando apare-
cen expresiones como:

— v falz) 6 A filw) -

iv) Si obtenemos una indeterminacion del tipo 1°° aplicaremos
la. propiedad:

Propiedad 30. Sea f una funcion real positiva y g una
funcion real. Entonces

lim f(z)'") =ef < lim g(z)(f(z) = 1) =L

T—X() T—X()

en donde L puede ser un numero real, +00 0 —00 y en

lugar de xy podemos poner xj, xy, +00 ¢ —00.

v) Para una indeterminacién del tipo 0°, 0% 6 oc”, podemos
emplear la siguiente transformacion

f<x>g($) — o9(x)log(f(z))
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o bien podemos tener en cuenta que
. . 1
limz* =1 y lim z7 = 1.
x—0 T—+00
vi) Dado a € R™ se verifica que

a i

log(x x €
lim L: llm — = lim — = 0.
r—+oo ¢ r—+oo et x——+oo T

A esta cadena de igualdades se la conoce como escala de
infinitos.

vii) Téngase en cuenta que las funciones coseno, seno, tangente,
secante y cosecante son funciones periodicas que no tienen
limite en +00 ni en —oo. Asi mismo véase que para k € Z

lim tan(x) = —o0 lim  tan(z) = 400,
r—(G+km)T ( ) Y r— (5+kT) ™ ( )

asi como que

: ™ :
mggloo arctan(x) = 5 Y xgrinoo arctan(x) = —5
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viii) Para la funcién logaritmo tenemos que si a > 1,
lim log,(x) = 400y limlog,(x) = —o0
T—+00 x—0

y sl a < 1 entonces

lim log,(x) = —oo y lim log,(x) = 4+o0.
T—+00 x—0
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5.1.2 Funciones definidas a trozos

Dada una funcién definida a trozos en los intervalos Iy, Io, ... I,
podemos estudiar los limites, limites laterales o la continuidad.
Para ello seguimos las siguientes indicaciones:

1. Dentro de cada uno de los intervalos Iy, Is,..., I; la funcién
estara definida mediante una sola formula y entonces apli-
caremos los métodos indicados en el apartado anterior.

2. En los puntos frontera de los intervalos Iy, Is,... I} calcu-
laremos los limites laterales teniendo en cuenta en cada caso
como esta definida la funcién y entonces:

- si los limites laterales coinciden, la funcion tendra limite.

- si la funcion tiene limite y este coincide con el valor de la
funcion entonces la funciéon sera continua.
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Ejemplo 31. Estudiemos la continuidad en R de la funcién del
Ejemplo 21 cuya definicion recordamos a continuacion:

foL,11] — {9} — R

[ (z — 3)%, sil <z <4,
3, siz =4,
3 — Boslred) 4 <3 <7,
flx)=<¢ L, stz =17,
g — Beoslrled) i 7 <z < 8,
iy §8<2<969<x<l1l,
L 9, six = 11.

Observamos que es una funcion definida a trozos en varios

intervalos y que tiene puntos de cambio de definicion en zy =
1,4,7,8,9y 11.

Fase primera: Dentro de cada uno de los intervalos abiertos
L= (1,4), I, =(4,7), I3 = (7,8), I, = (8,9), Is = (9,11)

la funcion esta definida mediante una sola férmula (en 7 por

8 -3 .
(z —3)?, en I por 3 — COS(W{E(:U D ), la cual se obtiene por
operacién (suma, producto,...) y composicién de funciones
continuas (funciones elementales), con lo cual la funcién f es

continua en cada uno de dichos intervalos.
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Fase segunda: Estudiemos ahora los puntos de cambio de
definicion:

e [n el punto xy = 1, vimos que

lin f(z) = lim f(z) = 4= f(1),

r—1t

con lo que f es continua en xy = 1.

e En el punto zy = 4 teniamos que
B lim f(z),
r—4
con lo que f no es continua en xy = 4.
e En el punto zy =7,

S lim f(r) = #1= (1),

T—7

con lo que f no es continua en xy = 7.
e En el punto zy = 8§,

lim f(a:):47é—%: lim f(x),

T—8~ r—8T
con lo cual Alim,_,s f(x) v, en consecuencia, f no es con-
tinua en gy = 8.

e Para xy = 11 se tiene que

lim flz)= lim flz)=1%5= f(11),

r—11 r—11~

con lo que f no es continua en xy = 11.
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e Finalmente, en 2y = 9 la funcién f no esta definida, con
lo que en dichos puntos no tiene sentido estudiar la con-

tinuidad de f.

En resumen:

I. La funcién f es continua en los intervalos (1,4), (4,7), (7, 8),
(8,9) v (9,11) y en el punto xy = 1. Por tanto, f es continua
en

1,4) U (4,7) U (7,8) U (8,9) U (9, 11).

II. La funcién f no es continua en los puntos xg =4,7,8 y 11.
En el punto o = 9 la funcién no esta definida y por ello no
tiene sentido estudiar su continuidad.

II1. En el resto de los puntos, anteriores a ¢y = 1 y posteriores a
xo = 11, la funcion f no esta definida y no es posible estudiar
su continuidad.
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5.2 Limites en oo y tendencia de futuro

El limite de una funciéon en +oo tiene importantes interpreta-
ciones en el estudio de la tendencia de procesos representados
mediante una funcién. Cuando la funcion f(t) proporciona el
valor de cierta magnitud que varia con respecto al tiempo, el
limite

lim f(t)

t—00
puede interpretarse como la tendencia de futuro en la evolucion
de esa magnitud.
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Ejemplo 32. Los gastos de mantenimiento anuales de una fac-
toria vienen dados por la funcion

6t° —t +5
flt) =—73
t-+1
que proporciona los gastos en millones de euros en el ano t. La

tendencia del gasto para afnos sucesivos (transcurrido un nimero
suficientemente grande de anos) viene dada por el limite

62—t 45
lim .
t—00 t2 +1

Se trata del limite de una funcion racional cuando t tiende a oo
en el que aparece una indeterminacion.

6> —t+5  tP(6-1+3) . 6—1+3
z

t2

§ = =
P 211 o 2 (1 i tlz) t—soo | 4

_6—§+£¢Jyw+o_6
1+ 5 140

Cuando ha transcurrido un nimero grande de anos, el gasto en

la factoria tiende a aproximarse a 6 millones de euros. Esta cifra

marca la tendencia del gasto para el futuro.
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5.3 Teorema de Bolzano. Meétodo de Biseccion.
Resolucién de desigualdades

El teorema de Bolzano, aunque de formulacién sencilla, tiene
multiples aplicaciones en el manejo de funciones continuas. Veamos
su formulacién junto con algunas aplicaciones importantes del re-
sultado.

En ocasiones es de interés determinar para qué valores de x,
cierta funcion f(z) se anula. Dicho de otra manera, interesa re-
solver la ecuacion f(z) = 0.

Supongamos que f : [a,b] — R es una funcién continua tal
que f(a) <0y f(b) > 0.

0< f(b) -

0> fla) r----

A la vista de la grafica es evidente que la funcion f ha de cortar
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en algun punto el eje y = 0. En la grafica ese punto ha sido
denotado como c.
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Propiedad 33 (Teorema de Bolzano). Sea f una funcion real
definida en el intervalo |a, b|, continua en este intervalo y tal
que f(a) #0, f(b) # 0. Entonces, si se verifica que el signo
de f(a) es distinto del signo de f(b), existe ¢ € (a,b) tal que

f(e)=o.

Hay que tener en cuenta dos puntualizaciones sobre este teo-
rema

e [l teorema de Bolzano garantiza la existencia de ¢ pero no
ofrece ningin método para determinar su valor exacto.

e Fl teorema de Bolzano afirma que existe un valor en el que
la funcion f se anula pero no impide que f se anule en otros
puntos distintos.

Ciertamente, el Teorema de Bolzano no permite por si mismo
el calculo del punto ¢ en el que f se anula. Sin embargo su
aplicacion reiterada siguiendo un esquema adecuado hace posible
al menos aproximar el valor de ¢. Veamos a continuacion ese
esquema que se denomina método de biseccidn.
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Ejemplo 34. Calculemos las soluciones de 423452 — 16z = 12.
Para ello tomemos la funcién f(z) = 423 + 522 — 162 — 12 (que
es un polinomio y por ello, ya lo veremos mas adelante, continua)
y apliquemos el método de biseccion para determinar los valores
de x para los que f(z) = 0.

Tras realizar algunas comprobaciones localizamos tres soluciones

S1, S2 Yy Ss:

e Se observa, que la S1 estd entre —3 y —2 .
e La segunda solucion, S2, esta entre —1 y 0.

e Para la tercera solucion, S3, esta entre 1 y 2.
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Aplicando el algoritmo de biseccién en estos tres casos obten-
emos los siguientes datos:

S1 S2 S3
n aj bk aj bk aj bk
0 -3 -2 -1 0 1 2
1 -2.5 -2 -1 -0.5 1.5 2
2 -2.5 -2.25 -0.75 -0.5 1.75 2
3 -2.5 -2.375 -0.75 -0.625 1.75 1.875
4 -24375 | -2.375 | -0.6875 | -0.625 | 1.8125 | 1.875
5 1-2.40625| -2.375 | -0.6875 | -0.65625 | 1.8125 |1.84375
6 |-2.40625|-2.39063 | -0.6875 [-0.671875 | 1.82813|1.84375
7 1-2.398441-2.39063 | -0.6875 |-0.679688 | 1.82813|1.83594
8 [-2.39844 |-2.39453 | -0.6875 |-0.683594 | 1.82813|1.83203
8 -2.39844 |-2.39648 || -0.685547 | -0.683594 | 1.83008 | 1.83203
10 [ -2.39746 | -2.39648 | -0.68457 |-0.683594 | 1.83008 | 1.83105
Por tanto,
S1 ~v oy = 0T bio _ —2.39697,
S2 ~ cp = 000 634080, 88 A e = P00 g g3y
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5.3.1 Resolucién de desigualdades

Con frecuencia se presenta la necesidad de determinar para qué
valores se cumple una desigualdad, es decir, necesitamos ‘resolver
la desigualdad’. En lo que sigue veremos que si somos capaces de
resolver la igualdad correspondiente a la desigualdad con la que
estamos trabajando podremos resolver la desigualdad de forma
directa.

Supongamos que queremos resolver la desigualdad

flz) >0

donde f(x) es cierta formula o funcién conocida de la que sabe-
mos que es continua. Seguiremos para ello los siguientes pasos:
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1) Resolvemos la igualdad correspondiente a la desigualdad en
cuestion, es decir, la igualdad

fla) = 0.

Ejemplo 35. Resolvamos la desigualdad
23 — 922 4+ 23z — 12 > 3.

Para ello (la funcién que aparece en la desigualdad es
continua por ser un polinomio) comenzamos resolviendo
primero la igualdad

2® — 9x% 4+ 9231z — 12 = 3.
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Pasaremos el 3 restando de modo que resolveremos la
ecuacion siguiente que es equivalente a la anterior:

3 — 92% + 232 — 15 = 0.

Para esta ecuacion podemos aplicar el método de Ruffini
COMo sigue,

1 =9 23 —15
1 1 —8 15

1 -8 15 [0
3 3 —15

1 =5 |0
5 5

1o

Por tanto, las soluciones de la ecuacion seran

r=1, x=3 xz=>5.
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2) Las soluciones de la igualdad planteada en el paso anterior
dividiran a la recta real, R, en varios intervalos dentro de los
cuales la funcién f(x) ya no puede anularse.

Soluciones de f(x) = 0.

.

Intervalos en los que queda dividido R.
Dentro de ellos, f(x) no puede anularse.

Si sabemos que f(x) es continua, dentro de cada uno de esos
intervalos no podremos tener ningin cambio de signo.

Si tenemos cambio de

signo en un mtervalo,»‘ f(a:) tendré que anularse
\ .
dentro de ese intervalo.
\\ /
P » P P
| 1 \ | 1 | 1
\\‘

Entonces, bastara con probar un punto de cada intervalo para
detectar en cudles de ellos tenemos f(x) > 0.
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Ejemplo 36. Las soluciones de la ecuacion
7% — 9% 4+ 23z — 15 =0

que hemos calculado antes (z = 1, 3, 5) dividen a la recta
real en cuatro intervalos,

| 1] |31 |51
(—o0,1) (1,3) (3,5) (5, 00)

Probamos ahora con un punto de cada intervalo:

A S SR
|11 B1 15|

y comprobemos si la desigualdad se verifica para ellos:

e En el punto 0 € (—o0, 1), tenemos que

0°—9-0°+23-0—12 % 3.
~ 712

2° — 927 4+ 23z — 12 > 3 no se cumplird en (—oo, 2).
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e En el punto 2 € (1,3), tenemos que

29 -9.22423.2 12> 3.
5

1° — 92° + 237 — 12 > 3 serd cierta para (1,3).
e Ein el punto 4 € (3,5), tenemos que

47 —9.4*423.4—12 # 3.
A

r° — 927 4 23z — 12 > 3 no serd cierta (3,5).
e Finalmente, en el punto 6 € (5, 00), tenemos que

6°—9-6°+23-6—12 > 3.
~18

r® — 927 4 232 — 12 > 3 serd cierta en (5, 00).

En conclusion, deducimos que las soluciones de la de-
sigualdad planteada inicialmente son los puntos de los

intervalos (1,3) v (5,00) o, lo que es lo mismo, el con-

junto de soluciones es

(1,3) U (5, 00).
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6 Material Adicional

6.1 Entornos de un punto

Ampliacion de conceptos sobre intervalos. Pagina 9

Con frecuencia, no es posible manejar datos exactos sino que
se utilizan intervalos que se ajustan en torno al valor exacto del
que no disponemos. Por ejemplo, es dificil conocer con total pre-
cision la cantidad de metros de cable necesarios para rodear cierta
propiedad, sin embargo es mas razonable conocer un intervalo
que comprende a esta cantidad. De esta manera, generalmente
no tendremos un dato del tipo

‘son necesarios 836.0012345601 metros de cable’
pero si de la forma
‘son necesarios entre 830 y 840 metros de cable’.

El concepto matematico que corresponde a la nocion de intervalo
que engloba a cierto dato exacto es el de entorno de un punto.

Definicién 37.
e Dado xy € R llamamos entorno de xo a cualquier inter-
valo abierto, I = (a,b), tal que xg € [ (& a < xy<Db).
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e Llamamos entorno de +00 a cualquier intervalo abierto
de la forma (a,+00), con a € R.

e Llamamos entorno de —oo a cualquier intervalo abierto
de la forma (—o0,a), con a € R.

Es claro que para un mismo punto podemos encontrar multitud
de entornos diferentes. Parece claro también que cuanto menor
sea el entorno de un punto, con mayor exactitud aproximara a
dicho punto.

Ejemplos 38.
1) Los intervalos (—1,5), (2, 1000) 6 (3.9,4.1) son todos entornos
del punto 4 ya que este punto pertenece a cada uno de ellos.

2) El intervalo (—3,400) es un entorno de +o00.
3) El intervalo (—o0, 2) es un entorno de —oo.

4) La cantidad de residuos que produce una fabrica es exacta-
mente de 1345.342 ker. diarios. Esta cantidad se puede aproxi-
mar dando cualquiera de los entornos (1000, 1500) o (1300, 1350).
El segundo de estos entornos es mucho menor (ya que su longitud

es igual a 1350 — 1300 = 50 que es inferior a 1500 — 1000 = 500,
la longitud del primero) y por tanto aproxima a la cantidad ex-
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acta con mayor precision.

6.2 Composicion e inversa de funciones

Ampliacién de conceptos sobre funciones. Pagina 48

Cuando se trabaja con aplicaciones y funciones, los concep-
tos de funcion e inversa son fundamentales. Al margen de la
definicion matematica para ambos conceptos, veremos aqui como
ambos tienen una interpretacion directa cuando trabajamos con
funciones que representan fenémenos y procesos de la realidad.

6.2.1 Composiciéon de funciones

Supongamos que estamos trabajando con cierta magnitud M
que varfa en funcién de la variable z segun la funcion M (x).

Ejemplo 39. Si estudiamos una empresa que suministra
combustible para calefacciones podriamos tomar

M = numero de empleados de la empresa
x = numero de clientes de la empresa
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de modo que el numero de empleados contratados de-
pende del numero de clientes que tenga que atender la
empresa segin la funcién

M (x) = empleados necesarios para atender a x clientes.
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Supongamos ademas que la variable x depende de otra variable
t segun la funcion z(t).

Ejemplo 40. Siguiendo con el ejemplo anterior, el nimero
de clientes podria depender de la temperatura media que
se dé en cada mes, asi que estariamos manejando las vari-
ables

x = numero de clientes de la empresa
t = temperatura media mensual

relacionadas mediante la funcion

x(t) = nimero de clientes cuando la temp. media mensual es t.
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Ejemplo 41. Para nuestra empresa de suministro de

combustible,

Conocida la temperatura

=

Sabemos que el nimero

media de un mes =t de clientes sera = x(t)

Y entonces,

= empleados = M (x(t))

De esta manera, la composicion (M o x)(t) nos propor-
ciona el numero de empleados en la empresa como funcion

de la temperatura media del mes.

ol 100
M(x) = —
x + 100
y
10000
r(t) = ——
t + 30
Entonces,

10000

t+30) 10000 4 10

10000
10000) 1001000
t—|—30

(Mox)(t) = Ms(t) = M

Abreviadamente esta funcién se denota M ().
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Asi pues,

M(x)

= M(x(t))

T 1130

100x

x + 100

10000

expresa M (empleados) en funcion de x

expresa M (empleados) en funcion de ¢
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Ejemplos 42.

1) El precio medio (en euros) de una vivienda de 100 m?, p,
depende del numero de metros cuadrados de suelo disponible
para construccion, m, segun la funcion

p:(0,00) = R p(1) = 10060000,
3 10000000 = { p(5000) = 62000,
p(m) = 60000 + — p(10000) = 61000.

Por su parte, el nimero de compradores que demandan este tipo
de viviendas, D, depende de su precio segin la funcién

D:[0,00) - R D(0) = 60000000,
60000000 = < D(30000) = 1999.93, .

D(p) = _

p+1 D(60000) = 999.83.
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Para estudiar como varfa la demanda (nimero de compradores)
en funcion de los metros cuadrados disponibles debemos calcular
la, composicion D o p del siguiente modo:

10000000
(Dop)(m)= D(p(m)) =D (60000 + )
m
60000000
~ 60000 + 10000000 7
De esta forma,
60000000

D(m) = (D op)(m) = 60000 - 10000000 | ¢~
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Sinos pidieran que calcularamos D(2), en principio no sabriamos
si deberiamos aplicar la férmula de D(p), en cuyo caso

60000000
D(2) = — 20000000,
2+1
o la férmula para D(m) con lo que tendriamos
60000000

D(2) = — 11.8577
60000 + 5000000 + 1

La correcta aplicacion de esta notacion depende del hecho de que

conozcamos con precision a qué unidades corresponde la cantidad
2.
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6.2.2 La funcion inversa

Consideremos la funcion
p:(0,00) = R
10000000
p(m) = 60000 +
m

que aparece en Ejemplos 42 y que proporciona el precio medio
de una vivienda de 100 m?, p, en funcién del nimero de metros
disponibles para construccion, m.

Si observamos la grafica de la funcién p,

p
+00
60000 o
0 oo

comprobamos a simple vista que se trata de una funcion inyectiva
cuyo dominio es el intervalo (0,00). Se observa ademas que en
este intervalo los valores que toma p(m) van desde 60000 hasta
+00, 0 lo que es lo mismo

p ((0,400)) = (60000, +00).
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Esto ultimo indica que la funcion p escrita en la forma
p: (0, +00) — (60000, +00)
10000000
p(m) = 60000 +

m

es biyectiva.

Sip:(0,4+00) — (60000, 400) es biyectiva podemos calcular
su aplicacion inversa que por definicién es

p~*: (60000, +00) — (0, +00)
p~'(p) =mtq. p(m)=p

Es decir, si p lleva m en p entonces p~! lleva p en m:

~

m , P

Dicho de otro modo:

e La funcion p(m) expresa el precio, p, en funcion de los
metros disponibles, m.

e La funcién p~!(p) expresa los metros, m, en funcién
del precio, p.

Por este motivo, una notacion adecuada para la inversa de la
funcién p(m) es m(p)
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Para calcular la inversa m(p) tenemos que

10000000 10000000
p = p(m) = 60000 + = |p = 60000 + —
m

y si despejamos m en funcion de p (m = m(p)) en la igualdad
recuadrada tenemos

~ 10000000
~ p— 60000

Obtenemos asi m en funcion de p, es decir la inversa m(p) que
finalmente podemos escribir en la forma

m

m : (60000, +00) — (0, +00)
~ 10000000

~ p— 60000

m(p)
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6.3 Ajuste mediante funciones trigonométricas

Ampliacién de técnicas con funciones trigonométricas. Pagina

65

Las funciones seno y coseno son funciones periodicas y por ello
permiten modelizar matematicamente ciertos fenémenos ciclicos.
Para conseguir esto, podemos emplear una funcién trigonomeétrica
del tipo

Acos(ax + B)+ M

Donde:

e )M es el valor medio en torno al cual oscila la funcion periddica.

e A se denomina amplitud e indica la maxima oscilacion posible
de la funcion con respecto al valor medio.

e Para calcular las constantes o y 3, debemos saber que:

— la funcion alcanzara su valor maximo para ax + 8 = 0,
— alcanzara su valor medio para ax + § = 7,

— v su valor minimo cuando ax + 8 = 7.
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Ejemplo 43. La cantidad de basuras producidas diariamente
en una ciudad sigue un comportamiento ciclico anual oscilando
entorno a un valor medio de 36500 toneladas/dfa. Sabemos que
la mayor produccién de residuos tiene lugar a finales del tercer
mes del ano (es decir, marzo) alcanzéandose entonces las 50000
toneladas/dia. Debido a que la poblacién disminuye con ocasion
de las vacaciones veraniegas, la menor produccion de basuras se

produce a finales del noveno mes (es decir, septiembre) y es de
23000 toneladas/dia.

A la vista del enunciado anterior es facil deducir la siguiente
informacion para la funcion que deseamos obtener:

Periodo 12
[ntervalo Intervalo |0, 12]
Valor medio 36500
Valor minimo 23000 t=9
Valor maximo 50000 t=3
Maxima amplitud 13500
—=Valor max.-Valor medio
—Valor medio-Valor min.
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De la tabla anterior,
M = 36500 y A = 13500.

Calculemos a y S

e Cuando se alcanza el valor maximo debe cumplirse que at +
B = 0. Pero de la tabla se desprende que ese valor maximo
se obtiene cuando ¢t = 3. Por tanto

a-34+ 5 =0.

e Por su parte, para el valor minimo debe verificarse que at +
8 = m y sabemos por la tabla que a ese valor minimo se llega
para t =9, con lo que

a-9+ [ =m.

Obtenemos asi un sistema con dos ecuaciones y dos variables del
que es facil despejar a y 3:

{304+B:O 7r

> a=—=,0= T
da+B=m -7 2

Con todo esto, la funcién trigonométrica es

7T T
13500 cos (gt _ 5) + 36500.
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50000

36500

23000

| |
4 5 6 7 8 9 101112

13500 cos (£t — 5) + 36500

Periodo 12
Intervalo Intervalo [0, 12]
Valor medio 36500
Valor minimo 23000 t=9
Valor maximo 50000 t=3
Maxima amplitud 13500

=Valor méax.-Valor medio
=Valor medio-Valor min.
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Como el comportamiento en la produccion de basuras es igual
todos los anos, la grafica de la funcion se repetira en cada tramo
de doce meses:

50000

6500

23000
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6.4 Resolucion de ecuaciones trigonométricas me-
diante funciones trigonométricas inversas

Ampliacién de técnicas con funciones trigonométricas inversas.
Pagina 70

Supongamos que queremos resolver la ecuacion
cos(x) = K

para cierto valor K € |[—1,1]. Podemos despejar el valor de x
empleando la funcion arccos de modo que

x = arccos(K).

Sin embargo, asi obtenemos unicamente una solucion cuando
sabemos que esta ecuacion tiene infinitas. ; Como podemos obtener
todas las demas soluciones?.

— arccos(K) arccos(K )

A 27r\ / 27 27 /\

| | \ |

K

|—47r\ 2—7T37r /—27r\2:r
R VRTILYRYA \

Por tanto obtenemos
arccos(K) + k(2m) y — arccos(K) + k(2m).
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Podemos resumir ambas expresiones en la siguiente,

2km + arccos(K), keZ,
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Ejemplo 44. Supongamos que en la situacion descrita en el
Ejemplo 43 pretendemos determinar en qué meses tenemos
una produccion de basuras de 40000 toneladas/dia.

Antes hemos tomado la funciéon 13500 cos (%t — g) + 36500
para ajustar los datos del problema mediante una funcion trigonométri
Ahora, para resolver nuestro problema, lo que queremos saber es
para qué valores de t dicha funcién vale 40000. Es decir, quere-
mos resolver la ecuacion

13500 cos (%t _ g) + 36500 = 40000.

Despejando obtenemos

7 7 3500 7
cos(—t——) = —— = .
§ 2 13500 27
S1 empleamos lo que hemos visto antes para despejar en esta
ecuacion, llegaremos a que

zt _ I 2k 4+ arccos l
6 2 27

de donde

2k =+ arccos (%) + Z 6 7
t = (27) 2 — t = 12k 4+ — arccos (—) + 3.

Z T 27

6
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Si damos diferentes valores a k& obtenemos
t = —6.50

parak=—1, t=—-12+£>2 arccos( >+3 {t——11.49’

t =5.49

_ _ 6 7 0.4J

para k = 0, t-:l:%arccos(—7)—|—3—{t:0
t=17.49

para k=1 t=124+2% arccos {t—1250’
t =29.49

_ 6 _
para k=2, t=24+ arccos( )+3 {t:24.50'

Puesto que estamos estudiando solamente los 12 meses del ano,
solamente tendran sentido los valores de ¢ comprendidos dentro
del intervalo [0, 12] (que aparecen subrayados).

Podemos recurrir a razonamientos parecidos a los que hemos
utilizado con arccos para llegar a la conclusion de que, dado
K € |—1,1], todas las soluciones de la ecuacion

sen(z) = K
vienen dadas por las férmulas

r=arcsen(K)+2knr y x=mw—arcsen(K)+2kw, ke€Z.

Del mismo modo, si pretendemos resolver la ecuacion
tan(z) = K
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para cierto valor i € R, podemos realizar razonamientos sobre
las correspondientes graficas que nos permiten afirmar que todas
las soluciones de esta ecuacion vienen dadas por

r = arctan(K) + km, kel
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6.5 Definicion analitica de limite

Ampliacién de conceptos sobre limites. Pagina 95

Para comprender esta seccion véase también el material adi-
cional correspondiente a entornos en la pagina 155.

En Ejemplos 22 puede observarse que los limites laterales
no siempre tienen sentido. Con objeto de abreviar introducimos
la siguiente notacion:

Definicion 45. Dado el conjunto D C R:

i) Definimos el conjunto Ac™ (D) como aquel formado por
los puntos x € R tales que para cualquier a < x se tiene

(a,x) N D (.

i) Definimos el conjunto Ac™ (D) como aquel formado por
los puntos x € R tales que para cualquier x < b se tiene

(z,0) N D #£ 0.
ii1) Ac(D) = Ac™ (D) U Ac™ (D).

Dada la funcién f : D — R,

e los puntos de Ac™(D) son aquellos en los que tiene sentido
el limite por la izquierda para f.
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e los puntos de Ac™(D) son aquellos para los que tiene sentido
el limite por la derecha.

e los puntos de Ac™ (D) N Ac™(D) son aquellos para los que
tiene sentido tanto el limite por la izquierda como por la
derecha.
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Ejemplo 46. La evolucién de los ingresos (en millones de euros)
de cierto grupo de inversores en bolsa queda descrita desde el ano
1994 por la funcion f con grafica:

1095 1996 1997 1998 1999 2000 2001

En concreto, de la grafica deducimos:

e Valor de la funcion en el punto: f(1999) = 1.

e Valor de la funcion a la izquierda del punto:  lim  f(x) = 3.
1999~

e Valor de la funcién a la derecha del punto:  lim  f(x) = 1.
r—1999+
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Tomemos un entorno del punto 3 por ejemplo (2,4). Aunque
nunca se alcanzoé la cifra de 3 millones, cabe preguntarse si du-
rante alguin periodo inmediatamente anterior a la quiebra de in-
gresos los beneficios se movieron en el entorno seleccionado (2, 4).
Graficamente tenemos:

1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

Tenemos que

£((1997,1999)) C (2,4).
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Podemos ajustarnos mas a la cantidad limite 3 tomando un en-
torno de menor tamano. Si elegimos ahora el entorno (2.5, 3.5)
de 3 y intentamos encontrar un periodo dentro del que los in-
gresos se muevan en este entorno, tenemos la siguiente situacion
grafica:

1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

Ahora, el grafico indica que dentro del periodo (1997.67,1999)
los beneficios estaran en el entorno (2.5, 3.5) o de otra manera,

F((1997.67,1999)) C (2.5,3.5).
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En general,

VI entorno de 3,3 a < 1999 tq. f((a,1999)) C I.

Eista es la definicion matematica de

lim  f(x) = 3.
21999~
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En general

VI entorno de 3,3 a < 1999 tq. f((a,1999)) C I.

Eista es la definicion matematica de

lim  f(x) = 3.
21999~

Podemos analizar también el limite

1] = 1.
im  J @)

Entonces,

VI entorno de 3,3 a > 1999 tq. f((1999,a)) C I.
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Definiciéon 47. Sea la funcion f: D — R.

i) Dado xq € Ac (D), decimos que el limite por la izquierda
de f en el punto g es L € RU{—00,+00} y lo notamos

lim f(x) =L,

=Ty
s1 se cumple que

VI C R entorno de L,3 a < xq tal que f ((a,x9) N D) C I.

ii) Dado xy € Ac™(D), decimos que el limite por la derecha
de f en el punto xg es L € RU{—o00,+00} y lo notamos

lim f(z)=1L,
=

si se cumple que

VI C R entorno de L,3 a > xq tal que f ((xg,a) N D) C I.
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iii) Dado xy, decimos que el limite de f en el punto xq es
L e RU{—o00,+00} y lo notamos

lim f(x) =L,

T—X()

cuando:

o 1y € Ac (D)NAc™ (D), existen los limites por la derecha
y por la 1zquierda de f en xy y se cumple que

lim f(x)=L= lim f(x).
T—T x—>x0+

e 1o € Ac(D)—Ac" (D), existe el limite por la izquierda

de f en xy vy
lim f(x)= L.
T—xy
o vy € Ac™ (D) — Ac (D), existe el limite por la derecha
de f en xy vy
lim f(x)= L.
Tz

6.6 Interés compuesto continuamente

Ampliacion de conceptos sobre funciones de tipo exponencial.
Pagina 50
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Veremos como los resultados que hemos visto para el calculo
de limites permiten determina la formula del interés compuesto
continuamente que anteriormente hemos introducido sin justi-
ficar.

Si disponemos de un capital P y lo invertimos en una cuenta
con interés r compuesto en m periodos, sabemos que la funcién
de capital transcurridos ¢ anos es

P(t) = (1+ %)mt P

Si queremos ver lo que sucede cuando el numero de periodos se
hace muy grande (cuando m — oco) tendremos

7" mt
lim (1 n —) P
m—00 m

Es evidente que

T mit T mt
lim (1+2)" P=P lm (1+2) .
m—00 m m—00 m
Si calculamos el limite sustituyendo directamente y empleamos
las propiedades algebraicas obtenemos

r o\ mt r o\ oot
lim (1+—) — (1+—) — (140)° =1%.
m—00 m 0

Obtenemos una indeterminacién del tipo 1°° que puede ser re-
suelta mediante la Propiedad 30.
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En lugar de calcular el limite anterior lo transformamos segun
indica la propiedad en la forma

r r
lim mt <1+——1> = lim mt— = lim rt =1t
m—o00 m M— 00 m m—00
con lo que aplicando la Propiedad 30 tenemos que
T mt
lim (14+--) " = e
m—oo m
y en consecuencia
T mt
lim (14--)" P = Pe"
m—oo m

con lo que el capital acumulado en el ano ¢ a un interés r com-
puesto continuamente es

P(t) = Pe'™.
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