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1. DIAGONALIZACION DE MATRICES. VECTORES Y
VALORES PROPIOS

Numerosos modelos matematicos de fendmenos naturales pueden escribirse como una ecuacion
matricial en la que aparece la potencia de cierta matriz, A. Para el estudio de esta potencia, A¥ es
fundamental el analisis de los vectores y valores propios de la matriz A.

Ejemplo 1:
Se pretende realizar el estudio de la contaminacion de cierta region en la que se estan produciendo
vertidos industriales. Se han clasificado los terrenos en cuatro niveles de contaminacion:
@ Terrenos limpios.
@ Terrenos con nivel de contaminacién medio.
@ Terrenos con nivel de contaminacion alto.
Se comprueba que la evolucion de la contaminacion de un afio para otro se ajusta a los siguientes datos:
= (Cada afio se contamina un 30% de los terrenos limpios de la siguiente manera:
o El120% con un nivel de contaminacién medio.
o El110% con un nivel de contaminacion alto.
=  Anualmente el 30% de los terrenos con nivel de contaminacidon media pasan a tener
contaminacion alta.
Ante esta situacion, la autoridades emprenden un plan de recuperacion de las zonas contaminadas. El
plan actia directamente sobre los terrenos mas contaminados consiguiendo, por un lado, limpiar
totalmente el 70% de los terrenos con contaminacion alta, y por otro, reducir la contaminacién de otro
10% de zona de alta contaminacion que pasa a contaminacion media.
El territorio estudiado tiene una extension de 1000 hectareas e inicialmente todas ellas estaban limpias.
Se trata de resolver las siguientes cuestiones:
1. Estudiar la distribucion de terrenos contaminados pasada una cantidad concreta de afios. Por
ejemplo, intentemos estudiar lo que sucede a los diez afios.
2. Estudiar la tendencia pasado un nimero suficientemente grande de afios.

SOLUCION: Comenzamos resumiendo los datos del problema en la siguiente tabla de cambio anual:

limpios contaminacién contaminacién
media alta
los terrenos limpios pasan a: 70% 20% 10%
los terrenos de contaminacion media pasan 70% 30%
a:
los terrenos de contaminacion alta pasan a: 70% 10% 20%
Llamaremos:

a, = terrenos no contaminados en el afio inicial = 1000
b, = terrenos con contaminacion media en el afio inicial = 0

¢, = terrenos con contaminacion alta en el afio inicial = 0

a, = terrenos no contaminados en el afio 1
b, = terrenos con contaminacion media en el afio 1,
¢, = terrenos con contaminacion alta en el afio 1
y en general,
a, = terrenos no contaminados en el afio k
b, = terrenos con contaminacion media en el afio k .

¢, = terrenos con contaminacion alta en el afio k



En principio conocemos los datos solamente en el afio inicial en el que todos los terrenos estaban limpios
(ap = 1000) y no habia terrenos contaminados (by = 0, ¢, = 0). No conocemos los datos para los afios
sucesivos. Sin embargo, podemos emplear la informacién proporcionada por el estudio de cambio de
porcentajes de un afio a otro para deducir lo que sucede en el afiol. Si sumamos las columnas de la tabla
anterior que corresponden a terrenos limpios y contaminados, obtendremos la cantidad de ellos que hay al

afio siguiente (a;, by y ¢;):

limpios contaminacion | contaminacion
media alta
los terrenos limpios (= ay) pasan a: 70% de a, 20% de a, 10% de a,
=0.7-a, =02-a, =0.1-a,
los terrenos con contaminacion media (= by) 70% de by 30% de by
pasan a: =0.7-b, =03-b,
los terrenos con contaminacion alta (= c) 70% de ¢, 10% de ¢, 20% de ¢,
pasan a: =0.7-c, =0.1-¢c, =02-¢,
Suma de columnas 0.7-a,+ 02-a,+ 0.1-a,+
= Distribucion en el aflo siguiente, es decir, 0.7 ¢ 0.7-b 03-b
en el afio 1 _ 0 1ol ! +020
=ay, by, ¢ s "o =1 Co
= b] =C

En definitiva, hemos reducido el problema al siguiente conjunto de ecuaciones

a, =0.7-a,+.07-c,
b, =02-a,+0.7-b,+0.1-c, .
¢, =0.1a,+03:-b,+02-¢c,
En realidad, si conocemos los datos para el afo k (ay, by y c¢y), el mismo razonamiento permite,

nuevamente con la ayuda de la tabla de porcentajes de cambio, obtener la informacion para el afio
siguiente (afio k+1). Esto es, podremos calcular (ay., by, Cx+1):

limpios contaminaciéon | contaminacion
media alta
los terrenos limpios (= a;) pasan a: 70% de ay 20% de ay 10% de ay
=0.7-a, =02-a, =0.1-a,
los terrenos de contaminacion media (= by) 70% de by 30% de by
pasan a: =0.7-b, =03-b,
los terrenos de contaminacion alta (= cy) 70% de ¢ 10% de ¢, 20% de ¢y
pasan a: =07-¢c, =0.1-¢c, =02-c,
Suma de columnas 0.7-a, + 02-a, + 0.1-a,+
= Dlstr~1bu010n en el afio siguiente, es decir, 0.7 ¢, 0.7-b, 03-b,
en el afio k+1 —a 101 402
= i+l D1, Curl el G i
= by = Cik+l

Tenemos ahora el siguiente conjunto de ecuaciones:

a,,, =07-a,+.07-c,
b, =02-a,+0.7-b, +0.1-c, .
Cy =0.1-a, +03-b, +0.2-c,

La cuestion es que ambos grupos de ecuaciones, las obtenidas para el afio 1 y el afio k+1, se pueden

expresar de forma matricial del siguiente modo:
a, =0.7-a,+.07-c,
b, =02-a,+0.7-b, +0.1-¢c,
¢, =0.12a,+03:-b,+02:¢c,
g

a,,, =07-a, +.07-c,
b,,, =02-a, +0.7-b, +0.1-c,
€.y =01-a, +03:b, +0.2-c,

)




a, 0.7-a,+.07-c, a,, 0.7-a, +.07-c,

b, [=/02-a,+0.7-b, +0.1-¢, b, |=/02-a,+0.7-b, +0.1-c,
c, 0.1-a; +0.3-b, +0.2-¢, Crut 0.1-a, +03-b, +0.2-¢c,
g 0
a, 0.7 0 0.7) (a, ay, 07 0 0.7)(a,
b, [=]02 0.7 0.1]:]b, b, =102 07 0.1]]b,
c, 0.1 03 02) \c, Cru 0.1 03 02) (c,
Llamemos A a la matriz:
07 0 07
A=[02 0.7 0.1].
0.1 03 02

Vemos que, conocidos los datos de un afio podemos obtener los del siguiente multiplicando por la matriz
A. Por tanto, dado que conocemos los datos del afio inicial (afio 0, ao = 1000, by = 0, ¢, = 0) podremos
calcular los del afio 1 en la forma:

a, a, a, 0.7 0 0.7) (1000 a, 700
b, [=Alb; [|[=|b, |=]02 07 01| 0 [=]|b,|=|200
c Cy c, 0.1 03 02 0 c, 100

A partir de los datos del afilo 0 hemos podido obtener los del afio 1. Nos preguntamos ahora si sera
posible también obtener los de afios sucesivos (del afio 2, 3, etc.). Parece claro que podremos hacerlo
reiterando repetidas veces el mismo proceso. Conocidos los datos del afio k=1, aplicando las igualdades
matriciales anteriores, obtendremos los del afio k+1=2 multiplicando nuevamente por la matriz A:

a, a, a,) (07 0 0.7)700) (560
b, |=Alb, [|=]b, |=|02 0.7 0.1]200]|=]290].
¢ c, ¢, 01 03 02)100) (150

{, Podriamos haber obtenido los datos para el afio 2 directamente, sin necesidad de calcular primero los
del afio 1 ? La respuesta es afirmativa. Para ello basta aplicar las féormulas matriciales que hemos
recuadrado antes como sigue:

a, a a, a, a, a, a,) (07 0 0.7)(1000) (560

b, |[=Alb, |=AA[b, |=A’| b, |=|| b, =A’|b, [|= b, |=]02 0.7 0.1 0 [=]290

C, c, Cy Cy C, (N c, 0.1 03 0.2 0 150
Por ta?to, para obtener la informacion correspondiente al segundo afio multiplicaremos los datos iniciales
por A”.

Ahora, es posible realizar los calculos para el tercer afio utilizando la misma técnica:
3 07 0 0.7)560 497
by, |=A|b, [|=|b, [=]02 0.7 0.1]290]|=|330

a; a, a

Cy C, C, 0.1 03 02,150 173
o también directamente:
a, a, a, a, a, a, a,) (07 0 0.7)(1000) (497
b, |[=Alb, |[=AA?|b, |=A%| b, |[=]||bs [=A%| by [|=]|b, [=]02 0.7 0.1 0 |=]330
C, c, Co Cy C; Cy C, 0.1 03 02 0 173

Es decir, calculamos la situacion en el tercer afio multiplicando por A* los datos del afio inicial.
Parece claro que reiterando el proceso podremos obtener los datos de cualquier afio de dos formas
diferentes:

ay A

= A partir de los datos del afio anterior (afio k-1) mediante || b, |=A| b,

Cy Cr




ay 4,

= A partir de los datos iniciales (afio 0) mediante || b, | = AM b,

Cy Co

La segunda de estas ecuaciones es la que tiene para nosotros mayor importancia.

Matriz de transicion: A
numero de afios transcurridos: k

ay a,

b, |= A" b,

Cy Co
Distribucion a los k afios Distribucion inicial
(en el afo k) (en el afo 0)

En esta ecuaciéon queda claro que el comportamiento de la contaminacién en aflos sucesivos esta
determinado por las potencias A*. Es mas, en el calculo de estas potencias de matrices se centra toda la
dificultad de este problema.

Por otro lado, la ecuacion matricial es valida para cualquier distribucion inicial de terrenos contaminados
y no solamente para la que vimos al principio del planteamiento (a; = 1000, by = 0, ¢y = 0). Sera
suficiente con dar a ay, by y g los valores deseados. Se suele llamar al vector vy = (a,bg,c), vector inicial.
Si denotamos vy = (ai,by,ci) al vector que resume la distribucion en el afio k, las ecuaciones matriciales
anteriores pueden rescribirse en la forma:

v = Avy, Vie1 = Avy, Vi = AkVO

Ejercicios

1. Calcular la distribucion de terrenos limpios y contaminados durante los primeros 10 afios.

2. Calcular la distribucion de terrenos limpios y contaminados para todos los afios hasta el afio 20.
3. Realizar los apartados 1 y 2 suponiendo que la distribucion inicial de la contaminacion es

limpios contaminacion media | contaminacion alta
700 ha. 200 ha. 100 ha.

4. Realizar los apartados 1 y 2 suponiendo que la distribucion inicial de la contaminacion es
limpios contaminacion media | contaminacion alta
100 ha. 300 ha. 600 ha.

5. Realizar los apartados 1 y 2 suponiendo que la distribucion inicial de la contaminacion es
limpios contaminacion media | contaminacion alta
1000 ha. 500 ha. 5500 ha.
Pasados 20 afios obtener la distribucion de terrenos contaminados expresada en porcentajes para esta
distribucion y las de los ejercicios 2, 3 y 4. Comparar los resultados obtenidos.

NOTA: Para realizar los ejercicios 2, 3,4 y 5, véase en la sesion anterior la instruccion Table. Para una
mejor presentacion de los resultados obtenidos con Table podemos aplicar las instrucciones
MatrixFormo TableForm.

1.1. Valores y vectores propios

Vemos en el ejemplo anterior que en muchas ocasiones sera necesario efectuar calculos del tipo:
= Potencia de una matriz cuadrada: A*.



*  Producto de la potencia de una matriz por un vector: A*v
En particular el segundo de estos calculos es de gran importancia ya que tal y como hemos visto en el
ejemplo:
o A sera la matriz de transiciéon de un periodo de tiempo al siguiente.
ok sera el numero de periodos transcurridos.
o v sera el vector de distribucion inicial (habitualmente se le denota como vy).
En general estos calculos (A* y A*v) seran complicados. De hecho, a poco que la matriz sea de orden
superior a 3 es practicamente imposible realizarlos a mano. Existen sin embargo dos situaciones en las
que estos calculos si son factibles:
a. Cuando el vector v es un vector propio de la matriz A, el calculo A*v es inmediato.
b. Si disponemos de una diagonalizacién de A, el calculo de A* se puede realizar facilmente.
Recordemos los conceptos de vector y valor propio y de diagonalizacion:

DEFINICION:
Dada una matriz cuadrada de orden n, A: .
o Valor propio de la matriz A es cualquier nimero A € N para el que podemos encontrar un

vector v e N" no nulo tal que
Av=2»7Av.
o Vector propio de la matriz A asociado al valor propio A es cualquier vector, v, para el cual
Av=Av.
o Diagonalizar la matriz A consiste en encontrar una matriz C regular y una matriz D diagonal tal
que
C'AC=D.
Entonces diremos que D es la diagonalizacion de A y que C diagonaliza a A o que C es la matriz
de paso.

En la siguiente propiedad, tal y como antes hemos comentado, se pone de manifiesto que en el caso de
que conozcamos los valores y vectores propios o de que tengamos la diagonalizacion de la matriz, los
calculos con potencias se simplifican extraordinariamente.

PROPIEDAD:
Sea A una matriz cuadrada de orden n.

o Si veN" esun vector propio de A asociado al valor propio A € N, entonces,

Alv = Afv.
o Lapotencia A" se puede calcular mediante la formula:
A*=CD'C™.

La propiedad anterior es la clave para el calculo con potencias de matrices. Véase que la obtencion de
A% queda reducido al calculo de la potencia de un numero, A* y para la potencia A¥ serd suficiente
calcular la potencia de una matriz diagonal, D¥, lo que ya no entrafia dificultad alguna (para calcular la
potencia de una matriz diagonal basta elevar al exponente deseado todos los elementos de la diagonal
principal).

En todos los casos intentaremos calcular los valores y vectores propios o diagonalizar la matriz. A
continuacion repasamos el método de diagonalizacion que ya debe ser conocido de la parte tedrica de la
asignatura:

PROCESO DE CALCULO DE VALORES, VECTORES PROPIOS Y DE DIAGONALIZACION:
Recordamos a continuacion el método habitual para el calculo de los valores y vectores propios de una
matriz cuadrada A de orden n:

e Llamamos polinomio caracteristico de la matriz al determinante |A - Al

. Los valores propios
de la matriz A son las soluciones reales de la ecuacion caracteristica
|A-AL|=0.
e Los vectores propios asociados al valor propio A se calculan resolviendo el sistema cuya
ecuacion matricial viene dada por




X
X,
(A-AL) . =0.

X

n

e Si conseguimos una base de N* formada por los vectores propios vi,v,...,v, cada uno de ellos
respectivamente asociado a los valores propios A,, A,,... A, entonces, la matriz de paso, C, se
obtiene poniendo los vectores propios en columna y la diagonalizacion, D, se obtiene poniendo
en diagonal los valores propios. Es decir,

7\‘1

Ay
C=(v,[vy|]v,) yD=

Si bien podemos emplear las facilidades que ofrece MATHEMATICA para reproducir los puntos
anteriores tal y como hariamos a mano, el programa pone a nuestra disposiciéon comandos que permiten
calcular el polinomio caracteristico y los valores y vectores propios de forma directa. Estos comandos son
los siguientes:

Comando: Comando CharacteristicPolynomial para el calculo de polinomio caracteristico de
una matriz cuadrada.

Sintaxis:
CharacteristicPolynom al [ A A]

Resultado: Proporciona el polinomio caracteristico de la matriz cuadrada A expresando dicho
polinomio en términos de la variable A.

Comando: Comando Eigenvalues para el clculo de los valores propios de una matriz.

Sintaxis:
Ei genval ues[ A]

Resultado: Proporciona los valores propios de la matriz A contados con su multiplicidad. Es decir, el
nimero de veces que aparece repetido un mismo valor propio es igual a su multiplicidad algebraica.

Comando: Comando Eigenvectors para el calculo de los vectores propios de una matriz.

Sintaxis:
Ei genvect or s A]

Resultado: Proporciona los vectores propios de la matriz A. Los vectores propios se ordenan en el
mismo orden que los valores propios proporcionados por Ei genval ues[ A] de manera que cada vector
estd asociado al valor propio que se encuentra en la misma posicion en la lista que genera
Ei genval ues[ A] . La apariciéon de un vector propio nulo indica que el valor propio correspondiente
carece de vectores propios. Esta ultima circunstancia indicara directamente que la matriz A no es
diagonalizable.




Ejemplo 2:

-3 8 -6
. . -2 3 . .
1) Calcular los vectores y valores propios de la matriz A = 10 4 13 . Diagonalizar la
-3 3 -3

matriz. Para ello emplearemos las instrucciones Eigenvalues y Eigenvectors:

-3 8 -6 -6

3 -2 3 0
In[1]:= A=

10 -14 13 6

-3 3 -3 1
In[2l:= Ei genval ues[ Al

Almacenamos la matriz en la variable A.

ou2l= {1, 1, 3, 4}

In[3]:= Ei genvect ors[ A
ou3= {{3, 3,0, 2},

La instruccion proporciona los siguientes valores propios:
e A =1 con multiplicidad 2 (ya que aparece dos veces).
e ) =3 con multiplicidad 1 (aparece una sola vez).
e A =4 con multiplicidad 1 (aparece una sola vez).

{-1,1, 2,0},

{-1,0,1,0},

{-2,-1,0,1}}

primer vector propio

segundo vector propio

tercer vector propio

cuarto vector propio

asociado al asociado al asociado al asociado al
primer valor propio segundo valor propio tercer valor propio cuarto valor propio
r=1 =1 r=3 A=4

In[4]:= Mat ri xFor n] Ei genvect ors[ A] ]

Out[4]//MatrixForm=
3 3 0 2 )

El resultado de Eigenvectors[A] puede verse por como la

-1 1 20 matriz obtenida al poner en fila los vectores propios de A.

-1 0 1 0 Sabemos que la matriz de paso c se obtiene poniendo los vectores

-2 -1 0 1 propios en columna y no en fila. Podemos emplear la instruccion
Transpose para cambiar filas por columnas y obtener la matriz
de paso c.

Inj5]:= c=Transpose[ Ei genvect or s[ A] ]
oufs={{3,-1,-1,-2},{3,1,0,-1},{0,2,1,0},{2,0,0, 1}}
Inf6]:= Mat ri xFor n{ %
Out[6]//MatrixForm=
3 -1 -1 -2
3 1 0 -1
0 2 1 0

2 0 0 1
In[7]:= d=Di agonal Mat ri x[ Ei genval ues[ A] ]
ou[71- {{ 14, 0,0, 0},{0,1,0,0},{0,0,3,0},{0,0,0, 4}}
In[8]:== Mat ri xFor n] %4

Puede verse que
Transpose [Eigenvectors[A]]

proporciona la matriz de paso c.

Out[8]//MatrixForm=
1 0 0 0 Poniendo en diagonal los valores propios
010 ol | obtenemos la diagonalizacién D. Para ello podemos
aplicar la instruccion DiagonalMatrix a la lista
0030 de valores propios.
0 0 0 4
In[9]:= $Post =Mat r i xForm



Out[9]//MatrixForm=

Mat ri xFor m
3
In[10]:= A 3
n = .
0
2
Out[10]//MatrixForm= |
3 Podemos ahora comprobar que los vectores proporcionados por
Eigenvectors son realmente vectores propios. Probamos, como ejemplo, con
3 el primero y con el ultimo:
0 3 3 3 3
2 3 3 3 3 . .
= A = =1- = es vector propio asociadoa A =1.
-2 0 0 0 0
-1 2 2 2 2
In[11]:= A.
-2 -8 -2 -2
1 -1 -4 -1 -1 ) )
Out[11]/MatrixForm= = A 0 = 0 =4. 0 = 0 es vector propio asociadoa A =4.
-8 1 4 1 1
-4
0
4

Podemos comprobar también que, efectivamente, las
In[12]:= | nverse[c]. A c tri d calculad ¢ ten di I
Out[12]//MatrixForm— matrices ¢ y d calculadas antes permiten diagonalizar
a la matriz A. Para ello, comprobamos que al calcular

1 000
el producto
0100 Ac
00 30 obtenemos como resultado la diagonalizacion d. Por
00 0 4 tanto realmente se tiene que

d=c"'Ac.

Una vez que hemos calculado los valores y vectores propios y la diagonalizacion de la matriz, hay
diversas operaciones con potencias que podemos realizar sin dificultan incluso a mano. Por ejemplo:
e  Puesto que el vector (3,3,0,2) es un vector propio asociado al valor propio A =1, aplicando las
propiedades antes vistas tenemos que

3 3 3
3 3 3
- 10 =1" =
Por ejemplo, A™| o |~ ol 1o
2 2 2
e  Puesto que el vector (-2,-1,0,1) es un vector propio asocieidlo al valor propio A =4, tenemos que
-2 -2 —4k*
-1 -1 — 4k
k =4k =
ATl o 0 0
1 1 4k+1
-2 -2 —2048
-1 s —1 —-1024
Por ejemplo, A®| ( |~ 4 ol | o

1 1 1024



e Podemos calcular cualquier potencia de la matriz empleando la diagonalizacion obtenida. Por

: 11
ejemplo, para A" efectuaremos . |

3 -1 -1 =2)(1 0 0 O 3 -1 -1 -2
31 0 -=1|l0 1 0 0 31 0 -1
11 -1 _ . .
ecdec=1pg 2 1 of|l0o0 3 0 0 2 1 0
2 0 0 1 000 4 2 0 0 1
3 1 1 2 11 i _i i i
-1 -1 - 1 0 0 0 5 P
31 0 —=1||l0 1™ 0 o0 5 71 5 3
=lo 2 1 0 o o 3 o 2 2 2 2
N -7 6 3
2 0 0 1 0 0 0 4

7502877  —718584 7325730 —531438
4194303 —4194302 4194303 0
885730  —1240022 1062877 531438

—4194303 4194303 —4194303 1

Es facil comprobar con MATHEMATICA que todos restos resultados son correctos ya que con el
programa podemos calcular directamente las potencias de una matriz mediante MatrixPower:

3 3
3 3
In[131:= Mat ri xPower [ A, 10] . | o |m1"|q
2 2
Out[13]//MatrixForm=
True
-2 -2
-1 -1
In[14]:= Mat ri xPower[A, 5]. | o [m4°| ¢
1 1
Out[14]//MatrixForm=
True
In[15]:= Mat ri xPower [ A, 11] mc. Matri xPower [ d, 11]. I nver se[ c]
Out[15]/MatrixForm=
True

0 k

2) Para la matriz del ejemplo anterior, calcular A' . Obtener una formula genérica para A

1 1
2 2
2 2|
4 4
Nos encontramos con el problema de que (1,2,2,4) no es ninguno de los vectores propios que conocemos
para la matriz A. En tal caso, no podemos realizar el calculo que se nos pide de la misma forma que lo
hicimos en el ejemplo anterior para (3,3,0,2) 6 (-2,-1,0,1) que si era vectores propios. Sin embargo,
podemos intentar expresar (1,2,2,4) como combinacion lineal de los vectores propios que conocemos y

luego aprovechar que los calculos con estos vectores propios son sencillos. Para ello hemos de encontrar
los coeficientes o, B, v y O tales que

(152’$294) = a’(3935032) + B(_lalszso) + Y(_1903190) + 8(_29_19031) :

In[15]:= Sol ve[ {1, 2, 2,4} ma{3, 3,0, 2} +p3{-1,1,2,0}+y{-1,0,1,0}+6{-2,-1,0, 1}]
Out[15]/MatrixForm=

13 5
- =, —»15, a- —, 6—»'1
HB--—v 2 1}



Es decir, tenemos que

(152’$254) = %(33350:2) - %(_1519230) + 15(_1503190) - 1(_23_19051) :

Aplicando ahora las propiedades del producto de matrices respecto a la suma de vectores y respecto al
producto por un nimero podemos deducir que

2 3 -1 -1 -2
Al 2 :EAlo 3 _EAIO 1 +15A1 0 _1A' -1

21 2 0] 2 2 1 0

4 2 0 1

y en general, para cualquier k,

2 3 -1 -1 -2

2 3 1 0 -1
I EEIC R N +15A" —-1A"

20 2 0o 2 2 1 0

4 2 0 0 1

Ahora bien, sabemos que el calculo A*v es sencillo siempre que v sea un vector propio. Como en el
miembro derecho de esta ultima igualdad todos los vectores que aparecen son vectores propios, es facil
concluir que

2 3 -1 -1 -2
A0 2 22.110 3 _2.110 1 +15.3% 0 _1.4" -1

20 2 0 1

4 2 0 0 1

y, en general,

2 3 -1 -1 -2

2 3 1 0 -1
A D=2 P B +15.3* —1-4*

21 2 0o 2 2 1 0

4 2 0 0 1

3) Para la matriz de los ejemplos 1y 2 calcular A*v para un vector v genérico.

En este caso nos encontramos con la dificultad de que desconocemos quién es el vector v. Solamente
sabemos que es un vector de N* y por tanto sera de la forma

X

y
VvV =
z
w

El problema esta en que al desconocer los valores de X, y, z, w, en principio, no podremos aplicar la
misma técnica del ejercicio anterior en el que calculabamos la descomposicion del vector v en funcion de
los vectores propios de la matriz. En su lugar, calcularemos directamente A y luego multiplicaremos el
resultado por v.

Para calcular A* aplicamos la formula A* = cd*c” como sigue:



k -1

3 -1 -1 =2)(1 0 0 0} (3 -1 -1 -2
31 0 -1/lo1 00| |3 1 o0 -1
At=cdc'=1g 2 1 olloo3 o0l ]o 2 1 o
20 0 1Jlooo 4 2 0o o 1
S N (S O S
2 2 2 2
31 0 -1/|l0 1 0 o0 5 7 5 3
=lo 2 1 oflo 0 3 o] 2 2 2 2
>0 0o 1)lo 0 o a)|> T ¢ 3
-1 1 -1 o0

44245 -5.3" —5-2.447.3% 442.45-2.3" 3_3nk

B —1+4F 2 -4k —1+4F 0
-545.3" 7-7-3% —542.30% —343M*
1-4* —1+4* 1-4* 1

Ahora podemos efectuar el producto de A* por el vector v,

4+2-4%-5.3" _5-2.417.3% 442.4%_2.3"F 3_3k X

. —1+4* 2—4* —1+4* 0 y
AV = k k 14k Lk |

-5+45.3 7-7-3 -5+42.3 -343 z

1-4* —1+4* 1-4* 1 w

(44245 =5.3)x +(-5-2-4" +7-3)y+ (4+2-4* =2.3")z2+ 3-3"")w
(~1+49x+2-4%)y+(-1+4%)z
(-5+5-39%+(7-7-39)y+(-5+2-3")z+(-3+3"")w
(1-49%x+(-1+4")y+(1-4)z+w

Véase que ahora, podemos realizar el calculo A*v para cualquier potencia, k, y cualquier vector, v, sin
mas que dar a k, X, y, z, w los valores adecuados. Por ejemplo, para realizar el calculo del ejercicio
anterior (A10(2,2,2,4)) tomaremos k=10, x=2,y=2,z=2, w=4:

2 (4+2-4"°-5.3"24(-5-2-4"° 473924+ (4+2-4"° -2.3""2 4 (3-3"1%)4

A0 2 _ (~1+4)2+2-4")2+(-1+4"7)2
2 (=5+5-324+(7-7-3")2+(-5+2-3"")2+(-3+3""")4
4 (1=4")2+(-1+4"2+(1-4")2+4

3013342

2097152

1180962
—2097146

Es facil comprobar que este resultado coincide con el obtenido en el ejemplo anterior (basta realizar los
calculos que quedaron indicados en tal ejercicio). Disponemos, por tanto, de dos formas de efectuar
operaciones del tipo A*v. Si conocemos el valor del vector v serd mas sencillo aplicar la técnica del
ejemplo anterior. Si desconocemos el vector v el método que homos usado en este ejemplo puede ser mas
adecuado.

4) Calcular los vectores y valores propios de la matriz A = . Diagonalizar la matriz.

S O N
S N =
N o= O

Procedemos como antes utilizando los comandos de MATHEMATICA:



In[1]:= $Post =.
210
In2l:= A=|0 2 1|;

Obtenemos un unico valor propio:
A =2 con multiplicidad 3 (2 aparece 3 veces).
Obtenemos también un Ginico vector propio

0 0 2 (1,0,0) asociado al valor propio A =2.
In[3]:= Ei genval ues[ A] Puesto que la matriz no tiene mas vectores propios, el
ou3l- {2, 2, 2} programa completa la lista afiadiendo el vector (0,0,0). Ello
In[4]:= Ei genvect or s[ Al indica que la matriz no es diagonalizable.

out4= {{1, 0, 0}, {0, 0,0}, {0, 0, 0}}

1 1

Inf4]:= Mat ri xPower [ A, 20]. | 0|m2*| 0

A pesar de que la matriz no es diagonalizable

Y 0 podemos realizar calculos con los vectores y valores

out[4]= Tr ue propios que hemos podido calcular.

220y,

comprobamos que al ser v = (1,0,0) un vector propio
asociado a A =2, se puede calcular A*v haciendo

Ejercicios
1. Calcular los valores y vectores propios y _la diagonalizacion de la matriz
~33 66 —12 —82 —60 0 !

93 -213 31 270 208 -3 -3

A=| 51 -106 20 132 100 | . Caleular A2'| ~1| . Calcular A?'| ~1|. ; Como hariamos
81 —186 27 235 180 -3 -3
3 10 -1 -12 -9 1 1

estos calculos a mano una vez conocidos los valores y vectores propios ?

2. Calcular los valores y vectores propios de la matriz del ejemplo inicial de la sesion. Obtener la
distribucion de terrenos contaminados pasados k afios (recuérdese que en el ejemplo se indicaba la
situacion inicial en la que todos los terrenos estaban limpios).

2. Valor propio dominante. Estudio de la tendencia

Cuando la matriz A es la matriz de transicion de cierto fenomeno de un periodo al siguiente y el vector v
describe la situacién inicial del fendmeno, entonces sabemos que A*v determina la situacion pasados k
periodos. Este mismo esquemas es el que vimos en el ejemplo inicial de la sesion. En estos casos estudiar
lo que sucedera pasada una cantidad concreta de periodos (para un valor concreto de k) es importante
pero, en general, sera de mayor interés estudiar si el fendmeno en cuestion muestra alguna tendencia en el
futuro pasada una cantidad suficientemente grande de periodos. Por ejemplo en el ejemplo inicial
podemos preguntarnos si en el futuro el nivel de contaminacion crecera indefinidamente o si se estancara
en cierto porcentaje limite. El estudio de la situacion cuando el nimero de periodos, k, es cada vez mas
grande equivale a realizar el calculo

limA"v.

k—o
El resultado de este calculo constituye un modelo del comportamiento del fendmeno que podemos
esperar en el futuro. Es decir, de la tendencia de futuro.

Para calcular lim A*v sera fundamental conocer los valores y vectores propios de la matriz A. En
k—0

concreto sera necesario conocer cudl es el valor propio mas grande al que llamaremos valor propio
dominante. La definicion precisa de valor propio dominante es la siguiente:



DEFINICION: Dada una matriz cuadrada A, diremos que el valor propio A4 es el valor propio
dominante de A si es el que tiene el mayor valor absoluto de todos los valores propios.

Ejemplo 3:
3 80
o Los valores propios de lamatriz | -1 0 1|son A=1, A =2y A =3.El mayor valor propio
0 6 3
es A =3 asi que este sera el valor propio dominante.
21 8 -24
o Lamatriz| -1 0 1 | tiene los siguientes valores propios: A =1, A=2 y A =-3.El valor
18 6 -21

propio con mayor valor absoluto es A =—3 (el valor absoluto de -3 es |— 3| = 3) asi que el valor

propio dominante es A =—-3.

13 -8 -16
o Los valores propiosde | 1 4 -1 |son A=-3, A=2y A=3.Los valores propios -3 y
12 -6 -15

3 tienen el mismo valor absoluto (|— 3| = |3| = 3). El mayor valor absoluto es compartido por dos

valores propios distintos. Por tanto no hay ningun valor propio que tenga valor absoluto superior
a todos los demas (3 y —3 tiene valor absoluto superior o igual a todos los demas, pero no es
suficiente que sea mayor o igual, debe ser mayor estrictamente) y la matriz no tiene valor propio
dominante.

Supongamos que la matriz A tiene un valor propio dominante A, y supongamos también que conocemos
los demas valores propios de la matriz A,, A,,..., A, (asumimos que estos Ultimos valores propios no
tiene que ser distintos, cada uno se repite tantas veces como corresponda a su multiplicidad algebraica).
Llamemos v}, vj,..., v} los vectores propios asociados al valor propio dominante, A, . Llamemos v, al
vector propio asociado a A,, v, al vector propio asociado a A,, etc. Si nos piden que calculemos Aly

para cierto vector inicial v, ya vimos en ejemplos anteriores que podemos expresar v como combinacion
lineal de los vectores propios de la matriz y luego el calculo de la potencia sera sencillo. Pongamos que la
expresion de v,

o o1 2.2 r_r
V=0,V +0gVy+o 0y Vy +0,V, +0,V, +-+ 0V,
Entonces,
A*v=alAMVL +al ANV 4 oAV o AR, e, AR, e o ARy,
ko, 1ak_1 24k 2 rak 1 k k k
AV =0 Agvy Ay vy +F 0gA vy + 0L A V) FOLASV, +o O ALV
1

k k k
A A A

— ANV =gy vy oV oy | Va2 | v et |y
A r, y SR
d

Ahora bien, como A, es el valor propio dominante tendremos que

Mol > |5 ol > Pafoeees o] > 2
y por tanto,
£<1, k—2<1,..., — <1
7":1 d d

y sabemos que si un numero, a, cumple que |a| <1 entonces, lima* =0 . Como consecuencia,
k—o0



k—»o0 }\‘ A ko 7,
U

1 k 1.1 2.2 r_r
lim— A" v=o,v, +ogvy++0,vy
k—)oo)\‘

k k
A A, Ay
thkA v=alvh +alivi 4 ralvh +a, l1m(—j v, +a, hm[ ) Vy et hm( J Vi

Es decir, el limite se obtiene tomando la parte de la descomposicion de v en la que intervienen los
vectores propios asociados al valor propio dominante, A, y eliminando la parte que corresponde a los

otros valores propios:

_ 11 2.2 r . r
V=0V +0gVy +o+ 0V 0,V +0,V, + oV

s's *

parte que corresponde a A 4 parte a eliminar
Pasado un numero suficientemente grande de afios el valor de A*v sera muy parecido al valor que
obtenemos al hacer el limite cuando k — o asi que de manera aproximada tenemos

1 k 1,1 2,2 ror
K_kA VROV +0gVy + 0 Vy

o lo que es lo mismo

k r . r
Afv ) (OL Vi +a; Vd+~-+ocdvd)

Las tres formulas recuadradas nos permiten calcular el valor limite y estimar el resultado de A*v cuando k
es suficientemente grande.

Ejemplo 4:

Terminemos ahora el estudio del ejemplo que vimos al comienzo de esta sesion. Para estudiar la
distribucion de contaminacién pasados k afios tendremos que realizar el calculo A*v donde

07 0 0.7 1000
A=|02 07 0l|yv=| O
0.1 03 02 0

Si calculamos los valores y vectores propios de A, estos son:

Valores propios Vectores propios correspondientes

A=1
(7 17 5= (2333331 88888.)

103 -v2) = 0.158579 v, = (——1 ,—_3“5,1):(—1.29289,0.292893,1)
44427 4442
10(3++/2) = 0.441421 voo( T 3442 1) = (227071 LLA0TILY)

—4+\/5’ —4+442’

Es evidente que el valor propio dominante es A =1. Para calcular A*v expresaremos el vector v como
combinacidn lineal de los vectores propios. Es facil ver que los coeficientes de la combinacion son

_ 000 , 500(-6+5v2) 6+5\/_) 250\/—(16+9\/—)V3
47 264342

valor propio dominante resto de valores propios

Si aplicamos las formulas obtenidas en esta seccion,

lim A V_9000 1:>Akvz9000

ko 47 47

Vemos que la distribucion limite que podemos esperar en el futuro estda determinada por el vector

9000 9000 7 17
— v, =——(=,—,1) olo que es lo mismo:
47 47 379

v,.



Valor limite Expresion en porcentajes

. o

Terrenos limpios 9000 7 _ 446.809 ha. 44.6809%
47 3

Y - o

Contaminacion media 9000 ﬂ 361,702 36.1702%
47 9

Y o

Contaminacion alta 9220 —191.489 19.1489%

Deducimos de esta manera los porcentajes de contaminacion que tendremos pasado un numero
suficientemente grande de afios.

Ejercicios

1. Estudiar la tendencia de futuro en el caso en que la distribucion inicial de contaminacion es
limpios contaminacion media | contaminacion alta
700 ha. 200 ha. 100 ha.

2. Realizar el estudio de la tendencia cuando los datos iniciales son:
limpios contaminacion media | contaminacion alta
100 ha. 300 ha. 600 ha.

3. Calcular la tendencia de futuro para la siguiente distribucion inicial

limpios contaminacion media | contaminacion alta

1000 ha. 500 ha. 5500 ha.

Comparar los porcentajes obtenidos en los tres primeros ejercicios.

4. Calcular una distribucion inicial estable. Es decir, una disposicion de terrenos limpios y
contaminados que no cambie de un afio al siguiente. Obtener los porcentajes correspondientes a esta
distribucion y comparar con los ejercicios anteriores.

5. Supongamos que un agricultor tiene una poblaciéon de plantas con una cierta distribucion de tres
tipos de genotipos AA Aay aa. Se desea iniciar un programa de cultivo en el que todas las plantas de
la poblacién sean fecundadas por plantas con genotipo AA. Plantear un modelo matematico para este
problema y estudiar la tendencia de futuro tras sucesivos cruces.




