Capitulo 3

Introduccion al calculo con funciones
de varias variables

3.1 Los conjuntos R?, R3,..., R"

Ya hemos visto la definicién del conjunto R de los nimeros reales y hemos comprobado que su representacion
es una recta completa en la que no aparece ningtin hueco (recta real).

Tomando como base el conjunto R podemos definir los conjuntos R?, R? y en general R™. Del mismo
modo que R nos proporciona una representacién matemética para el concepto intuitivo de recta, R? y R3
constituyen el modelo matematico para plano y espacio tridimensional respectivamente.

En la siguiente definicién presentamos de forma precisa el conceptos de upla y la definicién de los espacios
R™.

Definicién 1. Dado n € N, llamamos n-upla a cualquier conjunto ordenado de n niumeros reales de la forma
(al, as, . .. ,an).
- El conjunto de todas las n-uplas se denota R™. Por tanto,

R" = {(a1,az2,...,ay) : a1,az,...,a, € R}.

- Los numeros a1, as,...,a, se denominan elementos de la n-upla.

- Dos n-uplas son iguales si tienen los mismos elementos en las mismas posiciones. Es decir,

a; = bl)

(],2:b2,
(al,ag,...,an):(bl,bg,...,bn)<:> :

Gp = bp.

- Las 2-uplas se denominan pares. Las 3-uplas se denominan ternas.

Ejemplos 2.

1) En numerosas ocasiones un solo nimero basta para describir la situacién de cierto objeto o fenémeno
natural. Por ejemplo, si estamos estudiando el crecimiento de una planta, en cada momento sera suficiente
indicar la altura en ese instante y esa altura queda expresada mediante un tinico nimero. Asi, diremos:
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- Pasado un mes la planta mide 0.2 m.
- Pasados dos meses y medio la planta mide 1.02 m.

- Pasados 5 dias y 3 meses la altura es 1.94 m.

En cada caso, la situacién de la planta queda descrita dando un solo nimero (primero 0.2, luego 1.02 y
finalmente 1.94).

Por contra, en otras situaciones el fenémeno que estamos estudiando no queda determinado mediante
un Unico numero. Por ejemplo, cuando se estudia si el crecimiento de un nino es el adecuado deberemos
analizar tanto el peso como la altura. Ambos datos por separado no nos proporcionan informacién suficiente
y para decidir si en cada fase del crecimiento el desarrollo del nifio es normal necesitamos conocer tanto el
uno como el otro. Asi, trabajaremos con datos del tipo:

- Con un mes la altura era de 48 cm y el peso de 4.200 gr.
- Con cinco meses, la altura es de 55 cm y el peso de 7320 gr.

- Con siete meses, la altura es de 60 cm y el peso de 8233 gr.

Para abreviar, podriamos convenir en presentar los datos de cada fase de crecimiento ordenadamente medi-
ante una 2-upla en la forma
(peso, altura).

De esta manera para indicar los datos de crecimiento en cierto periodo bastard con escribir algo del tipo
(79,12343) y sabremos entonces que nos referimos a una altura de 79 cm. y a un peso de 12343 gr. Por
ejemplo, los mismos datos de antes se podran escribir como:

- Con un mes los datos de crecimiento eran (48,4200).
- Con cinco meses, los datos son (55,7320).

- Con siete meses, tenemos (60,8233).

Es evidente que si vamos a escribir la informacién siguiendo este formato, el orden de los datos es fundamental;
asi, los pares (79,12343) y (12343,79) representan datos de crecimiento diferentes (véase que el dltimo par
corresponde a las dimensiones, imposibles en la realidad, de un nino con unos 12 metros de altura que pesa
79 gr.). Ello justifica que empleemos un orden a la hora de dar los datos, es decir que utilicemos un par
ordenado.

Vemos pues que podemos representar mediante un par ordenado de ntiimeros reales las distintas posibili-
dades de alturas y pesos que pueden darse durante el crecimiento de un nino. Ahora bien, sabemos que un
par de niimeros reales no es mas que un elemento de R2. Por lo tanto, en todo lo anterior, lo que hacemos
es utilizar elementos de R? para representar nuestra informacién. Esquemdticamente la idea es la siguiente:

Informacién del problema Representacion
Dos datos: peso y altura de un nino = Dos ntimeros reales
en cierto momento ordenados

elemento de R2

La necesidad de plantear modelos matematicos para fenémenos en los que intervienen simultdneamente
varios datos es la que motiva la utilizacién de elementos de R? (cuando tenemos dos datos), de R? (cuando
tenemos tres) y en general de R™ (para n datos).
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2) Supongamos que estamos estudiando la poblacién de grandes herbivoros en distintos parques naturales.
En concreto nos interesa la poblacion de ciervos, muflones y cabras montesas. En tal caso, para cada parque
natural dispondremos de tres datos que nos indicardn la poblacién de estas especies en ese parque. Si en
cierto parque natural, una vez realizado el censo correspondiente, se han detectado 320 ciervos, 124 muflones
y 238 cabras montesas, sabemos que podemos representar esta informacién mediante un elemento de R?
(tenemos tres datos = tres niimeros = elemento de R? = 3-upla) en la forma

(320,124, 238),

situando en primer lugar el nimero de ciervos, el de muflones en segundo y en tercero el de cabras montesas.
Sin embargo, también podriamos haber distribuido los datos en forma de matriz fila o de matriz columna
siguiendo el mismo criterio:

- Matriz fila: (320 124 238).

320
- Matriz columna: | 124
238

Disponemos entonces tres formatos para representar la informacién correspondiente a nuestro parque natural:

320
(320,124,238) , (320 124 238), 124
3 B 238
como elemento de R como matriz fila

como matriz columna

En realidad, es indiferente cudl de los tres utilicemos pues la informacién que todos ellos contienen es siempre
la misma. Tanto da ponerlos en forma de fila 0 columna, serdn siempre los mismos tres datos (320 ciervos,
124 muflones , 238 cabras montesas). Emplearemos una representacion o la otra en funcién de que sea més
indicada para el tipo de cédlculos que vamos a realizar.

Repasamos de forma més detenida ahora los conjuntos R?, R?, etc.

El conjunto R? (el plano real)

El conjunto R? es el conjunto formado por todos los pares ordenados de ntimeros reales.
R? =R xR = {(a,b) : a,b € R}.
Ejemplos de elementos de R? son

(1,2),(0,0),(1.23,6), (V2,7), etc.

El conjunto R? puede ser representado mediante un plano de manera que cada punto de dicho plano
corresponde a un elemento de R? y cada par de R? representa un elemento del plano.

El conjunto R? (el espacio real)

Sabemos que
R?> =R xR xR = {(a,b,¢) : a,b,c € R}.

Ejemplos de elementos de R? son

(1,2,1),(0,0,0),(1.23,6, —4), (vV2,7, —12), etc.

El conjunto R? puede ser representado mediante un espacio tridimensional de manera que cada punto de
dicho espacio corresponde a un elemento de R3 y cada trio de R® representa un elemento del espacio.
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El conjunto R"
Sabemos que
R" = {(a1,a2,...,ay) : a1,as,...,a, € R}.

Ejemplos de elementos de R™ son

(1,2,1,1) € R* (0,0,0,0,0) € R, (1.23,6, —4,3,2,1.5) € R%, etc.

Los conjuntos R"™, para n > 3, no son facilmente representables de forma visual. Sin embargo, poseen
importantes interpretaciones de tipo fisico y matemaético.

Los elementos de R? son de la forma (a,b) y se denominan pares ordenados, los elementos de R? son del
tipo (a,b,¢) y se denominan trios ordenados. Sin embargo, los elementos de R*, R® RS, etc. no tienen en
castellano una denominacién clara. Nosotros los denominaremos uplas o n-uplas. Asi por ejemplo

(1,2,1,1) es un elemento de R* = es una 4-upla.
(0,0,0,0,0) es un elemento de R> = es una 5-upla.
(1.23,6,—4,3,2,1.5) es un elemento de R® = es una 6-upla.

3.1.1 Representacion geométrica de puntos en R"

La primera forma en que podemos representar una upla es en forma de punto. En temas siguientes compro-
baremos que tenemos una segunda representacién para las upla bajo la forma de vectores. Veamos primero
los casos més importantes de R? y R? para ver después, en general, R”.

Puntos en R2. El plano real

Los elementos de R? son 2-uplas o pares como por ejemplo (2, 3), (3, —1), (0,4). Su representacién se efectiia
sobre un plano en el cual trazamos dos ejes perpendiculares, uno horizontal, usualmente denominado eje de
abscisas, y otro vertical, denominado eje de ordenadas que se cortan en un punto denominado origen u origen
de coordenadas. El primer ntimero del par se representa en el eje horizontal y el segundo en el vertical. Asi,
para representar la upla genérica (x,y) marcaremos z en el eje horizontal y marcaremos y en el vertical del
siguiente modo:

El eje horizontal suele denominarse también eje x y el vertical, eje y.

De forma intuitiva, representar un par equivale a dar coordenadas sobre un plano topografico. El primer
numero del par indicard la posicién este-oeste y el segundo la norte-sur. Los signos negativos en la primera
componente del par indicardn que el punto se sittia al oeste del origen y en el caso de la segunda componente
el signo negativo indicara las posiciones al sur del origen.
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Veamos algunos ejemplos concretos de representacién de puntos de R2.

Ejemplos 3.

1) Para representar la 2-upla (3, 2), nos desplazaremos respecto al origen 3 unidades en el eje horizontal y 2
en el vertical, tal y como se indica en el grafico.

_050

Utilizando el simil de las coordenadas topogréficas, podriamos decir que el punto (3,2) se encuentra situado
3 unidades al este del origen y dos unidades al norte.

2) La idea para representar cualquier otra 2-upla es la misma. En este caso representamos las uplas (-2, 2),
(—=2,2) y (3,—1). Véase como el signo negativo en la primera componente indica que el punto estd a la
izquierda del origen mientras que el signo menos en la segunda componente corresponde a puntos por debajo
del origen (recordemos que los nimeros que componen una upla o matriz se denominan elementos o también
componentes).

(—1,2) %
)
-3 4:2 J1 1 2 ‘$ 4
| I S—— ®(3,-1)
O 2]
(_2a2)
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Como vemos, la representacién de las uplas de R? se realiza sobre un plano, es por ello que habitualmente
se denomina a R? como ’plano real’. Los ejes que utilizamos para representar las coordenadas de cada upla
dividen al plano real en cuatro dreas denominadas cuadrantes que se numeran de primero a cuarto tal y
como se refleja en el siguiente grafico. El signo negativo o positivo de sus componentes determina en qué
cuadrante se situa cada upla de R2.

ar
Segundo cuadrante. 2 Primer cuadrante.
Signos: (—,+) [ Signos: (+,+)
if
e M M
o
Tercer cuadrante. " Cuarto cuadrante.
Signos: (—,—) 2C Signos: (+,—)
sl

Puntos en R3. El espacio real

Cada elemento de R? o 3-upla tiene 3 componentes (por ejemplo (3,2,1) es una 3-upla cuya primera com-
ponente es 3, la segunda es 2 y la tercera es 1). Para representar R3 necesitamos un espacio tridimensional
en el que trazamos tres ejes perpendiculares que se cruzan en un punto que llamamos nuevamente origen.
Cada una de las tres componentes de una tres upla se representard en el eje que le corresponde. Los dos ejes
horizontales son para las dos primeras componentes y el eje vertical es para la tercera. Nuevamente, el signo
negativo de las componentes indicara a qué lado del origen, en cada eje, se situa el punto que representa a
la upla en cuestién.

Asi por ejemplo, para representar una 3-upla genérica, (x,y, z), marcaremos cada una de las tres compo-
nentes en su eje tal y como se indica en el siguiente esquema.

De hecho, los tres ejes suelen denominarse ejes x, y y z, siendo el eje x el que se utiliza para representar la
primera componente, el eje y para la segunda y el eje z para la tercera.

Si regresamos al simil topografico que hemos utilizado en el caso de R2, ahora, representar una 3-upla
equivaldria més bien a dar las coordenadas de un avién en vuelo. Para ello necesitariamos dos nimeros
que fijaran su posicién este-oeste y norte-sur (las dos primeras componentes de la 3-upla, es decir, la = y
la y) pero ademds, para situar completamente el avién, deberemos indicar también su altitud para lo cual
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precisamos un nimero més (la tercera componente de la upla, la z). Por tanto para dar la posicién del
avion necesitamos un eje mas para indicar la altura y pasamos de una representaciéon en el plano a una
tridimensional en el espacio.

En el siguiente ejemplo materializamos todas estas ideas.

Ejemplo 4. En los siguientes gréficos representemos las 3-uplas (3,2,1), (3,-2,2) y (3, -2, —1) de R3:

e
(Sa_2a_1)

Puntos en R". Espacio real n-dimensional

Hemos visto que para representar una 2-upla de R? necesitamos dos ejes perpendiculares dentro de un plano,
por su lado, la representacién de las 3-uplas de R? se realiza sobre tres ejes perpendiculares dentro del espacio
tridimensional. Utilizando estas ideas podriamos intentar imaginar cuél seria la representacién de un 4-upla
de R*, de una 5-upla de R® o en general de una n-upla de R™. El problema ahora es que para representar
una 4-upla necesitariamos cuatro ejes perpendiculares dentro de un espacio cuatridimensional y tal cosa no
es materializable en la realidad ya que evidentemente nos movemos dentro de un espacio que ‘Gnicamente’
es tridimensional. Dicho de otro modo, no es posible realizar una representacién efectiva de las uplas de R*,
R® o, en general, de R™. A pesar de ello, las ideas que hemos utilizado para R? y R? nos permiten imaginar
o intuir que esas uplas de R*, R® o de R” se representan igualmente como puntos trazados sobre un sistema
de 4, 5 o n ejes perpendiculares dentro de un espacio n-dimensional.

Es por ello que R” se denomina espacio n-dimensional real y a sus uplas las llamamos también puntos
ya que podemos imaginar su representacion en forma de punto.
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3.1.2 Cajas o intervalos multidimensionales

Dentro de R?, R? o en general R” podemos considerar puntos aislados (dados mediante su correspondiente
upla) pero también conjuntos formados por multitud de puntos. Los conjuntos més sencillos que podemos
considerar en R™ son lo que se denominan cajas o intervalos multidimensionales.

Definicién 5. Liamamos caja o intervalo multidimensional de R"™ (n-caja 6 n-intervalo) a cualquier conjunto
del tipo

[a1,b1] X [ag,ba] X -+ X [an,by] == {(x1,22,...,20) ER" ra1 <21 <b1,a0 <o <bo,...,an <z, < by}

Ejemplos 6.

1) La caja [1,3] x [1,2] es una 2-caja de R? que corresponde a la representacién gréfica

20F--------

151
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Il

10~ -~ - - - -

0.5

2) La caja [1,3] x [1,2] x [1, 3] es una 3-caja de R?® que se representa en la forma
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3.2 Funciones de varias variables

Las funciones que hemos manejado en temas anteriores estaban usualmente definidas en la forma

f:D—=R
f(x) = férmula definitoria

donde D usualmente era igual a todo R (D = R) o un intervalo cualquiera (D = [a,b]). En cualquier caso
el dominio D era un subconjunto del conjunto R de los ntimeros reales, es decir, D C R. Entonces para
cualquier nimero x de D, f(z) nos proporciona el valor que toma f.

En este tema consideramos funciones cuyo dominio es un subconjunto de R%, R3 o, en general, de R™.

Una funcién de varias variables es cualquier funcién cuyo dominio D es un subconjunto de R™. Entonces,
cada punto de D serd una n-upla de la forma (x1,x2,...,2,) v f ofrecerd un valor para ese punto que
escribiremos como f (1,2, ...,2,). Por tanto una funcién de varias variables tendra la forma:

f:DCR" >R
flx1, 29, ..., x,) = férmula definitoria

Gréfica de una funciéon de dos variables

En el primer capitulo vimos que para representar una funcién de una variable era necesario utilizar un plano
con dos ejes; uno de los ejes para la variable y el otro para los valores de la funcién que marcan la altura que
alcanza la grafica sobre cada punto. En el caso de una funcién de dos variables se sigue la misma filosofia
pero, dado que tenemos dos variables en lugar de una, necesitaremos un eje mas; uno para cada una de las
variables, los ejes x e y, y el otro para los valores de la funciéon que nuevamente marcaran la altura sobre cada
punto y que serd por tanto el eje de altura, eje z. Por tanto, una funcién de dos variables se representara
utilizando un espacio tridimensional.

Sabemos que R*, R® y, en general, R” con n > 3 no se pueden representar. Por ello, funciones de 3 o
mds variables tampoco tendran una representacion grafica directa.

Ejemplo 7. Tomemos la funcién

£:00,4] x[0,4] > R
flz,y) = 2(y — 2) cos(2x) + (y — 2)* +4

Para obtener su gréfica comenzaremos representando el dominio D = [0, 4] x [0,4] de la funcién. El dominio
lo representaremos en los ejes = e y que son los asignados para los valores de las variables. En este caso el
dominio es una caja 2-dimensional que podemos trazar facilmente en los ejes correspondientes:
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Ahora, para cada punto del dominio, (xo,y0) € D, la funcién f indicara la altura a la que hemos de marcar
el punto correspondiente de la gréfica. Es decir, la altura sobre (z¢,y0) la calcularemos mediante f(zo, yo)
de modo que finalmente el punto que marcaremos tendra coordenadas

(x07y0a f(xovyo))'

Esto debemos hacerlo para cada punto de D. Por ejemplo para el punto (1,2) € D del dominio, repre-
sentaremos

(1,2, f(1,2)) = (1,2,4).

Podemos representar de este modo mas puntos de la gréfica de la funcién y si finalmente representaramos
todos obtendriamos la grafica completa de la funcién:

3.3 Derivadas parciales. Calculo de maximos y minimos

Consideremos, como ejemplo, la funcién de tres variables

f:R3* =R
flx,y,2) = 2y + ye” +ayz

Tomemos un punto p = (o, Yo, 20) € R™. Fijemos las variables y y z ddndole unos valores fijos y concretos,
Y = Yo, 2 = 2. Al sustituir esos valores fijos en la férmula de la ecuacién desaparecerdan las variables y y z
con lo que obtenemos una funcién en la que solamente aparece la variable = a la que no hemos asignado un
valor fijo,

F(z) = f(x,y0,20) = #°y0 + yoe* + xy020.
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Esta es en realidad una funcién de una sola variable. Podemos ahora calcular la derivada de esta funcién
aplicando las reglas de derivacién que conocemos de temas anteriores para funciones de una sola variable asi
que

2 2 / 2/ 2 z\/ /
F'(z) = (z%yo + yge” + zyo20) = (2*yo) + (voe®) + (zyozo0)
—— —— w_/,
yo es un nimero ¢2 es un nimero YoZo €S uN numero
multiplicando multiplicando multiplicando

= Yo (372), + 45 (") +yozo ()" = yo2z + yde” + yozo.

Véase que al derivar hemos tenido en cuenta que yg y zg son nimeros y por tanto hemos aplicado en todos los
sumandos la propiedad de derivacién que permite sacar de la derivada aquellos factores que son constantes.
En particular si ahora tomamos = = zy tenemos que

F'(20) = 2y0mo + yae™ + yozo.

Esta derivada que obtenemos de esta manera derivando inicamente con respecto a x es lo que se denomina
derivada parcial de f(x,y,z) en el punto p = (xo,yo,20). Veamos la definicién de este concepto de forma
més precisa.

Definicién 8. Dada la funcidn de varias variables, f(x1,xa,...,Ty), definida en D CR",
f:D—=R
y dado un punto p = (p1,p2,...,p2) € D, consideremos la funcion

F(x’t) = f(p17" <y Pi—1,Ti5 Pit1, - 7pn)

obtenida al fijar el valor de todas las variables de f excepto x;. Entonces, si la funcion F' es derivable en
x; = p; diremos que f tiene derivada parcial con respecto a x; en p y la definimos como
of
8$i

(P17P27 oo apn) = F,(pz)

Regresando al ejemplo con el que hemos iniciado esta seccién, lo que hemos calculado justo antes de la
definicién es justamente la derivada parcial de la funcién f(x,y, z) en el punto p = (zo, Yo, 20) y podemos
escribir

0
—f(a?o, Yo, 20) = 220y + Yge™° + Yozo.

ox

Puesto que en realidad el punto p = (g, yo, 20) hace referencia a un punto genérico, tanto dard si en la
expresion anterior ponemos x, y, z en lugar de xg, yg y 20, con lo que, de forma maés simple,

of 2
—(x,y,2) =2zxy +y“e’ +yz.
B (&Y %) y+y y
A efectos practicos, lo que hacemos entonces es derivar la formula de f con respecto a x considerando el
resto de variables (y, z) como si fueran constantes. Ahora, aplicando esta tltima igualdad, podemos calcular
la derivada parcial con respecto a x en cualquier punto, por ejemplo,

of

8—(1,2,3):2-1-2+22-el—|—2-3:10—|—4e:20.8731.
xr

Podemos calcular de la misma manera la derivada parcial de f(z,y,z) con respecto a y o z. Para la
derivada parcial con respecto a y tenemos

Ahora derivamos
of solo la variable
8—y($,y,z): y vy las demas

las consideramos

constantes.
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2

multiplicando multiplicando multiplicando

= 22(y) +¢* () +az(y)
= 2?4 %2y + 22

y con respecto a z, igualmente,

Ahora derivamos

of solo la wvariable
%(37,?472) = |z y las demsds
las consideramos
constantes.
2 \/ 2 /
= () + () 4 (zy2)
N—— N—_—— \,_/,
ny es una con- erx es una con- TY e§ 'un numero
stante stante multiplicando
= 0+0+ay(z)
xy.

Ejemplos 9.
1) Dada f(z,vy,2) = sen(zyz) + 2%y>2%,

of

3.4
%(J%yaz) = yzcos(xyz) + 2xy°2",
of
a—y(x,y,z) = wzcos(yyz) + 3y 24,
of
8—(337:%2) = azycos(wyz) + 4a?y32>.
z
2) Dad = 12,345 T1T2T3T4
) Dada f(z1, 72,73, 74) = 2{T5237] + € ,
of
i 3.4.5 .
ox ($1,$2,{E3,$4) = 2$1$2$3$4+£L’2$3$46T1xzx‘3x47
1
0
et 2.2.4.5
Ox (z1,22,23,24) = 3x1Tya30) + T1T304€" T2,
2
of .
et 2.3.3.5
Ox (x1, 22,23, 04) = dajrywiey + vi1Towee™ TN,
3
0
2.3 4 4 P
o ($1,$2,$37x4) = 53?1.1321‘31)4+x1x2m3e“““x4.
4

22 es un numero €° es un nimero Tz €S un numero

3.3.1 Derivadas parciales de orden superior

En el caso de funciones de una variable podemos calcular, para una funcién f(x), sus derivadas sucesivas f’(x),
f"(x), f"(x), f9(z), etc., derivando reiteradamente las formulas que vamos obteniendo para las derivadas
anteriores. De forma totalmente andloga, al calcular la derivada parcial de una funcién de varias variables,
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obtenemos una nueva funcién que puede ser derivada sucesivamente para obtener derivadas parciales de
orden superior. La notacion que se utiliza para estas derivadas es del siguiente tipo

arf
8.13?18.1352 . 8x%ﬂ (xlvaa cee ,{En),

donde r = s1 + s2 + - -+ + s, es el orden de derivacion de la derivada parcial y s; indica el niimero de veces
que derivamos con respecto a x1, So el nimero de veces que derivamos con respectos a ss, etc.

Ejemplo 10. Dada f(z,y, z) = sen(zyz) + z2y324,

’f

5‘:55‘3/25‘22 (%yaz)

indica la derivada parcial de orden 5 que obtenemos derivando f(z,y,z) una vez respecto a x, 2 veces
respecto a y, 2 veces respecto a z. Para calcularla debemos obtener primero las derivadas de orden inferior
que nos permitan llegar derivando sucesivamente hasta esta. En Ejemplos 9 habiamos calculado ya para
esta funcién

%(m, Yy, z) = yz cos(zyz) + 2xy3 2t
x

Derivando esta férmula con respecto a y y luego una segunda vez también con respecto a y, obtenemos

o2 f

a a (.13, Yy, Z) = Z COS(J?yZ) — J,‘yzzsen(xyz) + 6l‘y22j4,

oy

—82f 2 2,3 4
Ox0y? (z,y,2) = —2xz7sen(vyz) — x7yz" cos(wyz) + 12zyz".

Y finalmente derivamos sucesivamente una, dos y tres veces con respecto a z:

O f

I 3,2.3
8%‘8?4282(1.7:%2)

= —dxzsen(ryz) — 22%yz% cos(xyz) — 3x?yz? cos(xyz) + 2y 2Psen(xyz) + 48wy2®

= —5a%yz? cos(xyz) + (—4xz + x3y223) sen(zyz) + 48zy2>,
0? .
WQ{‘)Q(% y,z) = —102%yzcos(xyz) + bxdy*2%sen(zyz) + (—4x + 3x‘3y222) sen(zyz)
20y20z
+ (—4x2yz + x4y3z3) cos(zyz) + 144zyz?

= (—14x2yz + x4y323) cos(zyz) + (—4x + 8x3y222) sen(zyz) + 144xyz>

3.3.2 Calculo de maximos y minimos para funciones de varias variables

En temas anteriores, el estudio de los maximos y minimos para una funcién de una variable lo realizabamos
en dos pasos:

1) Para detectar los méximos y minimos relativos de una funcién de una variable, f(z), utilizamos la
primera derivada de la funcién ya que sabemos que

f(x) tiene un méximo/minimo en zg = f’(z0) =0

y en consecuencia los posibles maximos y minimos relativos de la funcién se obtienen resolviendo la
ecuacion

['(@) = 0.



2) Para determinar si cada punto candidato es mdximo o minimo disponfamos de diferentes técnicas. En
primer lugar recurriamos al estudio de los intervalos de crecimiento y decrecimiento pero, de forma
alternativa, podemos analizar la segunda derivada en cada punto utilizando el siguiente criterio:

f"(zg) <0 = Tenemos un maximo en x,
f"(z9) >0 = Tenemos un minimo en .

Cuando tenemos una funcién de varias variables disponemos de resultados andlogos aunque deberemos
tener en cuenta que no tenemos una tnica derivada primera sino varias, una por cada variable. Los siguientes
dos resultados son la extensién a varias variables de las técnicas que hemos usado en el caso univariado. En
estos resultados supondremos que las funciones que aparecen tienen regularidad suficiente, existiendo todas
sus derivadas parciales y sucesivas.

De los dos pasos comentados mds arriba, el paso 1) se materializa, en el caso de varias variables, mediante
la siguiente propiedad.

Propiedad 11. Dada la caja multidimensional D C R™ y la funcidn de n variables f(x1,xa,...,x,) definida
en D CR",
of
Ly =0
92, P) =0,
2y =0
[ tiene un mdzimo/minimo relativo en p € D = {  0x2 2=
of
— =0.
2. P

Para determinar los posibles méaximos y minimos, en el caso de una variable debemos resolver la ecuacién
f/(xz) = 0; en cambio, en varias variables tendremos, en lugar de una sola ecuacién, un conjunto de varias
ecuaciones, una para cada derivada parcial de primer orden. Es decir, tendremos un sistema de ecuaciones
que al ser resuelto nos proporcionara los posibles maximos y minimos de la funcion.

En cuanto al paso 2), en varias variables no resulta igual de sencillo estudiar el crecimiento y decrecimiento
en torno al punto posible maximo o minimo. Sin embargo, si que podemos analizar las derivadas de orden
2 de forma anéloga a lo que hemos indicado antes para el caso univariado. Estudiaremos aqui solamente el
caso de dos variables ya que para tres o mas es necesaria la aplicacién de técnicas de calculo matricial que
veremos s0lo en los capitulos siguientes en los que volveremos sobre este asunto.

Propiedad 12. Sea una funcion, f(x,y), de dos variables definida en la caja 2-dimensional D C R2.
Supongamos que para p = (xo,Yyo) € D tenemos que

0 0
a—i(ﬂimyo):o Y a—ch(ﬂanyo):O

y que por lo tanto p es un posible mdximo o minimo. Calculemos los coeficientes

O f O f O f O f ?
A = @(fﬂoayo) Yy Ay = @(xo,yo)a—yg(xo,yo) - (8x8y ($07y0)> .

En tal caso,

e si Ay >0 y As > 0 entonces f(x,y) tiene unminimo en p,

o si A1 <0y Ay > 0 entonces f(x,y) tiene un mdximo en p.

Ejemplos 13.

1) Determinar los méaximos y minimos de la funcién f(x,y) = 222 + 5y — 22y — 18z + 45.
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Comenzamos calculando los posibles maximos y minimos y para ello calculamos las derivadas parciales
de primer orden y las igualamos a 0:

of

%(x,y) = 4ax—2y—18=0, { Az — 2y = 18,
0 -2 10y = 0.
a_£<x,y) — 10y—22=0 Ty =0

Obtenemos un sistema que debemos resolver para determinar los posible maximos y minimos. En este caso
es sencillo resolver el sistema obteniéndose

T =25,

y=1.

Por tanto obtenemos un unico posible méaximo/minimo, el punto (5,1). Calculamos ahora las derivadas
parciales de orden 2 para decidir si se trata de un méximo o minimo:
0% f 0% f 0% f

@(J%ZJ) =4, 8x—8y(x’y) = -2, a—yg(ﬂ%y) = 10.

A partir de estas derivadas calculamos los coeficientes que se indican en la Propiedad 12:

o f _of, O 9% f 2 B

Puesto que A1 > 0y Ay < 0, aplicando la Propiedad 12 sabemos que la funcién f(z,y) tiene un minimo en
el punto (5,1).

. ’ . ’ . .-, — 27 27 — —
2) Determinar los méximos y minimos de la funcién f(x,y) = e=5¢ —10y —ldzy—2y=5

Aplicando el mismo proceso que en el ejemplo anterior, tenemos:

of

2 2
%(J%y) = (—10z — 14y)e de ~ 10y ~1dry=2y=5 — <6—5x2—10y2—14xy—2y—5 > 0)
=
g(m, y) = (=20y — 14z — 2)e0%°—10v°—ay—2y=5 _  \y podemos simplificarlo
)

N —10z — 14y =0,
—20y — 14z — 2 =0.

Y resolviendo el sistema obtenemos que el tinico punto candidato a méximo o minimo es (7, —5). Calculamos
ahora las segundas derivadas,

2 . .
ng; (a:, y) _ _1067512710#714@72%5 + (—103: _ 14y)2675“’2’10?12’14939’2?/’5,
>’f —522—10y% —14zy—2y—5 2 —522—10y%—1dzy—2y—5
520y (x,y) = —20e Y YTHT 4 (—20y — 14z — 2)%e Y YT
82f 7512710y2714xy72y75 7512710y2714zy72y75
a—yQ(m, y) = —lde + (—10z — 14y)(—20y — 14z — 2)e ,
y obtenemos su valor en el punto que queremos estudiar (77 —5)7 esto es, tomamos ¢ =7 e y = —5,
0% f 0% f 0% f
—=(7,—5) =—-10 7,—5)=-20 —(7,-5)=—-14
8x2( »=5) ’ 8x5‘y( »—5) ’ 8y2( »—5) ’
y por tanto
o2 f o2 f o2f o2 f 2
Ay =—(7,-5)=-10 Ay = —(7,-5)—=(7,-5) — 7,—5 = (=10)(=20) — (—14)%> = 4.
1 (91'2( ) ) ) 2 (91'2( ) )ayg( ) ) (axay( ) )) ( )( ) ( )

Con lo que tenemos A; < 0, Ay > 0 y la Propiedad 12 nos indica que en (5, —7) tenemos un méximo.
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3.4 Introduccion a la integracion en varias variables

Tomemos la funcién
f:00,5] = R
fz) =322 +2z+1

definida en el intervalo [0, 5]. Si ahora tomamos un trozo de ese intervalo, por ejemplo [2, 4], podemos calcular
la integral definida de f en ese intervalo en la forma

4
F(@)de = / F@)de = [2° + 2% + aJ4 = 70,
(2,4] 2

Sabemos ademas que esa integral se puede interpretar como el area que encierra la funcién sobre el trozo
donde hemos integrado

Del mismo modo para una funcién de varias variables, f : D — R, definida en cierto dominio D C R"™,
podemos tomar un intervalo multidimensional [a1, b1] X [a2,b2] X -+ X X[ay,b,] € D y calcular la integral
sobre dicha caja.

Definicién 14. Dada f: D — R definida en cierto dominio D C R™ y dado un intervalo multidimensional

contenido en dicho dominio, I = [a1,b1] X [ag,bs] X <+ X X[an,b,] C D:

e definimos
b;
[ faraa e = [Pl = P) - Flai),

donde F(x;) = F(x1,22,...,xy,) tal que g—i(ml,mg,...,mn) = f(x1,22,...,2n),

e definimos la integral de f sobre I como

Qn b2 bn
/f(xlax%"'7xn)dx1dx2"'dxn:/ / / f(xlvx%"'vxn)dxn dm2 dml
1 ay az an

Por lo tanto para calcular la integral de una funciéon de varias variables realizaremos de forma sucesiva
la integral con respecto a cada variable para lo cual, de forma andloga a como calculamos las derivadas
parciales, consideraremos el resto de las variables como constantes.

Nuevamente, la integral en una caja multidimensional tiene dos importantes interpretaciones:

e La integral de una funcién positiva sobre cierto intervalo multidimensional proporciona el volumen del
recinto que se encierra bajo esa funcion sobre dicho intervalo multidimensional.

e Dado el intervalo multidimensional I = [a1,b1] X [az,ba] X -+ X [an, by], el valor medio de la funcién
f(z1,xa,. .., x,) sobre dicho intervalo multidimensional se obtiene mediante
1

oo @ )daydas - day,.
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Ejemplos 15.
1) Dada la funcién
f:00,4] x[0,4] - R
f(w.y) =2(y —2) cos(2) + (y = 2)* + 4
calculemos su integral sobre el intervalo 2-dimensional I = [2,4]x[1, 3]. Como vemos en el grafico realizaremos
la integral sobre el intervalo multidimensional I que es una parte del dominio, D = [0, 4] x [0, 4], de la funcién.

Tanto el dominio como el intervalo de integracién los trazamos sobre los ejes x e y.

Si aplicamos la definicién anterior, al calculo se realizara de la siguiente manera:

/24 </13f(x,y)dy> dx_/: </13 (2(y — 2) cos(2x) + (y — 2)2 +4) dy) i

Consideramos 4 (y—2)3 3
= ( T como una ) = / ({(y —2)? cos(2x) + 5 + 4y] ) dx
2

constante. 1

= /24 <<(3—2)2cos(2x) + @ +4-3) - <(1 —2)% cos(2x) + @ +4>) dzx

Consideramos _/4 26d 26 4_52
Yy como una | = , 3 T = 3252—3

constante.

/I f(z,y)dzdy

Tal y como hemos senalado antes, tanto el dominio de la funcién como el intervalo multidimensional de
integracion, D e I, los trazamos sobre los ejes x e y, mientras que los valores de la funcién corresponden a
la altura en cada punto de la gréfica y se marcan en el eje z.

17 %
5
.,.'... h..q..

2z
77 L7
SRR

ST
L LS ATS
KRS ZEE
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En virtud de la primera interpretacién de la integral sabemos que el volumen de la figura encerrada por la
funcién sobre el intervalo multidimensional en el que hemos integrado, I = [2,4] x [1, 3], viene dado por el
resultado que arroja la integral. Por tanto el volumen que aparece marcado en el grafico serd

Volumen = /f(x,y)dxdy = 2—2
I

Asimismo, podemos calcular también el valor medio de la funcién sobre el intervalo I aplicando la férmula
que ya conocemos,

1 152 13

Valor medio de f(x,y) sobre I = m/lf(m,y)dxdy =13 -3

Ha de tenerse en cuenta que en ocasiones no se emplea una notacién tan precisa para indicar la integral
en un intervalo multidimensional y podemos encontrarnos la integral escrita de la forma

/I f(@,y)dady = /2 ' /1 Y )y

En tal caso, cuando no agrupamos las integrales con el paréntesis correspondiente hay que tener especial
cuidado en asociar cada integral con el diferencial correspondiente. En nuestro caso, sabemos que I =
[2,4] x [1,3] ¥ que el primer intervalo, [2, 4], corresponde a x mientras que el segundo, [1, 3], corresponde a
y con lo que en principio no hay duda. En general, se supone que, aunque no se indique, las integrales y los
diferenciales estan anidados en el siguiente modo

/24 /13f(x,y)dy dx|.

2) Calculemos la siguiente integral multidimensional:

1 02 p1 gl
/ / / / (8x1x2x3x4 + 24x%x2 + 12x§xi) dridrodrsdry.
o Jo J-1Jo

En principio, puesto que no tenemos més informacién sobre a qué variable corresponde cada integral, supon-
dremos que estan anidadas en el orden que se indica, es decir, en la forma

il 2| .1 1
/ / / / (16x1x2x3x4 + 24xfx2 + 12x§xi) dry | dxs | dxs | dry
o |Jo |J=1|Jo

Por tanto,

1 02 p1 gl
/ / / / (16x1x2x3x4 + 24x%x2 + 12x§xi) dridrodxsdry
o Jo J—1Jo

Tomando x9, 3 1 2 p1 L
y &4 como con- | = / / / [8.1?%.132])3.134 + 8x32q + 123:13:%332}0 dzodrsdry
stantes 0 J0 =1

1 2 1
/ / / (8x2x3x4 + 8xo + 12x§xi) drodxrsdxy
o Jo J-1

Tomando z3 y 1 2 .
T4 como con- | = / / [43:33:3334 + 423 + 123:2333332} _, drodrsdry
stantes 070

12
/ / 24x2x3drsdry
0o Jo
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1 1
= (Tomando T4 CO') = / (82343 day = / 64adry = [162]], = 16.
0 0

mo constantes
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