Capitulo 2
Derivacién e integracion

La derivada es la formalizacion matematica del concepto de velocidad. Puesto que utilizamos funciones para
representar fenémenos que evolucionan con respecto al tiempo, la derivada serda fundamental para analizar
distintos aspectos de esos fenémenos. En numerosas situaciones, es mas facil determinar la velocidad de
crecimiento que el valor total que alcanza una magnitud. En esos casos debemos idear mecanismos para, a
partir de la funcién de velocidad, poder deducir la funcién de valor total en cada instante. Aqui entran en
juego los conceptos de integral indefinida y definida cuya interpretacién geométrica como area delimitada
por una funcién nos llevara también a distintas aplicaciones en distintos contextos.

En este tema exponemos los aspectos fundamentales del calculo diferencial e integral.

2.1 Concepto de derivada

El modelo que ofrece una visién mas clara del significado de la derivadas es probablemente el modelo fisico
de la velocidad de un cuerpo. Supongamos que nos desplazamos desde la ciudad A hasta la B utilizando un
automoévil. Llamaremos e(t) a la cantidad de kilémetros que hemos recorrido durante las primeras ¢ horas.
Si nuestro viaje viaje dura b horas, para cada instante de tiempo, ¢, entre 0 y b, dispondremos de un valor
para la funcién e. Dicho de otro modo, tenemos una funcién

e:[0,b] — R
t — e(t) = Kilémetros recorridos hasta la hora ¢

Tomemos un instante ¢y y supongamos que a partir de la informacién que proporciona la funcién e pre-
tendemos calcular la velocidad a la que circuldbamos justo en ese instante to. Si realizamos el calculo

e(b) — e(to)
b—to

obtendremos la velocidad media en el intervalo de tiempo [tg,b]. Pero esto no nos proporciona el dato que
buscamos ya que durante ese espacio de tiempo la velocidad no ha sido constante. Podriamos tomar como
referencia un periodo menor, digamos desde ty hasta cierto momento posterior, t. Sin embargo, por muy
préximo que tomemos t a tg, el cociente

no serd mds que la media de las velocidades en el intervalo (Zg,¢) que a lo sumo nos servird para aproximar
el valor del dato exacto que buscamos. En realidad, a medida que ¢ se aproxima a ty obtenemos respuestas
cada vez més préximas a la real pero nunca exactas. La respuesta correcta la obtendriamos si pudiéramos
tomar tg igual a t de modo que el intervalo de referencia (o, t) no introdujera errores. Es evidente que esto
dltimo no es posible pero, en su lugar, podemos calcular

L elt) — elto)
t—to t— to
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Este limite nos proporciona la velocidad instantanea justo en el instante ¢y que queriamos encontrar. Dicho
limite es lo que llamaremos derivada de la funcién e en el punto %g.

Con esta idea en mente veamos ya una definicién formal de derivada para una funcién en un punto.

Definicién 1. Dada f: D — R:

i) Dado xg € D en el que tiene sentido el limite, diremos que f es derivable en xg y que su derivada en tal
punto es L € R si se verifica que
i 1@ = o)

T— T T — Xo

= L.

FEn tal caso escribiremos

f/(.’to) =L 0 %((E(]) =L.

Si el limite anterior no existe o es oo, diremos que la funcion f no es derivable en el punto xg.

it) Dado un subconjunto H C D, decimos que f es derivable en H si es derivable en todos los puntos de H.
Si f es derivable en D (en todo su dominio) diremos que f es una funcién derivable.

i11) Sea f: D — R una funcidn real y sea
Dy ={x € D: f es derivable en x}.
Si Dy # 0, llamaremos funcion derivada de la funcién f a la funcidn
f:D; —R
z— f(x)

Al igual que sucede para la continuidad, una funcién podra ser derivable solo en aquellos puntos en los
que esté definida. Es decir, en aquellos puntos xg en los que desconocemos el valor de la funcién, es decir
f(zo), no podremos estudiar la derivabilidad incluso aunque sea posible calcular el limite.

Dada una funcién f : D — R, si admitimos que es derivable en g € D tendremos que

i 1) = (o)

T—TQ r — X

=LeR

Pero entonces,

Tim f(@) — (o) = Jim (@~ 20) 22O iy (o) i SO 2S00y
T—T0 T—T0 0 : .070 T—x0 0

De donde

En otras palabras, tenemos la siguiente:

Propiedad 2. Toda funcion derivable en un punto es también continua en ese punto.

2.1.1 Interpretaciones del concepto de derivada

Son dos las interpretaciones fundamentales del concepto de derivada. La primera, como la velocidad de
variacién de cierta magnitud, ya ha sido anunciada en el ejemplo introductorio. La segunda interpretacion
que veremos es de tipo geométrico. Veamoslas:

La derivada como velocidad de variacién: La derivada de una funcién en un punto es la velocidad
de variacion de la funcién en ese punto. Ya hemos justificado esta interpretacién en el ejemplo inicial del
modelo fisico. Veremos a continuacién dos modelos en los que la derivada se interpreta nuevamente como la
velocidad de crecimiento de cierta magnitud representada por una funcién.
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Ejemplos 3. 1) El nimero de bacterias de cierto cultivo estd determinado por la funcién
P(t) = 100eT,
donde t es el nimero de horas transcurridas desde el inicio del experimento.

Por ejemplo,

e En el instante inicial (¢ = 0) tenemos P(0) = 100 bacterias.
e Pasada una hora (t = 1) tenemos P(1) = e10 = 110.

e Pasadas dos horas (t = 2) tenemos P(2) = eio = 122.
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La derivada de esta funcién representa la velocidad de crecimiento de P respecto a t.

P(t) = ntimero de bacterias } S P(t) = W.

t = horas hora

Por tanto, P’(t) es la velocidad con que se incrementan el nimero de bacterias en el instante ¢ medida en
bacterias/hora.

La derivada de P(t) es

Entonces:
e P’(0) = 10. En la hora inicial la velocidad de crecimiento era de 10 bacterias/hora. Durante la hora
inicial aparecieron aproximadamente 10 bacterias.

e P'(1) = 10e1 = 11.05. Al comienzo de la hora 1, la velocidad era de 11.05 bacterias/hora. En la hora
1 aparecieron aproximadamente 11.05 bacterias.

2) La cantidad de empleados de cierta empresa viene dada, en funcién del nimero de dias pasados desde el
comienzo del ano, por la funcién:

f:[0,365] - R
f(x) = 1100 — 1000 cos (25%) ~
La grafica correspondiente es,
2000
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Sabemos que la derivada de la funcién f es la velocidad de variacién de f(x) con respecto a x. Tenemos:

f(z) = ntimero de empleados ,,  _ empleados
x = dias = filz) = dia

Por tanto f’(z) es la variacién de empleados (contratos o despidos) por dia en el dia x.

f(x) = %wsen (2mc> :

La funcién derivada de f es

Entonces, por ejemplo:

e f/(50) = 13.0536 = En el dia x = 50, la velocidad de contratacién fue de 13.0536 empleados/dfa. Por
tanto en el dia 50 se contrataron aproximadamente 13.0536 empleados.

e f/(182) = 0.148163 = En el dia x = 182, la velocidad de contratacién fue de 0.148163 empleados/dia.
Por tanto el dia 182 se contrataron aproximadamente 0.148163 empleados.

e f'(260) = —16.7342 = En el dia x = 260, la velocidad de contratacién fue de —16.7342 empleados/dia.

Por tanto el dia 260 se produjeron aproximadamente 16.7342 despidos.

La gréafica de la funcién derivada nos permite tener una idea de la evolucién del nimero de empleados
contratados diariamente:
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10

50 100 150 RO0 250 300 35

-10
-15

Véase que durante los primeros 182 dfas, la funcién derivada f’(x) que mide las contrataciones diarias es
positiva lo cual implica que cada dia se realizan nuevos contratos y en consecuencia observamos que la funcién
f(x) es creciente en ese mismo periodo. Al mismo tiempo a partir del dia 182 la funcién de contrataciones
diarias dada por la derivada f/(z) es negativa lo que supone que en ese espacio de tiempo se realizan despidos
y podemos ver que en ese mismo tramo la funcién f(z) es decreciente.

Interpretacion geométrica de la derivada: Habitualmente un dngulo se mide en grados sexagesimales
o en radianes. Asi por ejemplo, en la grafica siguiente observamos un dngulo de 45° o lo que es lo mismo de

7 radianes:

a = 45° grados = 7 radianes

Sin embargo en diferentes ocasiones se emplea el concepto de pendiente para indicar o medir el valor de una
angulo. Veamos su definicién:
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Definicién 4. Dado el dngulo «, llamamos pendiente de o al nimero

m = tan(a).
De este modo, la pendiente del angulo de la gréfica sera

m = tan(45°) = tan(%) =1

De forma maés intuitiva, la pendiente de un angulo nos indica las unidades que ascendemos por cada
unidad que avanzamos si seguimos la direccién de ese angulo. Por ejemplo, representamos a continuacién
los 4ngulos con pendientes m =1, m =2y m = —0.5.

el
3
=
g
=
i
ol = .
§ .f,f 1 unidad .
g g -~ 9
S S e
m=1 — m=2| —~ =
: :
\—\/—‘ —
—_— m=—0.5 -
1 unidad 1 unidad =
1

Si consideramos una recta, por ejemplo la funcién r(z) = x + 1, podemos también calcular el dngulo
que forma esa recta con la horizontal y su pendiente. Ademaés es evidente que ese angulo sera el mismo en

cualquier punto de la recta:

-0.2-0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

En cambio, si en lugar de una recta consideramos una funcién cualquiera f(z), podemos comprobar que, en
cada punto, el angulo que forma la funcién con la horizontal es diferente y por tanto tendremos también una
pendiente diferente en cada punto. En la siguiente grafica observamos cémo la funcién f(z) = 22 + % tiene
pendientes diferentes en distintos puntos:



Un razonamiento similar al que hemos realizado al inicio del tema permite demostrar que la pendiente
del d4ngulo que forma la funcién con la horizontal en cada punto es igual al valor de la derivada de la funcién
en ese punto. Es decir, si f es derivable en x( tendremos,

pendiente de f en xg = f’(xo).

No es dificil comprobar que para la funcién del ejemplo anterior la derivada es
f(z) = 2z.

En la gréfica observamos la pendiente de la funcién en los puntos zg = 0.2, x1 = 0.5y z3 = 0.8. Si calculamos
la derivada en esos puntos comprobaremos que, en cada caso, coincide con la pendiente que vemos en la
grafica:

f(0.2)=04, f(05) =1, f£(0.8)=1.6.

Si consideramos una recta cualquiera,
f(z) =ax+b,
sabemos que tiene la misma pendiente en todos los puntos y de hecho, si calculamos su derivada, observamos
que tiene siempre el mismo valor,
flx) =a
que es la pendiente de la recta. De este modo, observamos directamente que la pendiente de cualquier recta
es el coeficiente, a que acompaiia a la variable x en la férmula de la recta.

Ejemplo 5. La pendiente de la recta f(z) = 3z — 10 es m = 3 ya que el coeficiente que acompana a la
variable, x, es precisamente 3. De otro modo tenemos también que f/(z) = 3.

Se llama recta tangente a una funcién f en el punto x( a la recta que en el punto xy toma el mismo valor
y tiene la misma pendiente que f. Dicho de otro modo la recta tangente es aquella que pasa por el punto
(0, f(x0)) en la misma direccién que f. Puesto que sabemos que la pendiente de f en xg es f/(x0), es facil
comprobar que la ecuacion de la recta tangente es

r(z) = f(zo) + f'(20)(z — o).
Por ejemplo, la recta tangente a la funcién f(x) = 22 + % en el punto xyp = 0.5 serd

r(z) = f(0.5) + f/(0.5)(x — 0.5) = r(z) =0.75+ 1+ (z — 0.5) = r(z) = z + 0.25.
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2.1.2 Calculo de derivadas

En el tema anterior estudiamos una lista de funciones elementales y vimos que a partir de ellas podemos
obtener otras funciones de dos maneras distintas:

a) funciones con una sola férmula obtenidas por operacién o composicién de funciones elementales,

b) funciones definidas a trozos.

Ahora queremos calcular la derivada de los distintos tipos de funciones con los que trabajamos. En el tema
anterior vimos que todas las funciones elementales son continuas y a partir de ello éramos capaces de estudiar
limites y continuidad para cualquier otra funcién (de los tipos a) y b)). Igualmente ahora tenemos que todas
las funciones tienen un buen comportamiento para la derivada. De hecho, todas las funciones elementales
son derivables y para todas ellas conocemos su derivada segin queda reflejado en la siguiente tabla:

1. Dado k € Ry f(x) =k (funcién constante), f’'(z) =0, Vz € R.

2. Dado a € R, f(z) = 2 es derivable en todos los puntos en los que estd definida su funcién derivada,
f'(z) = az™L.

3. (e%)' (z) = e*, Yz € R.

4. Para a > 0, (a®)’ (z) = log(a) - a®, Vx € R.
1

5. (log)'(z) = o Vr € RY.
6. Para a # 1, (log,) (z) = L1 Vo € RT

. ) ga — log(a) Z" :
7. (cos) (x) = —sen(z), Vo € R.
8. (sen)'(x) = cos(x), Vo € R.

1

9. (tan)'(z) = —5—, Ve e R—{Z + k- 7/k € Z}.

cos?(x)
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10. (arccos)’(z) = ﬁ, Vr e (—1,1).
11. (arcsen)’(x) = \/1%7, Vz e (—1,1).

1
12. (arctg)’(z) = Tr a2

En resumen tenemos que todas las funciones elementales son derivables, es decir, son derivables en todos
su dominio (en todos los puntos en los que cada una de ellas esté definida) y ademds conocemos cudl es su
derivada. El tnico casos que requiere un comentario mas detenido es el de las funciones potenciales tal y
como se indica en el apartado 2 del cuadro anterior.

Ejemplos 6.

1) Determinar en qué puntos es derivable la funcién f(x) = 2 y calcular su funcién derivada.

Se trata de una funcién potencial. Para ella el apartado 2 del cuadro indica que su funcién derivada es
f'(z) = 32

que estd definida para cualquier valor € R y por lo tanto f(x) es derivable en todo R.

2) Estudiar la derivabilidad y calcular la funcién derivada de f(z) = /z.

Para célculos de derivacién e integracién, en general, es siempre mejor expresar un quebrado o raiz, si
ello es posible, en forma de exponente. En este caso, podemos escribir la funcién como

fla) = a3,
Podemos entonces aplicar nuevamente el apartado 2 del cuadro para deducir que la funcién derivada es
1 1 1 1
/ — T2l 2t =
fla)=3e 27 NG

que esta definida en todos los puntos excepto en z = 0, esto es, en R — {0}. En consecuencia, f(z) es
derivable en R — {0}. Asi pues, la funcién f(xz) = \/x no es derivable en el punto x = 0 aunque si estd
definida y es continua en ese punto.

Derivada de funciones obtenidas por operacién o composicién de funciones elementales

Podemos combinar funciones elementales (suméndolas, dividiéndolas, componiéndolas, etc.) para obtener
otras funciones. Las funciones que asi conseguimos son las correspondientes al apartado a) de la pagina 67.
Para calcular la derivada de estas funciones necesitamos saber como se comporta la derivada con respecto a
esas operaciones. En la siguiente propiedad quedan recogida las reglas de derivacién que precisamos.

Propiedades 7. Sean f y g funciones reales de variable real. Entonces

e Si f y g son derivables en x € R se verifica que

1. f+ g es derivable en = y
(f +9)(z) = f'(z) + ¢'(2).
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2. k- f es derivable en x para cualquier constante k € R y
(k- f)(x) =k f'(2).

3. f-g es derivable en = y
(f 9)(x) = f'(z) g(z) + f(z)  g'().

4. Si g(x) #0 entonces g es derivable en x y

<f)’ (2) = f'(@) -g(z) — flz) - g'(x)
g

e (Regla de la cadena) Si f es derivable en x y g es derivable en f(x) entonces go f es derivable en x y
se verifica que:

(go f)(z) =g (f(z)) f'(x).

A la férmula anterior se la conoce como regla de la cadena.

o (Teorema de la funcidn inversa) Si f es derivable en x, biyectiva sobre su imagen y verifica que
f'(x) # 0 entonces la funcién inversa de f, f=1, es derivable en y = f(x) y se verifica que

Teniendo en cuenta las propiedades anteriores, toda funcién que se obtenga por composiciéon u operacion
de funciones derivables serd una funcién derivable. En particular para todas las funciones del apartado a)
de la pagina 2.1.2 tenemos:

Toda funcién obtenida por operacién o composicién de funciones elementales serd derivable en todos los
puntos de su dominio en los que esté definida su funcién derivada.

Ademss la funcién derivada se puede siempre calcular aplicado de forma sistematica y ordenada las reglas
de derivacion de esta propiedad.

Derivada de funciones definidas a trozos

Con lo anterior, podemos estudiar la derivada de funciones elementales u obtenidas por operacién o com-
posicién de ellas. Queda pendiente el caso de las funciones definidas a trozos. Al igual que para estudiar
la continuidad, el estudio y cédlculo de la derivada de este tipo de funciones se hace también en dos pasos
analizando primero el interior de los intervalos donde actia cada féormula y después los puntos de cambio de
definicién.

Dada

fi(x) si a; as,

IN AN IN A
IN AN IN A

fa(x) si as as,

fro1(z) si a1 Sz S ay,

estudiaremos su derivada en los siguientes pasos:
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1) En el interior de los intervalos de definicién: Si las funciones fi(z), fa(x),..., fr—1(x) son respectiva-
mente derivables en los intervalos (ai,as), (az,as),. .., (ax—1,ax), entonces f(z) serd derivable en esos
intervalos y su derivada serd

f1(x) si a1 <z <ag,
f4(x) si az <z <as,

Fa=1{ "
fri_i(x) si ap1 <2 <ay.

Véase que en todos los casos escribimos “<” y nunca “<” ya que en este primer paso analizamos
tinicamente el interior de los intervalos de definiciéon dejando los puntos de cambio de definicién para
el siguiente paso.

2) En los puntos de cambio de definicién: Los puntos de cambié de definicién son asg,as,...,ax—1. En
cada uno de ellos, a;, i =2,3,...,k— 1, la funcién f(x) sera derivable si se cumplen las siguientes dos
condiciones:

a) f(x) es continua en aj;,

b) existe el limite lim,_4, f/(x) y es un nimero real (empleamos aqui f’(x) tal y como ha sido
calculada previamente en el punto 1)).

Si se cumplen ambas condiciones entonces, ademds, tendremos que

f(a;) = lim f'(x).

Tr—a;

Si tal limite no existe o toma valor 00, o si f(z) no es continua en a;, entonces f(x) no es derivable
en a;.

Ejemplo 8. Calcular la derivada de la funcién

ey —x si <0,
f(x) =4 cos(x) si 0<ux<3,
x—g si ggx.

Calculamos la derivada de esta funcion siguiendo los dos pasos antes expuestos.

1) En el interior de los intervalos de definicién (—o0,0), (0, %) y (5, 00) la funcién f(x) viene respectivamente
determinada por las funciones e®, cos(z) y « — 7, todas ellas funciones elementales y derivables. Por
tanto, en esos intervalos calculamos la derivada de f(x) simplemente derivando la férmula corres-

pondiente:
e —1 si x <0,
fll@)=¢ —sen(z) si 0<z<73,
1 si 5 <uw.

2) Estudiamos ahora los puntos de definicién 2o =0y g = %

5
Veamos las dos condiciones requeridas:

1. Continuidad de f(z) en z¢ = 0: tenemos que

f0)=¢€"~0=1,

» » = f(x) es continua en zy = 0.

z—0~ rz—0~
li =1l = 0)=1
o lim f(x) lim cos(x) = cos(0)
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2. Limite de f'(z) en o = 0: utilizando las férmulas que hemos obtenido en el paso 1) para

f(=),
o lim f'(z)= lim " —1=¢"—1=0, ,
d li%l+ f(z) = lirJ[f)l+ —sen(z) = —sen(0) = 0 = }ll)%f (z) =0.

Por tanto f(z) es derivable en 2y = 0 con

7(0) = lim f'(z) = 0.

x—0

Procedemos ahora igual que antes.

s

1. Continuidad de f(x) en zg = F:

f(5) = cos(3) =0,

o lim f(z)= 1m cos(x) = cos(%) =0, T
T T -3 = f(x) es continua en zo = —~.
e lim f(x): lim 2 —~=2_-2—0 2
w— Tt g It 2 2 2
2. Limite de f'(x) en 29 = T
e lim f'(z)= lim —sen(z)= —sen(}) = —1,
T—5 " =5~ . ’
. hm+ flz) = hm 1=1 = no hay Tll—I?Ilg f(z).
z—3 z—3+

Por tanto f(x) no es derivable en zq = 7.

2.2 Derivacion y propiedades de forma de una funcion

En la Definicion 10 del Capitulo 1 presentdbamos varias propiedades que afectan al aspecto de la repre-
sentacién grafica de una funcién. Eran lo que llamamos propiedades de forma de la funciéon. En esta seccién
anadiremos algunas propiedades de forma mas y estudiaremos técnicas que permiten determinar cudles de
ellas verifica una funciéon. Recordemos también que las propiedades de forma tienen carédcter local con lo

que es necesario determinar en qué intervalos se cumplen.

Definicién 9. Sea f: D — R una funcion real de variable real y sea H C D. Entonces:

e Decimos que f es creciente (respec. estrictamente creciente, decreciente, estrictamente decreciente,
constante) en H si f|g es creciente (respec. estrictamente creciente, decreciente, estrictamente decre-

ciente, constante).

e Decimos que f tiene un mdzrimo absoluto en el punto xg € D si

f(zo) > f(z), Yz € D.
e Decimos que f tiene un minimo absoluto en el punto xo € D si
f(zo) < f(x), Yz € D.
e Decimos que f tiene un mdzimo local en el punto xg € D si d a,b € R, a < xg < b, tales que
f(xo) > f(z), Yoz € DN (a,d).

Si la desigualdad de la definicion tiene lugar de forma estricta salvo en el punto xg (la desigualdad se
verifica no sélo para > sino también para > ), diremos que f tiene un mdximo local estricto en xg.
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e Decimos que f tiene un minimo local en el punto xg € D si 3 a,b € R, a < xg < b, tales que
F(x0) < f(@), Yz € D (a,b).

Si la desigualdad de la definicion tiene lugar de forma estricta salvo en el punto xo (la desigualdad se
verifica no sélo para < sino también para <), diremos que f tiene un minimo local estricto en xg.

o Decimos que f es convexa en H siVa,b € H, tales que a < b, se verifica que

Tr—a

;- (f(0) = f(a), Yo € H N (a,b),

fl@) < fla) +

es decir, si se tiene que dentro del conjunto H, f estd por debajo del segmento que une los puntos
(a, f(a)) y (b, f(b))-

Si la desigualdad de la definicion se verifica de forma estricta (la desigualdad se verifica no sélo con
< sino ademds con <) entonces diremos que [ es estrictamente convexa en H.

r—a

Ejemplo 10. La ecuacién r(x) = f(a) + == (f(b) — f(a)) es la de la recta que pasa por los puntos
(a, f(a)) y (b, f(b)). Por tanto, una funcién es convexa si la recta que une dos puntos de su grafica esta
siempre por encima de la funcién. En la grafica siguiente representamos una funcién convexa. Puede
observarse como independientemente de la eleccién que hagamos para los puntos a y b, la recta que los
une esta siempre por encima de la funcién.

e Decimos que [ es concava en H siVa,b € H, tales que a < b, se verifica que

r—a

b—a

f(z) = fla) + (f(b) = f(a)), V& € H N (a,b),

es decir, si se tiene que dentro del conjunto H, f estd por encima del segmento que une los puntos
(a, f(a)) y (b, f(b))-

Si la desigualdad de la definicion se verifica de forma estricta (la desigualdad se verifica no sélo con
> sino ademds con >) entonces diremos que [ es estrictamente cdncava en H.

Ejemplo 11. En el caso de la concavidad se exige que la recta que une dos puntos sobre la grafica de
la funcién esté por debajo de la funcién (f(z) > r(z) = f(a) + =2 (f(b) — f(a))). La situacién grafica
es ahora
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e Decimos que f tiene un punto de inflexion en xg € D si 3 a,b € R, a < xg < b tales que se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

a) f es estrictamente concava en (a,z9] N D y es estrictamente convexa en [xg,b) N D.
b) f es estrictamente conveza en (a,xo] N D y es estrictamente céncava en [xg,b) N D.

Ejemplo 12.

En la siguiente imagen representamos la gréfica de una funcién f : [-3,6] — R.

Hemos marcado en la gréafica en color negro los puntos en los que se alcanzan méaximos y minimos relativos
y en color sombreado los puntos de inflexién. Es evidente que:

e Entre dos méximos/minimos relativos siempre hay un intervalo en el que la funcién es
mondtona (es decir, en el que es creciente o decreciente). Dichos intervalos son lo que se
denominan intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

e Entre cada dos puntos de inflexién, la funcién es o bien céncava o bien convexa. Es decir,
los puntos de inflexién separan los diferentes intervalos de convexidad y concavidad.
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La propiedades de forma que verifica una funcién en cada intervalo dependeran de los signos de sus
derivadas . Entra en juego aqui el concepto de derivada sucesiva de una funcién que definimos a continuacién.

Definicion 13.

Sea una funcion real, f : D — R. Entonces:

a) Definimos la funcidn derivada primera de f como la funcidn derivada de f.

b) Dado n € N, si la funcidn derivada n-ésima de f estd definida y es derivable en algin punto,
definimos la funcion derwada (n + 1)-ésima de f como la funcidon derivada de la funcion
derivada n-ésima de f.

Si estd definida, notaremos a la funcion derivada n-ésima de f como

af
dzn’

e

Si, paran € N, la funcidn f™) estd definida en el punto o € D, diremos que la funcidn f esn veces derivable
en xg y notamos al valor de la derivada n-ésima en tal punto como

EF iy ¢ L
dan 0 dxn '

fn) (‘ro)a

Se suele aceptar que la derivada 0-ésima de una funcion es la propia funcién, es decir,
=
Las funciones derivada primera, segunda y tercera se suelen designar mediante f’, f” y ", en lugar de f1),
Py .
Definiciéon 14. Dado un conjunto D C R y f: D — R, diremos que f es de clase C™ en D si se cumple

las dos condiciones siguientes:

1. La funcién f™ estd definida en todo D.

2. La funcién ™ es continua en D.
El conjunto de todas las funciones de clase C™ en D se denota mediante C™(D).

Dado D C R se denota mediante C°(D) o simplemente C(D) al conjunto de todas las funciones continuas
en D. Asi mismo, una funcién que es de clase C™ en D para cualquier n € N, se dice que es una funciéon de
clase C* en D. El conjunto de todas las funciones de clase C* en D se denota mediante C*°(D).

Veamos a continuacién los criterios que permiten discernir cudles de las propiedades de forma verifica
una funcién y dénde las verifica. Como hemos indicado antes, dependerdan de los signos de las tres primeras
derivadas de la funcién.

Propiedades 15. Sea f : D — R una funcién real, sea un intervalo I = (a,b) C D y xo € (a,b). Se verifica
que:
i) Si f es derivable en I se tiene que:

1. 8i f'(x) > 0, VY € I, entonces | es estrictamente creciente en I.
2. 8 f'(z) <0, Yz € I, entonces f es estrictamente decreciente en I.

ii) Si f es derivable en xo y f tiene un mdzimo o un minimo local en xq entonces f'(zo) = 0.
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iii) Si f es de clase C? en I y f'(x0) = 0 entonces:

1. Si f"(z0) > 0 entonces f tiene un minimo local estricto en xg.
2. Si f"(xg) < 0 entonces f tiene un mdximo local estricto en xg.

iv) Si dadon € N, f es de clase C™ y se cumple que
f'(@o) = f"(wo) = -+ = f*"P(wo) = [V (x0) = 0

Y que
f™ (x0) # 0,

entonces:

1. Si f"(x0) >0 yn es par entonces xo es un minimo local estricto de f.
2. 8i fM(x) <0 yn es par entonces xo es un mdzimo local estricto de f.
3. Sin es impar entonces f mo tiene maximo ni minimo local en xg.

v) Si f es de clase C? en I entonces:

1. Si f"(x) >0, Vo € I entonces f es estrictamente conveza en I.

2. Si f"(x) <0, Vo € I entonces f es estrictamente céncava en I.

vi) Si f es de clase C? en I y xq es un punto de inflexion de f entonces
f//(zo) =0.
vii) Si f es de clase C3 en I y se verifica que

f'@o)=0 y  f"(x0) #0

entonces xo es un punto de inflexion de f.

Ejemplo 16. Determinemos las propiedades de forma de la funcién

8 9
= 223+ 222 + 18z + 1.

fla) =7 3 3

Para ello comenzamos averiguando cuando se anula la primera derivada:

r=-—1
flx) =2 -8 +92+18=0={ =3
z=06

La funcién f’(x) es un polinomio y por ello es continua en R. Si comprobamos el signo del valor de f/(z) en
puntos cualesquiera de los intervalos (—oo, —1), (—1,3), (3,6) y (6,00), una aplicacién directa del Teorema
de Bolzano nos lleva a la conclusion de que estos signos determinaran el del resto de los puntos de cada
intervalo. En definitiva, llegamos a que

f(x) <0, Vo € (—o0,—1)
f'(z) >0, Vz € (-1,3).
f(x) <0, Vz € (3,6).
f'(x) >0, Vz € (6,+00).

Para determinar los intervalos de convexidad y concavidad calculamos la segunda derivada,
f(x) = 32% — 162 + 9.
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En este caso,

1
z=3 (8 . \/37) ~ 0.639.
f"(z) =32% — 162 +9=0=
1
=3 (8 + \/37) ~ 4.694.

y razonando como antes,

f'(x) >0, Vo € —oq% (8 — \/ﬁ)) )

7)< 0, o e (5 (8- va7) (8+¢37)).

1
'3
f'(x) >0, Vz e (5 (8+ \/ﬁ) ,00).
En particular, f(—1) >0, f(3) <0y f(6) > 0.

W =

Finalmente, tenemos que f"’(z) = 62 — 16 con lo que

" (; (3- ﬁ)) A0y f" (?1) (s+ ﬁ)) £0.

Teniendo en cuenta la informacién que hemos recuadrado y Propiedades 15 tenemos que:

e La funcién f es decreciente en los intervalos (—oo, —1) y (3, 6).
e La funcién f es creciente en los intervalos (—1,3) y (6, 00).
e La funcién f tiene minimos relativos en los puntos x = —1 y z = 6.

e La funcién f tiene un maximo relativo en el punto z = 3.

1 1
e La funcién f es convexa en los intervalos (—oo7 3 (8 -V 37)) y (3 (8 + \/37) ,oo).
Ny . . 1 1
e La funcién f es concava en el intervalo (3 (8 -V 37) '3 (8 + \/37)).
1 1
e La funcién f tiene puntos de inflexién en 3 (8 — \/37) y 3 (8 + vV 37).

Si calculamos el valor de la funcién en los puntos méaximos y minimos relativos y en los puntos de inflexién,
toda la informacion anterior nos conduce a la siguiente grafica:
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Representando de forma conjunta la funcién f(x) y las derivadas f'(z) y f”(z) observamos gréficamente
como se corresponden los intervalos de crecimiento, decrecimiento, concavidad y convexidad con los signos

de f/ y f//.

1" (@)
40 b \
\
\ \
20 L \ \
\ \ \
f(z) \ \ \
2 2 4
.20 +
e a0

2.2.1 La regla de I’Hopital

En el Capitulo 1 estudiamos el caso de diferentes limites que no podian ser calculados aplicando directamente
las propiedades algebraicas del limite. Eran lo que llamabamos indeterminaciones. Dadas dos funciones,
f.9: D —R,si f(zo) = g(w0) = 06 f(z0) = glwo) = 00, el limite

lim f@)

o g(a)

conduce a una indeterminacién del tipo % o del tipo 22 que solamente sabemos resolver en un par de casos

muy concretos. Si f(xzg) = g(z¢) = 0, podriamos modificar la forma en que hemos escrito el limite anterior
y plantear la siguiente cadena de igualdades:

f(z) — f(xo) lim f(z) = f(xo)

. flo) . x — To TR e 1 f'(0)
lim —= = lim = = .
a—wo g(z)  a—wo g(x) — g(w0) i 9(2) — 9(20) g'(x0)
Tr — X9 T—To Tr — X

Hemos recuadrado el segundo simbolo [ =] para indicar que ese paso debe ser justificado mds cuidadosamente.
En cualquier caso, esta es la idea de los resultados de I’Hopital para el cdlculo de limites de cocientes que
formulamos con precisién en la siguiente propiedad.

Teorema 17 (Reglas de 'Hopital).  Sean dos funciones reales f y g, sea xg € R y un intervalo I = (a,b) CR

tal que xo € I de manera que se verifican las siguientes condiciones

1. f y g son derivables en I — {xo}.

2. ¢'(x) #0, Vo € I — {zo}.

3. Se cumple alguna de las dos siguientes condiciones:
o) lim f(z) = lim g(z) =0.
b) lim Jg(e)| = +oo.
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Entonces se verifica que:
!
TR IR ()
a—zo g'() a0 g(z)

en donde L puede ser un numero real, +00 ¢ —oo. La propiedad también es correcta para el limite por la
izquierda o por la derecha.

Ejemplos 18.

sen(z)

1) Si calculamos el limite lim,_o —,— de forma directa,
lim sen(z) _ 97
x—0 x 0

obtenemos una indeterminacién. Las funciones en el numerador y denominados estan en las condiciones
del la Regla de I’'Hopital por lo que podemos evitar la indeterminacién derivando ambas funciones en el
numerador y en el denominador,

2) Calculemos el limite lim z®. De entrada tenemos que

x—0

lim 2% = 0°.

z—0
Pero 0° es una indeterminacién y no podemos decidir el valor que alcanzara el limite de esta manera.
Utilizando las propiedades del logaritmo sabemos que

. log(z)

)

en cuyo caso, empleando las propiedades del limite respecto a la potenciacién, podemos escribir,

lim 2% = lim ® log(z) _ ellmzﬂorlog(z).

z—0 x—0
Ahora, en lugar del limite inicial, debemos calcular lim,_,g xlog(z). Pero si escribiendo ese producto en
forma de cociente y aplicando la regla de I’'Hopital,
log' (x) :

) o log(x) . . .
2y os(n) = i o = I Gy S S T =0

Finalmente,
hII%) 5 = ellmm_,omlog(m) — eO -1
€Tr—

2.3 Integracién indefinida

La integracién es el proceso inverso a la derivacién. Dada una funcién f(x), podemos calcular su derivada
f'(x). Ahora lo que pretendemos es calcular una funcién F(z) cuya derivada coincida con f(x), es decir,
F'(z) = f(x). Es lo que en la siguiente definicién llamamos primitiva de f(x).

Definiciéon 19. Dado un conjunto D C R y una funcion f : D — R, llamamos primitiva de f a cualquier
funcion derivable, F : D — R, tal que
F'(z) = f(z), Yo € D.
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Ejemplo 20. Dada la funcién f(x) = x, podemos calcular distintas primitivas:

JIQ 2 2

x x

Es evidente que F'(z) = F|(z) = Fj(z) = 22.

Una misma funcién tiene infinidad de primitivas pero todas ellas deben seguir un patrén comin. Si F(x)
y G(z) son primitivas de la misma funcién, f(z), entonces en todo punto tendremos

G'(x) = f(z) = F'(z) = (G- F)'(z) = 0.
Pero si una funcion tiene derivada cero, debe ser una constante asi que
G(z)—F(x)=CeR = G(z) = F(z) + C.

De este modo, fijada una primitiva F(z), todas las demds se obtiene anadiéndole una constante. De hecho
ya hemos visto un caso de esto en el ejemplo anterior. Esto mismo aparece reflejado con més precisién a
continuacion.

Propiedad 21. Sea I C R un intervalo y una funcion f: I — R, entonces, si la funcién F : I — R es una
primitiva de f, se tiene que

G : I — R es una primitiva de f < G=F + C,
donde C' € R.

Dada f(x), la representacién de todas sus primitivas serd de la forma
F(z)+C,

donde C es una constante que puede tomar cualquier valor. A esa representacién uniparamétrica (aparece
un tnico pardmetro) es lo que llamamos integral indefinida en la préxima definicién.

Definicién 22. Dado un intervalo I C R y la funcion f : I — R, llamamos integral indefinida de [ y la

notamos
/f dx ¢ /f(x) dx

a cualquier formula uniparamétrica que nos permite, dando valores a su pardmetro, al cual llamaremos
constante de integracion, obtener todas las primitivas de la funcion f.

Obsérvese que, para una funcién f : I — R, si conocemos una de sus primitivas, F', entonces teniendo en
cuenta la propiedad anterior la integral indefinida de f sera

/fdm:F—i—C.

siendo C' la constante de integracién.

Ejemplo 23. Consideremos la funcién f(z) = x definida en todo R. Es evidente que la funcién

es una primitiva de f. Entonces la integral indefinida de f sera de la forma
1
/ z dr = 5932 +C.

Si en la expresién anterior damos valores reales al pardmetro C' podemos obtener todas las primitivas de la
funcién f(x) = x.
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Dada una funcién f : I — R derivable en el intervalo I, es evidente que

[ r@ do= s +c

2.3.1 Calculo de la integral indefinida

El céalculo de la integral indefinida de una funcién es un problema complicado que exige el conocimiento,
en primer lugar, de las derivadas de todas las funciones elementales y de las reglas de derivacién y, en
segundo lugar, de métodos especificos para la integracion de funciones mas complicadas. El conocimiento
de las propiedades de derivacién y de las funciones elementales nos permite obtener las siguientes reglas de
integracién que, a fin de cuentas son la traduccién directa de las propiedades vistas en la primera parte de
este capitulo:

e Dadas las funciones f,g: I — R, definidas en el tinervalo I, se cumple que:

*/(f—kg)dxz/fdx—k/gda:.
*/kwfdz:k:'/fdx.

e Dadas f: I - Ry g:J — R tales que f(I) C J, se tiene que

/ymm»ﬂ@M=@qmm

o [ " dmzix"“—kC, vn € N.
n+1
1
a - - a+1 R—{—11.
o [z%dx P +C, Ya € {-1}
o [ e dr = %e’” +C, VE e R - {0}.
1
kx _ kx R — R.
o [ a™ dx klog(a)a +C, Vk e {0},a €

dx = log(x) + C.

°
8=

cos(z) dr = sen(x) + C.

() de = —cos(z) + C.

—_

@ dx = tan(z) + C.

1
dxr = arcsen

1
V1—a22 (:E)—’—C’/\/lfx2

dx = arctg(x) + C.

Q

@}

17}
N

dx = arccos(z) + C.

—_

\\\\\7\\\\\\
2

—

+

8
V)

cosh(z) dz = senh(x) + C.

senh(z) dx = cosh(x) + C.
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Es evidente que no toda funciéon se ajusta a alguna de las que aparecen en la lista anterior. Para esos casos
hemos de idear métodos que permitan reducir la integral de cualquier funcién a la integral de las funciones
que acabamos de ver. Para ello emplearemos fundamentalmente dos métodos: La integracién por cambio de
variable y la integracion por partes.

Integraciéon por cambio de variable

Consideremos la integral indefinida de la funcién f,

[ ) do

Esta integral aparece expresada en términos de la variable z. Sin embargo podria ser interesante expresarla
en funcién de otra variable que esté relacionada con x mediante cierta férmula. Supongamos que la variable
t estd relacionada con la variable z mediante la ecuacién

Derivemos esta expresion mediante la siguiente regla mnemotécnica en la que introducimos el diferencial con
respecto a t, dt, y el diferencial con respecto a z, dzr,

O (t)dt = ¢ (x)dz.

Si reunimos estas dos igualdades obtenemos dos ecuaciones,

{¢@=¢@L
¢(t) dt = ¢ (z) da

a través de las cuales podemos despejar x en funcién de ¢ y dx en funcién de dt y ¢t para posteriormente
sustituir los resultados obtenidos en la integral que pretendemos calcular. Se resuelve la integral en funcién
de la variable ¢ y luego se deshace el cambio.

Ejemplo 24. Calcular /(2;10 + 1)6“2+w dx.

2 t=xz2+4z
T+
/(2m+1)e du ( (22 4 1)dz = dx = ;& )

d 2x+1
/ =el+C

deshaciendo el ) _ e e
cambio

3) Calcular / dac.

x\/l—Ln

x)
_ ( sen(t) =Ln(z) = t=arcsen(Ln(z)) ) _ xcos(t) dt
cos(t) dt =1 do = dx = wcos(t) dt 2\/1 —sen?(z)

_ cos(t) dt _ cos(t)dt _ /dt —tiC— ( deshamegdo el ) — arcsen(Ln(z)) + C.
\/cos?(z) cos(t) cambio
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Integracion por partes

El método de integracién por partes se basa en la propiedades de derivacién del producto de funciones.
Sabemos que

y ademas

J@ gl do= [(7/@)- 9@ + f0) o' @)) da = [ £@)-gla) da+ [ 5(0)

de manera que uniendo las dos igualdades

[#@ 9@ dot [ @)@ do= 1) - g(a) + €

[ @) g/ do = 0= [ £ gl do 0

y finalmente, incluyendo el pardmetro de integracion, C, en la integral indefinida del segundo miembro,
hemos demostrado la siguiente:

de donde

Propiedad 25. Sean f,g: 1 — R funciones derivables en el intervalo I, entonces

/f(x) g (x) doe = f(x) - g(z) — /f'(z:) g(z) dx

La propiedad anterior no se utiliza directamente sino a través del siguiente esquema que se denomina
método de integracién por partes para el cdlculo de la integral [ f(z)g(z)dx:

/(@'@ )dxz/(u(x).v’(x))dx:{ u(z) = f(z) N u'(z) = f;x) }

v(z) = [ g(x)

=u(z) =v'(x)

usando la
B ( propiedad ) = ul@) - vle) - /u’(x) v(@) do.
Ejemplo 26.
u = log(z) u' = (log(z))' = &
/:rlog( ) do = = =
v =z U:facdx:%xQ

2

1, 122 z? 1 z? x
= — 1 — _— = —1 —_ = = —1 _ — .
3¢ og(zx) /x 5 dx 5 og(x) 2/3@ dx 5 og(x) 1 +C

El método de integracién por partes se puede aplicar para obtener la integral de funciones del tipo

p(z) - f(),

donde p(z) es un polinomio y f(z) es una funcién logaritmica, exponencial o trigonométrica. En tales casos es
posible que sea necesario aplicar la integracion por partes sucesivamente para obtener el resultado. También
es indicado el uso del método de integracién por partes para el célculo de la integral del producto de una
funcién trigonométrica por una exponencial.
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Ejemplos 27.
1) Calcular /(gc2 +xz—1)e” dx.

/(x2+x—1)e”” dzx =

u=a>+x—1 v =2r+1 9 -
{v’—e"’” = v=[e" dz=e" = (2" +a—1)e

— [
_/(2$+1)€zdm:{u—2x+1 L ow=2 }

v =e" v=[e" dz=e"
= (@ +x—1)" - <(2x—|—1)ew —/2@1c dx)

=@*+z—1)e" - (2r+1)e” + 2"+ C = (2° — 2)e” + C.

2) Calcular /log(x) dz.

Véase que
log(z) = 1-log(z)

y tenemos el producto de un polinomio de grado 0 (p(z) = 1) por una funcién logaritmica (f(z) = log(x)),
con lo que aplicaremos integracion por partes como sigue:

/ log(x) dz =

u = log(x) =1

1
— = :xlog(x)—/fx dx
v =1 v=[ldz=x v

=zlog(z) —z + C.

3) Calcular / x cos(z)dz. Tenemos el producto de un polinomio, p(x) = x, por una funcién trigonométrica,

f(z) = cos(z). Resolveremos integrando por partes:

u=ux u =1
/ x cos(z)dr = =
v = cos(z) v = [ cos(z)dx = sen(x)
= zsen(z) — /sen(x)dx = zsen(z) + cos(z) + C.
4) También podemos emplear el método de integracién por partes para calcular la integral del producto de

una funcién exponencial por una trigonométrica. En este caso serd necesario aplicar integracién por partes
dos veces para poder despejar la integral deseada. Veamos un ejemplo.

u = cos(x) u' = —sen(z)
= = = e cos(z) + /ezsen(az)dx
v =e® v= [e"dx =e"
u = sen(x) u' = cos(x)
= =
v =e® v= [e"dx =e"
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= e” cos(z) + e"sen(x) — /ex cos(z)dx
En definitiva, tenemos que
/e“" cos(x)dx = € cos(z) + e"sen(z) — /e“’ cos(z)dzx

y observamos que en ambos miembros de la igualdad hemos obtenido la integral que pretendiamos calcular.
Entonces, sera suficiente despejar para obtener

/ex cos(z)dx = % (e” cos(z) + e"sen(x)) + C.

Veremos a continuacién una relacién de técnicas que nos permiten resolver ciertos tipos especificos de
integrales usando para ello los dos métodos que acabamos de ver, cambios de variable e integraciéon por
partes, en diferentes puntos.

Integrales inmediatas

Cuando, para la resolucién de una integral, podemos aplicar directamente alguna regla de integracién proce-
dente de la tabla que hemos visto en la pagina 80, decimos que tal integral es una integral inmediata. A
continuaciéon enumeramos algunos tipos de integrales inmediatas de interés:

Integrales inmediatas de tipo potencial

Son integrales que pueden facilmente transformarse hasta la forma

[ e @ do= —

a+1
o 1f(9c) +C.

Ejemplos 28.

1) Calcular /

—3 dx. En este caso procederemos como sigue
((x—1)2+4)

:1/2(x_1)((x_1>2+4)—2 do = ( f(x):(x—1)2+4)

2 f(a) =2(z - 1)
11 -1 -
=——((z-1)244) =—————+C.
i LG A Bt (s Y
2) Una integral del tipo / mdx con n > 1 puede resolverse como sigue:
1 _ 1 n, f flx)y=Ax+B
/7(Ax+8)ndx—A/A(Ax+B) dw_(f’(x):A )
1 (Az+B)™"t 1 1 LC
A —n+l1 - A(—n+1) (Az + B)n! '
Por ejemplo,
1 1 1 —1
———dx = = .
/ T Nl v By o e TR T e A
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Cuando n = 1 la integral no puede resolverse empleando este método y hay que recurrir al iltimo apartado
de esta seccion en el que se tratan las integrales inmediatas de tipo logaritmico.

3) Calcular la integral / mdx con n > 1. Tenemos:

/ /A;v+B B
(Aa:+B do = A Az + B)"

:Z/W‘”‘Z/md”

Ahora, la integral [ ———==dz puede resolverse siguiendo el ejemplo anterior y podemos hacer los mismo
(Az+B)

para [ W siempre que n—1 > 1. Cuando n—1 =1 (es decir, cuando n = 2), como hemos mencionado
antes, tendremos que resolver como se indica en el apartado dedicado a integrales logaritmicas.

Integrales inmediatas de tipo logaritmico

Son integrales en las que aparece una funcién dividiendo a su derivada. Son del tipo

f'(x)

z = log(f(x)) + C.

Ejemplos 29.
1) Calcular /tan(x) dz.

/tan(x) dr = — / m dx = < ;,(g)::ciss(e?(x) ) = —log(cos(z)) + C.

2) Calculemos la integral / dx para ciertas constantesA, B € R.

1
Ar+ B

! 1A ([ f@=Az+B\_1

Por ejemplo,

1 1
dr = =L .
/3x+6x 3 n(3z+6)+C

T
lcul .
3)Cacuar/Ax+Bdm
/ z _ 1 Ax+B—Bd Ax+B /
Az+B T A)  Az+B T A A2 +B™ A ) Aav B

x B




Integraciéon de funciones racionales

Una funcién racional es una funcién del tipo %, donde p(x) y g(z) son dos polinomios.
Comenzamos viendo varios casos de funciones racionales que pueden ser integradas de forma sencilla:
1) Integrales de la forma

1 T
- 4 T 4 .
/kAx+BW:m /kAx+BW z meN

Ya hemos visto que estas integrales pueden resolverse como integrales inmediatas de tipo potencial o
logaritmico.

1
2) Integral del tipo / w dz. Resolveremos haciendo un cambio de variable para transformala en
T—a

la integral inmediata [ ﬁdx = arctan(z) + C (estd en la tabla de la pagina 80). Vedmoslo:

1
/(x—a)2+b2 de =
1 1 1
= —————fmzf/———fm
/@(@“>+Q ) (252)% 41

t= 1
_<m hm:m—bﬁ>_w/ﬁ+l b/ﬂ+1

}a ta(t) = deshaciendo el \ la oy
paretelt) = cambio T pirete b '

x
3) Integral del tipo / wdm. Puede resolverse utilizando el apartado anterior y los métodos para
T —a

integrales inmediatas de tipo logaritmico. Para ello hacemos lo siguiente:

x
" dr=
| e
r—a-+a r—a 1
=) ———de = | ——————=dx — ——dx.
/<xfa>2+62 : /<xfa>2+b2 ! “/@c*a)ub? ’

Ahora bien, la integral [ m
de tipo logaritmico ya que,

z—a f@) = (@ —a)? +8* | _1 .
/(xawd””:<f'<x>2<xa> )Zfog((x—a)”)w-

dx es

dz puede calcularse como en el apartado 2) y la integral f m

A partir de estas integrales sencillas podemos intentar resolver otras integrales racionales mas complejas.

Para calcular [ Z Eig dz, la idea es expresar la funcién racional 2 Ezg como la suma de fracciones simples de
las que aparecen en los apartados 1), 2) y 3) que acabamos de ver. Ello lo hacemos siguiendo los pasos que

indicamos a continuacién en dos casos distintos:

a) Célculo de / qug dx cuando grado(p(z)) > grado(g(x)).

Si grado(p(x)) > grado(g(x)) efectuamos la divisién de p(x) entre ¢(x) de manera que obtengamos un
resto r(x) de grado inferior al de ¢(z). Esquemdticamente tenemos:

grado(r(z)) < grado(q(z))
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Posteriormente efectuaremos la integral de la expresién obtenida,

/(s(x)—kggg) dx:/s(x)dx—k/gggdx.

Vemos que aparece la integral del polinomio s(z) que es facil de calcular. También aparece la integral de la

funcién racional % pero ahora tenemos que el grado del numerador (grado de r(z)) es menor que el grado

del denominador (grado de ¢g(z)). Para resolver esta tltima integral procedemos como se indica en el caso
b).

Ejemplo 30. Calcular la integral

/ 28 — 925 + 302 — 3323 — 2522 + 692 — 28 e

2% — 1024 4 3923 — 7222 + 622 — 20

Se trata de la integral de una funcién racional. Puesto que el grado del numerador es mayor que el del
denominador dividiremos ambos polinomios:

28 — 92°% + 302* — 3323 — 2522 + 69z — 28 | x® — 10z* + 3923 — 7222 4 622 — 20

x* — 1523 + 272 — 8 r+1
Es decir,
28 — 925 + 302* — 3323 — 2522 + 69z — 28 _
x5 — 1024 + 3923 — 7222 + 62x — 20
x* — 1523 + 272 — 8
=x+1+
2% — 1024 + 3923 — 7222 4 622 — 20
y por tanto

/ 2% — 92° 4 30z — 332® — 2527 4 69z — 28
x5 — 1024 4 3923 — 7222 + 622 — 20 a

:/($+1)dx+/ xt — 1523 4+ 272 — 8 .

2% — 1024 + 3923 — 7222 + 622 — 20
x2 xt — 152% + 272 — 8

:?+x+/x5—10x4+39x3—72x2+62x—20d”3'

Queda pendiente de resolver la tltima integral en la que aparece una funcién racional paro ahora con grado
del numerador inferior al grado del denominador.

b) Célculo de /pE:E;dx cuando grado(p(x)) < grado(q(z)).
q(z
Si grado(p(x)) < grado(q(z)) descompondremos la funcién racional en una suma de fracciones simples
en la forma

—~ =81 +85+ -+ Sk,
q(x)

donde las expresiones S7, Sz y Sy son del tipo indicado en los apartados 1), 2) y 3) de esta seccién. Para
determinar cudles son las fracciones S, So y Sk seguimos los siguientes pasos:

fla) = 22

1. Calcularemos todas las soluciones reales y complejas de la ecuacién polinémica

q(x) =0.
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Ejemplo 31. Siguiendo con el Ejemplo 30, para resolver la integral que quedé pendiente, igualaremos
a cero el denominador
2® — 102" + 392° — 722 + 622 —20 =0

y calcularemos las soluciones de la ecuacién asi obtenida. El cdlculo de estas soluciones lo hacemos
empleando el método de Ruffini como sigue:

1 -10 39 -72 62 —20
1 1 -9 40 —42 20

1 -9 30 —42 20 [0
1 1 -8 22 -20

1 -8 22 -20 [0
2 2 -12 20

1 —6 10 [0

Obtenemos la solucién = = 1 dos veces (es decir z = 1 con multiplicidad 2) y la solucién z = 2 una
vez (x = 2 con multiplicidad 1), quedando sin resolver el tramo de la ecuacién que corresponde al
polinomio 22 — 6z + 10. Por tanto, para encontrar todas las soluciones, debemos resolver por tltimo,

22 — 6z +10=0.

Aqui podemos aplicar directamente la férmula para encontrar las soluciones de una ecuacién de segundo
grado y obtendremos las soluciones complejas = 344 con multiplicidad 1 (es decir x = 3+iy x = 3—1
ambas aparecen una sola vez). En definitiva hemos obtenido las siguientes soluciones:

z=1, con multiplicidad 2,
T =2, con multiplicidad 1,
xr =3+, con multiplicidad 1.

. Por cada solucién real, @ € R con multiplicidad k£ € N, anadiremos a la descomposicién de la funcién
racional el siguiente grupo de fracciones simples

A A A
1 2 e k

x—oz+(ac—oz) (z — a)k’

Véase que si hay multiplicidad de k anadiremos k fracciones simples para la solucién a.
Los coeficientes A1, Ao, ..., Aj son, en principio, desconocidos y deberan ser calculados una vez sepamos
todas las fracciones simples que intervienen en la descomposicién de la funcién que estamos integrando.

. Por cada par se soluciones complejas, a 4 bi con multiplicidad k£ € N, anadiremos a la descomposicién
los sumandos

M1 +N1£C MQ +N21’ Mk +Nkf£
3 5 T+ LA E e —
(r—a)*+b ((z — a)? +b?) (z — a)? +b?)

otra vez, tantos sumandos como indique la multiplicidad de la solucion.

Nuevamente los coeficientes My, Ny,..., My, N son desconocidos y se calculan después de haber
anadido las fracciones simples correspondientes a todas las soluciones.

Ejemplo 32. Continuando con el ejemplo 31, veamos qué fracciones simples afiadiremos para cada
solucién:

e La solucién o = 1 tiene multiplicidad 2. Para ella anadiremos dos fracciones simples,

Ay Ag
71 @_12
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e La solucién o = 2 tiene multiplicidad 1. Para ella anadimos una sola fracciéon simple,

As
x—2

e La pareja de soluciones complejas o = 3 4 ¢ tiene multiplicidad 1. Todo nimero complejo es de

la forma a + bi. En este caso a = 3 y b = 1. Anadiremos una fraccién del tipo %, es decir,
Mz + N
(x—3)2+1

Hemos estudiado las fracciones a anadir para cada solucién. Reuniremos todas ella para obtener la
descomposicion en fracciones simples de la funciéon que intentdbamos integrar:

xt — 1523 + 272 — 8 B

x® — 10x4 + 3923 — 7222 + 622 — 20
Al A2 A3 M{E—FN
z—1 (z-—1)2 x—2+(ax—3)2—|—1

Los coeficientes Ay, As, A3, N y M han de ser calculados ahora. Para ello daremos distintos valores a
la variable x para obtener un sistema de ecuaciones del que despejaremos dichos coeficientes.

r=0= —A + A A*+ﬂ*f
r=—-—1= _Q_Ar_ﬁ_i_'_l\?M 49
r=-2= Xl @_é NQMZQ%
3 9 26 468
r=3= A1+A2+A3+3M—|—N:§
_ 3M_143
r=-3= ——+——f+ =

Resolviendo este sistema obtenemos las siguientes soluciones:
Ay =-2, Apb=—-1, A3=1, M =2, N=-1.
Por tanto, sustituyendo estos valores, la descomposicién en fracciones simples es

xt — 1523 +27¢ — 8 B
2% — 1024 + 3923 — 7222 4+ 622 — 20
-2 1 1 20 — 1

s R e YUl R S Y PR

La integral de todas la fracciones simples que aparecieron puede realizase empleando métodos indicados
anteriormente. Asi, la primera y la tercera son inmediatas de tipo logaritmico, la segunda es inmediata
de tipo potencial y la tdltima se ajusta a los casos 2) y 3) que vimos al principio de esta seccién. As{
pues,

/ xt — 1523 + 272 — 8 B
x5 — 104 + 3923 — 7222 4+ 622 — 20

N _2/;1_/(x—11)2+/xi2+2/($—§)2+1
e

—2log(x — 1) + (z — 1)' 4+ log(x — 2) + 5arctan(z — 3)
+log ((z —3)*+1) + C.
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2.4 Integral definida

La integral indefinida de una funcién f(z) es, mas una constante de integracién, una primitiva de la funcién
F(z). Si tomamos un intervalo (a,b) en el que estd definida la funcién f(x) definiremos en esta seccién lo
que se denomina integral definida de f(z) entre a y b. Mientras que la integral indefinida es una funcién (la
funcién primitiva), la integral definida serd un ndmero.

Por sus importantes aplicaciones la integral definida es una herramienta fundamental en matematicas
y otras disciplinas. La relaciéon entre la integral definida y la indefinida queda establecida en algunos de
los resultados mas importantes del andlisis matematico como el Teorema Fundamental del Célculo, regla de
Barrow, etc. El estudio de esos resultados se escapa de los objetivos del curso pero nos basaremos en ellos
para dar una definicién sencilla de integral definida.

Veamos a continuacion la definiciéon precisa de integral definida.
Definicién 33.

i) Sea f : D — R una funcion real y sean a,b € R, a < b, tales que (a,b) C D. Supongamos que f es
continua y acotada en (a,b) y que existe una funcion F : [a,b] — R continua tal que es derivable en
(a,b) y que Vz € (a,b)

F'(z) = f(z),

es decir, F es una primitiva de f en (a,b). Entonces llamamos integral definida de f entre a y b al
numero real dado mediante

b
/ f(z) de = F(b) — F(a).

ii) Sea f : D — R una funcidn real, sean a,b € R, a < b, tales que (a,b) C D y supongamos que f es
acotada en (a,b) y continua en (a,b) excepto a lo sumo en los puntos a = xg < 21 < T3 <+ < Tp =b
entonces llamamos integral definida de f entre a y b al nimero real dado mediante

/abf(x) dm:/wjlf(x) d:c+/:2f(:p) dx+...+/;" f(x) d.

n—1

Definimos la integral definida de f entre b y a como

/baf(x) dx/abf(:v) dzx.

Dada f: D — R acotada y dado a € R definimos la integral definida de f entre a y a como

/aaf(x) dx = 0.

b
La diferencia F(b) — F(a) suele denotarse como [F(z)]® con lo que tenemos / f(z)dx = [F(z)]b.

Con esta definicién las propiedades clasicas de la integral definida surgen de forma inmediata. En par-
ticular el Teorema Fundamental del célculo serd consecuencia de la definicién y de la Propiedad 77 para la
derivacién de funciones definidas a trozos. Asimismo, la férmula del cambio de variable es una consecuencia
directa de la regla de la cadena para la derivacién de funciones.

Propiedades 34.

i) Sean f,g: D - R ya,beR, a<b, tales que (a,b) C D, de modo que f y g estdn en las condiciones del
apartado ii) de la Definicién 33 para dicho intervalo, entonces:

b b b
1. Va,ﬂeR,/(af—i—ﬁg) d:r:a/ f(x)dm—i—ﬁ/ f(x) dz.
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2. Ve € [a,b], /bf(x) dzx = /cf(x) dz+/bf(x) dz.

3. (Teorema fu:;damental del Zdlculo) Si corfsidemmos la funcion
F:la,0)] = R

)= [ s

entonces F' es una funcion continua en [a,b] y derivable en todos aquellos puntos x € (a,b) en los
que f es continua, teniéndose en tales casos que

F'x) = f(x).

4. St modificamos la funcion f en un conjunto finito de puntos, el valor de su integral entre a y b
no varia.

it) Sea f :[a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b) entonces
b
[ £ de= o)~ fla).

ii1) (Formula del cambio de variable) Sean f : [a,b] = R y g : [c,d] — [a,b] en las condiciones del apartado
i) de la Definicién 33 para sus respectivos dominios. Supongamos que g es derivable en [c,d], entonces

g(b) b
/g(a) f@yde = [ fa(@)g' @)

2.4.1 El area como integral definida

Del mismo modo que tenemos una interpretacién geométrica de la derivada como pendiente puntual, la
integral definida posee también una interpretacion geométrica. Sabemos que la integral definida de una
funcién entre unos limites concretos de integracién es un ntmero. Ese ntimero determina el area encerrada
por la funcién. Vedmoslo en la siguiente propiedad.

Propiedad 35. Dada la funcion f : (a,b) — R en las condiciones del apartado ii) de la Definicién 33 y
tal que f(x) > 0 para todo x € (a,b), el drea comprendida entre el eje x, las rectas verticales t = a yx = b
y la grafica de la funcion f se calcula mediante la integral definida

/ab f(x)dx.

Como se indica en la propiedad, puesto que fab —f(x)dx = — fab f(z)dz, sila funcién f es negativa, la
integral definida entre a y b proporcionara el valor del area pero con signo negativo. Ello debe ser tenido en
cuenta a la hora de trabajar con funciones que cambian de signo.

Dadas dos funciones f, g : [a,b] — tales que
f(x) = g(x), Vo € [a,b],

podemos hacer uso de la ultima propiedad para calcular el drea, A, comprendida entre las gréaficas de ambas
funciones.
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Es claro que A serd la diferencia entre el area que queda bajo f y la que queda bajo g. Por tanto,

a- [ ' flayde - / " g (w)da = / '(F(a)  gl@)da.

A este respecto, nuevamente es preciso tener en cuenta los posibles puntos de corte entre las funciones f y
g que podrian hacer variar el signo de la integral anterior.

Ejemplos 36. 1) Calculemos el drea encerrada entre la funcién f(z) = 23 — 822 + 192 — 12 y el eje x sobre
el intervalo [0, 5]. Si representamos la funcién f(z) en el intervalo indicado obtenemos la gréfica

-10

El drea encerrada por la funcién serd por tanto la regién que aparece sombreada en la siguiente figura:

-10

Sabemos que el area encerrada por una funcién en un intervalo se calcula realizando la integral definida de
la funcién en ese intervalo. Sin embargo, observamos en ambas graficas que la funcién f(x) presenta varios
cambios de signo en el intervalo [0, 5] por lo que no podremos calcular el drea directamente realizando la

integral
0

Debemos determinar en primer lugar en qué intervalos es positiva o negativa la funcién. Si bien en este caso
es posible observar a simple vista en la representacién grafica de f(z) los intervalos en los que es positiva o
negativa, no siempre dispondremos la grafica de la funcién por lo que procederemos como si no contaramos
con ella.

De este modo, debemos determinar cuando
fle)>0 y f(z)<O0.
Para ello comenzamos resolviendo la ecuacién f(z) = 0, es decir,
2® — 82 + 197 — 12 =0.

Si aplicamos el método de Ruffini es facil comprobar que las soluciones de esta ecuaciéon son x =1,z =3y
x = 4 que dividen al intervalo [0, 5] en cuatro subintervalos

92



0.4
0.2
\f\ 2 \g\ \z\ \5
0.2
(0,1) (1,3) (3,4) (4,5)
-0.4

y sabemos, como consecuencia del Teorema de Bolzano (véase la pagina 36), que dentro de cada uno de esos
intervalos la funcién f(z) no puede cambiar de signo. Basta entonces comprobar el signo de la funcién en
un punto de cada intervalo para deducir que

Por tanto, en los intervalos (0,1) y (3,4) la integral definida proporcionars el drea encerrada por la funcién
f pero con signo negativo. Para calcular el area correctamente debemos cambiar el signo al resultado de la
integral definida sobre estos dos intervalos. De este modo obtendremos el valor exacto del area encerrada
por f(z) sobre el intervalo [0, 5] como sigue

drea = —/01 f(:v)da&—i—/l3 f(zx)dz — /34 f(:v)dx—i—/:) f(z)dz.

Puesto que la integral indefinida de f(x) es

1 1
/f(m)dx = /(ar3 — 822 + 192 — 12)dx = Zx‘l - §x3 + ?9x2 — 12z + C,

finalmente tenemos

4

1 3
1 8 19 1 8 19 1 8 19
drea = — |:4.Z'4 — §x3 + ?xz — 1230} . + [4:34 — §x3 + 7302 — 12x] 1 — [4:54 — §x3 + ?xQ — 12z \
5
1, 845 19, 133 59 8 5 37
4 2 2212 = —— =—4+ -4+ — + — =11.0833.
+{4x 37 T xL 2 3Tt

2) Calculemos el drea comprendida entre las funciones fi(z) = 22 — 20+ 2 y fo(z) = —2% + 42 — 1 sobre
el intervalo [1,3]. Sabemos que el drea comprendida entre ambas funciones se obtiene mediante la integral
definida

/1 (f1(x) — fola))da.

Sin embargo, nuevamente hemos de tener en cuenta los posibles cambios de signo que vendran determinados
por los cruces entre las dos funciones. En este caso hemos de determinar si

fiz) = fa(x) <0 6 fi(x) = fo(x) >0
y para ello comenzamos resolviendo la ecuacién fi(z) — fo(x) = 0, es decir,
2?2 =20 4+2—(—2*+42—-1)=0& 22> - 62+3=0.

Aplicando la férmula para la ecuacién de segundo grado comprobamos que las soluciones de esta ecuacién

son
x =323 — 0.6339
T

= 313 — 2.3660
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De estas dos soluciones solamente la segunda estd en el intervalo [1, 3] que nos interesa dividiéndolo en dos

subintervalos, (1, 3+T\/§) y (%,3). Nuevamente es suficiente comprobar un punto de cada uno de estos
intervalos para deducir que

{ fi(z) = folw) < 0 en (1,3543).
fi(@) = fo(z) > 0 en (3513, 3).

De modo que obtendremos al drea deseada compensando el signo negativo de la integral definida en el primer
intervalo como sigue:

3+v3 3

2 2 2 2
= — [x?’ — 322+ Sx} + [m?’ — 322+ Sm] = -
3 1 3 3+v3 3

2

P
+?+?:§+\/§:2.3987.

Si observamos la gréfica de ambas funciones en el intervalo [1, 3] y la regién que ellas delimitan, podemos

comprobar que efectivamente se cortan en el punto % del intervalo [1, 3] con lo que es necesario cambiar
el signo de la integral definida en el primer subintervalo tal y como aparece en la grafica.

fi(z)

2.4.2 Aplicaciones de la integral definida

Repasemos aqui brevemente algunas aplicaciones de la integral definida. De partida, los resultados de la
seccién anterior hacen posible el calculo de areas a través de la integral definida lo cual de por si constituye
un importante campo de aplicaciones. Veamos algunas otras:

Calculo de la funcion de valor total a partir de la funcién de velocidad

Ya comentdbamos al principio de este Capitulo que en muchas ocasiones se dispone de la funcién que
determina la velocidad de cierto fenémeno pero no de la funcién de valor total o acumulado. En tales
circunstancias el apartado i) de la Propiedad 34 permite recuperar la funcién de valor acumulado si
disponemos de algtiin dato inicial.

Supongamos que cierto fenémeno que evoluciona a lo largo del tiempo estd determinado por una magnitud,
M(t), de la cual conocemos su velocidad de variacién, v(t), en cada instante. Supongamos ademds que
sabemos que en el instante ¢y dicha magnitud tomaba un valor My. Tratamos de determinar quién es la
funcién M (t) a partir de la siguiente informacién:

{ u(t) = M'(t),
M(to) = M.
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Utilizando el apartado i) de la Definicién 34 tenemos que

tM’(t)dt = M(t) — M(ty) = M(t) — My = /tv(t)dt

to

= M(t) = My + /t v(t)dt. (2.1)

to

Esta tltima identidad nos proporciona el dato, en principio desconocido, del valor M (t) en cualquier instante.

Ejemplos 37. 1) La velocidad de crecimiento de cierta poblacién viene determinada por la funcién v(t) =
100e10 — 7t — ¢2 expresada en individuos/dfa. Supongamos también que la poblacién inicial es de 2000 indi-
viduos. En estas condiciones, debemos determinar la funcién P(t) que proporciona el nimero de individuos
que componen la poblacién en el dia t.

Para ello, hemos de tener en cuanta que la velocidad de crecimiento de la funcién P(t) (de la poblacién)
estd determinada por su derivada y ademds conocemos la poblacién inicial (es decir, el valor de P(0)) por lo
tanto, disponemos de la siguiente informacién:

v(t) = P'(t) = 100eic — Tt — t2,
P(0) = 2000.

Si aplicamos la definicién de la integral definida tal y como hemos visto en (2.1),

P(t) = P(0) + /Ot P'(t)dt = 2000 + /Ot v(t)dt

y por tanto

t
P(t) = 2000 + / (100ets — 7t — ¢2) dt =
0

coomr 3! T2 3
= 2000 4 [1000e10 — — — —| = 2000 + 1000e10 — — — — — 1000,
2 31, 2 3
asi que finalmente
PR R
En particular, si necesitamos conocer el tamano de la poblacién pasados 10 dias tendremos que
7-102 103
P(10) = 1000 + 100010 — 5 T3 = 3034.95.

2) En el Ejemplo 42 de la pagina 99 en la seccién dedicada a funciones spline, dentro del apartado
dedicado a material adicional, calculamos la funcién B(t) que para cada dia, ¢, proporciona la cantidad de
basuras producidas en cierta ciudad. Tenemos entonces que B(t) expresa en toneladas/dfa la velocidad de
produccién de basura que varfa de un dia a otro. Supongamos que inicialmente (tp = 0) la cantidad de
basuras acumuladas en el vertedero publico era de 3200 toneladas. Pretendemos calcular ahora la funcién
M (t) que nos indique de qué forma se fue llenando el vertedero durante el mes en que se realizé el estudio
que nos llevé al célculo de B(t). A raiz de los comentarios anteriores tenemos que

t t
M(t) = Mo+ [ B(t)dt = 3200+ / B(t)dt.
to 0
Calculamos B(t) como un spline cibico de la forma (aqui admitiremos que la férmula que obtuvimos para
B(t) es vélida también desde to = 0)

pl(t),Si 0 S t S 5,
B(t) =< pa(t),sib <t <17,
ps(t),si 17 <t < 30.
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Puesto que se trata de una funcién definida a trozos, para calcular su integral definida utilizaremos el
apartado i) de la Definicién 33. Distinguiremos tres casos, uno para cada intervalo de definicién de B(t):

Caso 1 (0 <t <5) En este caso tenemos que

t t £2 t 2
/ B(t)dt = / (31 — t)dt = {iﬂt — ] =31t — —.
0 0 2], 2

En particular, fg) B(t)dt = 2.

Caso 2 (5 <t < 17) Ahora dividiremos la integral en dos partes.

¢ 5 t 285 t /6571 47 5 1
B(t)dt= | B(t)dt B(t)dt = == - 2 3 ) dt
/0 ®) /o ®) +/5 ®) 2+/5<216 72 72 +216>

— ﬁ+@t7£tzfit3+it4
2 216 144 216 864

En particular, f017 B(t)dt = % 19264 = %'

Caso 3 (17 <t < 30) Procediendo como en el caso anterior,

t 17 t t
813 284668 239251 6326 205
B(t)dt = B(t)dt B(t)dt = —== — t 2 — 3 ) dt
/0 (*) 0 (*) +/17 (*) 2 +/17( 2197 13182 T G501 13182 )

813 n 284668, 239251 , 6326 5 205 ,
2 2197 26364 19773 52728

Reuniendo todos estos cédlculo, finalmente tenemos

31t—tgi, si0<t<5,
M(t) = 3200+ q 2854 057ly  A732 533 4 L34 sih<t<17
sts | Abes, 830251 H6 6328%% 1 205 4 e e
5 T Sior t ~ Seaeal T 1orrsl — marast ST <t <30
3200 + 31t — &, si0<t<5,
_ 6685 | 6571 47 42 5 43 1 44 .
= 6685 4 6571y “4T42 5434 144 si5<t<l17,
TH3 |, Fedbes, *330051 26 632804 205 14 .
5 T 5197t~ Seaea Ut tormal” — samest o S117 <t <30

Esta es finalmente la funcion de basuras acumuladas a lo lardo del tiempo. En cada instante t nos proporciona
la cantidad de deshechos almacenados en el vertedero ptublico.

Véase que la funcién M (t) es un spline de grado cuatro y como consecuencia del Teorema Fundamental
del Célculo, puesto que B(t) es continua, M(t) es derivable en todos los puntos y M'(t) = B(t). Ademas,
B(t) es un spline cubico de grado tres y clase 2 por lo que, en realidad, M () es una funcién tres veces
derivable, es un spline de grado cuatro y clase tres.

Calculo del valor medio de una funcién

Dada una funcién f : [a,b] — R, en principio positiva, sabemos que la integral

/ab flx)dx

es el drea que encierra la funcién sobre el intervalo [a,b]. Podemos preguntarnos si es posible encontrar una
funcién constante g(x) = k que encierre en el mismo intervalo la misma drea que la funcién f. Tenemos que
el area para g es

/abg(x)d:v = /ab kdz = [kt = k(b — a).
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Si queremos que encierre la misma area que f debe cumplirse que

(b—a)z/abf(x)da;:,kzbia/abf(x)dx

Por tanto la funcién constante g(z) = f f(x)dx, encierra la misma drea que f(z). Dicha constante es
lo que suele llamarse valor medio de la f ciéon f.

Definicién 38. Dada una funcion f : [a,b] — R, llamamos valor medio de la funcidn a la cantidad
1 b
= | fays

Ejemplo 39. Durante los 365 dia de un ano, la cantidad de centimetros ciibicos de lluvia recogidos cada
dia en cierta regién viene dada por la funcién

L:0,365] — R
L(t) = 1+ cos (25t)

de modo que L(t) son los centimetros ciibicos recogidos el dia t. El promedio de lluvia diaria durante ese
aflo sera el valor medio de la funcién L(t) en el intervalo [0, 365] que calculamos del siguiente modo:

1 365 1 % o 1 365 21 \1°%
Promedio de L = Lt)ydt = — 1 dt = — |t+ 2 sen | =Xt =1
romedio €e 365—0/0 (Wt =355 |, ( +COS<365 )) 365 [ Ty e (365 )]0

En media habra llovido un centimetro cibico diario en esta regién.

2.5 DMaterial adicional

2.5.1 Splines de clase superior

En el Capitulo 1 introdujimos el concepto de funcién spline. Recordemos que un spline es una funcién
definida a trozos de modo que las funciones que intervienen en ella son todas polinomios. Cuando el spline es
una funcién continua (en cada punto de cambio de definicién los polinomios a izquierda y derecha alcanzan
el mismo valor en dicho punto) dijimos que era un spline de clase cero. Ahora podemos hablar de splines de
clase superior.

Definicién 40. Un spline de grado r y clase k es una funcion definida a trozos en la que las funciones que
intervienen son todas polinomios de grado a lo sumo r y que ademds es de clase k.

Supongamos que disponemos de la lista de datos (xo, fo), (x1, f1), - - -, (T, fx). Nos planteamos el siguien-
te problema:

a) ;Existe una funcién spline de clase k fijada que interpole esos datos?

b) ;De qué grado hemos de tomar la funcién spline para poder resolver la pregunta a)?

La siguiente propiedad da respuesta a ambos problemas:

Propiedad 41. Dado cualquier conjunto de datos (zo, fo), (x1, f1),-- -, (Tk, fx) y los valores f§, f&, ..., fi €
R, existe una dnica funcion spline, f(x), de clase n y grado n+ 1 con nodos xg,x1,...,xx que interpola en
esos datos y tal que fV(xo) = fi parai=1,....n
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En la propiedad anterior hemos afiadido las condiciones f% (o) = fi,i=1,...,n que hacen que tengamos
unicidad. Usualmente, en lugar de estas condiciones se fijan los valores de ciertas derivadas en el primer y
dltimo nodo. Aqui nos hemos decidido por esta opcién debido a que estas condiciones permiten un calculo
mas sencillo del spline correspondiente.

Si bien la propiedad anterior garantiza la posibilidad de encontrar funciones splines de cualquier clase,
se puede demostrar que las funciones spline de grado impar tienen propiedades de suavidad en sus graficas,
siendo las menos oscilantes en un cierto sentido, lo que las hace preferibles frente a otras elecciones. Asimismo,
ya vimos en el Capitulo 1 los efectos perniciosos del uso de polinomios de interpolacién con grado alto. Todo
ello hace que la opciéon maés utilizada en la practica sea la del spline de grado 3 y clase 2 que se suele
denominar spline cubico.

Supongamos que queremos calcular un spline cubico, f(z), que interpola en los datos (xg, fo), (21, f1),
ooy (@, fr) y tal que f'(xo) = fi vy f(z0) = f. Puesto que el spline cibico es de grado tres, tendra que

ser de la forma
f : [,’Eo, ij] — R
T

pi(z), size<w<an,
p2(z), siz <z <y,
fl@)=4¢ .
pk($)7 si Tk—1 S T S Tk
donde p1,pa,...,pr son todos ellos polinomios de grado tres que habrd que determinar. Si aplicamos la

Propiedad ?? sabemos que se puede calcular las derivadas de f(x) derivando cada uno de los polinomios
que intervienen en su definicién. De este modo,

i [xo, ] — R f" o xe, ) — R
pi(z), sizg <z <, pi(z), sizg<a <y,
/ : /! :
py(w), sixy <w <, y Py (x), stz <z <y,
fllz)=4 . f(z) =
P (), sixp_ <a <. pr(z), sizp_1 <a < ay.

Para que f(x) sea un spline cibico que interpola en los datos dados, debe cumplir tres condiciones:

e f(z) debe interpolar en los datos iniciales y por tanto:

pi(zo) = fo,

e f(x) debe ser una funcién de clase 1. Aplicando la Propiedad ?? sabemos que entonces es
necesario que en cada nodo, x;, los limites por la derecha y por la izquierda de la funcién
derivada coincidan. Es decir,

(D) = Py (@), Vi {1,... .k —1}]

e f(x) debe ser de clase 2. Nuevamente la Propiedad ?? garantiza que esto es cierto cuando
en cada nodo x; las segunda derivadas a izquierda y derecha sean las misma. En otras
palabras,

]pg’(xi) =p/ (z), Vie{l,...,k—1}. ‘

e Deben cumplirse las dos condiciones adicionales,

[P/ (x0) = fo, p"(wo) = 5.

Reorganizando todo esto tenemos que para cada uno de los polinomios py,ps, ..., pr hemos de imponer las
siguientes condiciones:
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e p; es un polinomio de grado tres que debe cumplir:

p1(x0) = fo,
pi(z1) = f1,
2.2
pi(ro) = ff 22)
Py (o) = fo'-
e Parai=2,...,k, p; es un polinomio de grado k que ha de cumplir:

pigl‘i)—l) = fi_1,

pi(z:) = fi,

Pi(xi—1) = pi_1(xiz1), (2.3)
P (i) = D1 (zi—1).

El método para calcular esos polinomios p1, po, ..., px serd el siguiente

Paso 1: Calculamos el polinomio p; a partir de las condiciones (2.2).

Paso i: Las condiciones (2.3) que ha de cumplir p; estdn escritas en términos de p;_;. Una vez calculado
pi—1 podemos utilizar estas condiciones para calcular p;.

Ejemplo 42. A lolargo de un mes se realiza el recuento de la cantidad de residuos que se generan diariamente
en cierta ciudad. Tenemos los datos de algunos dias que exponemos en la siguiente tabla:

Dia Basuras en
toneladas/dia
1 30
5 26
17 22
30 29

Utilizaremos un spline cibico para reconstruir la funcién B(t) que proporciona las toneladas de basuras
producidas el dfa ¢t. Supondremos, en principio de forma arbitraria, que B’(0) = —1 y B”(0) = 0. Puesto
que tenemos cuatro datos utilizaremos un spline con cuatro nodos de la forma

pi(t),sil<t<5
B(t) =< pa(t),sib <t <17
ps(t),si 17 <t < 30

Calculemos los polinomios p1, pa, ps de forma iterativa:

Paso 1: p; serd un polinomio de grado tres y por tanto de la forma p;(t) = a + bt + ct? + dt3. Ademas p;
estard sometido a las condiciones dadas en (2.2) por lo que

p1(1) =30 = a+b+c+d=30 N a =31
p1(5) =26  Sustituyendo a + 5b + 25¢ + 125d = 26 Resolviendo b=-1
p1(0) = =1y calculando b+2c+3d=-1 | sist c=0
p/(0)=0 las derivadas. 2c+6d=0 ¢ sisterha d=

Por tanto p1(t) = a + bt + ct® + dt® = 31 — ¢.

Paso 2: Una vez que conocemos p; podemos calcular p, que nuevamente serd un polinomio de grado dos
y por tanto de la forma po(t) = a + bt + ct? + dt3. En este caso, py estard sometido a las restricciones
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dadas por (2.3). En esas restricciones serd necesario calcular el valor en los nodos de las derivadas del
polinomio anterior p;:

p2(5) = 26 = a+5b+ 25¢ + 125d = 26 . a:%
p2(17) =21 Sustituyendo a+ 17b+ 289¢ + 4913d = 22 . b=—=%
/ Resolviendo (=
ph(5) =pi(5) vy calculando b+ 10c+ 75d = —1 U c=-32
ph(5) =pY(5) las derivadas. 2¢4+30d =0 d— ﬁ

con lo que po(t) = 6251761 — 7t — ft2 + ﬂtg

Paso 3: Finalmente calcularemos ps nuevamente utilizando las condiciones (2.3) y el hecho de que ps ya

es conocido:

pa(17) = 22 = a+ 17b + 289c + 4913d = 22 N a= 22;{%
p3(30) = 21 Sustituyendo ) a -+ 30b + 900c + 27000d = 29 . = 230231
; Resolviendo 6326182
p3( 7) = ph(17) v calculando b+ 34c+867d =1 ol sistema c= o5
p4(17) = p§(17)  las derivadas. | 2c+102d = = ;o2
284668 _ 239251 6326 20
Ast que p3 = 757 e Lt Gaort. — Tatgat -

En definitiva, la funcién B(t) que interpola en los datos dados y que utilizaremos como reconstruccién
de la funcién B(t) es

31 —t, sil<t<9H,
B(t) = 222171——15——152—1—%]16163 sibh<t<17,
4668 ' °2392517, | 63362 205 ;3
2107 13182 ¢ T 501 Taszt 8117 <t <30.

En la gréfica de B(t) podemos observar como efectivamente interpola en los datos iniciales.

2.5.2 Teoremas clasicos de derivacién

Dada una funcién f : [a,b] — R, si f(a) = f(b), su gréfica serd algo del tipo

T
*
a

La intuicién nos indica que, forzosamente, en algin punto intermedio entre a y b la tangente a la funcién
debe ser horizontal. El Teorema de Rolle afirma que esto efectivamente es asi.
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Teorema 43 (Teorema de Rolle). Sea f una funcién continua en un intervalo [a,b] y derivable en (a,b)
entonces si f(a) = f(b) se verifica que existe ¢ € (a,b) tal que

f'(c) =0.

Cuando f(a) # f(b) el razonamiento anterior no es valido pero es ficil formular una versién del Teorema
de Rolle para esta situaciéon. Si f(a) = f(b), la recta que une (a, f(a)), con (b, f(b)) es horizontal y la recta
cuya existencia postula el Teorema de Rolle también debe serlo. Lo que tenemos es que la tangente en algiin
punto es paralela a la recta que une los puntos inicial y final de la gréfica de la funcién. El teorema del valor
medio pone de manifiesto que esta afirmacion es cierta incluso cuando f(a) # f(b).

Teorema 44 (Teorema del valor medio). Sea f una funcidn continua en un intervalo [a,b] y derivable en
(a,b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f(0) = fla) = f'(e)(b—a).
Sabemos que la pendiente, m, de la recta que une (a, f(a)) y (b, f(b)) es la tangente del dngulo que forma

con la horizontal y por tanto
= tan (ﬂb)f(“)> _
b—a

Por otro lado en el punto ¢ € (a,b), la pendiente, m, de la recta tangente serd f'(c) y si despejamos en la
igualdad del Teorema del valor medio tenemos que
) f(0) — f(a)
my = f'(¢c) = ————= =m.
1 f ( ) b—a

En tal caso, la pendiente, m, de la recta que une los puntos inicial y final de la grafica de f y la pendiente
de la recta tangente en el punto ¢ coinciden y ambas rectas son paralelas. Como hemos visto antes esto
constituye una generalizacién del Teorema de Rolle al caso en que f(a) # f(b).

Se suele utilizar el Teorema de Rolle para demostrar que una ecuacién tiene solucién tnica en cierto
intervalo. Supongamos que estamos resolviendo la ecuacién

flz) =0
y que hemos encontrado dos soluciones a y b para esta ecuacién. En tal caso tendremos que
fla)=f(b) =0

y si la funcién satisface las hipdtesis del Teorema de Rolle tendremos que existird un punto intermedio entre
a y b de modo que

f'(e) =0.
Ahora bien, si previamente, por algtin medio, hemos comprobado que la funcién f’ nunca se anula, la ltima

identidad no podra ser cierta en cuyo caso la conjetura inicial de que tenemos dos soluciones de la ecuacién
f(x) = 0 no puede ser correcta de modo que debe haber una unica solucién.
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Ejemplo 45. Veamos que la ecuacion e” 4+ x = 2 tiene una unica solucién. Para ello tomemos la funcién
f(z) =€e* 4+ 2z — 2 y probemos de forma equivalente que f(z) = 0 tiene solucién unica.

Existencia de solucién (Teorema de Bolzano): La funcién f(z) es continua. Si encontramos dos puntos
a 'y ben los que la funcién alcance valores con distinto signo, el Teorema de Bolzano garantizara la existencia
de solucién. Ahora bien, es facil comprobar que

fO)=e"+0-2=1-2<0, v f2) =e*+2-2=¢*>0.

Por tanto debe existir una solucién, ¢, de f(x) = 0 que ademds estard en el intervalo (0,2) (podrfamos
aproximarla por el método de biseccién).

Unicidad de solucién (Teorema de Rolle): Ya sabemos que f(z) = 0 tiene al menos una solucién a
la que hemos llamado c¢. Supongamos que tenemos otra solucién ¢; # c¢. Razonando como antes hemos
indicado, puesto que f(c¢) = 0 = f(c1), podemos aplicar el Teorema de Rolle y afirmar que existe £ entre ¢
y ¢1 tal que

F'©=o.

Sin embargo, f'(z) = e” 4+ 1 y es evidente que
f'(z) >0, Vz € R.

En consecuencia no puede existir esa segunda solucién ¢;. La tinica solucion es la que hemos localizado antes,
c.

2.5.3 Desarrollo de Taylor y McLaurin

Supongamos que queremos encontrar una funcién de forma que en cierto punto xy sus derivadas tomen
sucesivamente los valores fy, f1,..., fx, es decir,

f(@o) = fo, ['(w0) = f1, f(20) = for ooy [ (w0) = fa-

Hay muchas maneras de resolver este problema pero la forma mas sencilla consiste en considerar el siguiente
polinomio:
fn

nl

pn(x):f0+%(1'—$0)+§(13—x0)2+...+

es una solucién a este problema, donde n! =1-2-3---(n—1)-n es lo que se denomina nimero factorial. Es
facil comprobar que

(x —x)" (2.4)

p(x0) = fo, P'(x0) = f1, 0" (x0) = far- ., 0™ (20) = fu-

Tomemos ahora una funcién f : D — R, n veces derivable en cierto punto zy. Supongamos que
unicamente tenemos informacién de la funcién en el punto zq en el conocemos el valor de la funcién, f(zo), y
el de sus n primeras derivadas, f'(zq), f”(x0),. .., f™ (o) {Serd posible reconstruir la funcién f a partir de
esta informacion? Es evidente que esto es imposible pero al menos podemos intentar buscar una funcién los
més parecida posible a f. Como de f solamente conocemos sus primeras derivadas, lo inico que podemos
hacer es conseguir una funcién que coincida con f en esas primeras derivadas y para ello podemos utilizar el
polinomio p,(x) de (2.4) para fo = f(z0), f1 = f'(x0),..., fn = f™(20). Lo que obtendremos es, en cierto
sentido, la mejor aproximacion de f que podemos calcular conociendo solamente sus primeras derivadas en
el punto xy. Ese polinomio es lo que se denomina Polinomio de Taylor de la funcién f en zg.

Definicién 46. Sea f : D — R una funcion de clase C™ en D y sea xg € D. Llamamos polinomio de Taylor
de grado n de f en xqg al polinomio

f'(z0)

n) T
pa(@) = f(xo) + = (2 = w0) + ™ (20)

(m—mo)Q—i—---—i—T(aD—xo)”.

f/l(x())
2!

El polinomio de Taylor de grado n en xg = 0 se denomina también polinomio de McLaurin de grado n.

102



El polinomio de Taylor de una funcién constituye una aproximacion de dicha funcién que presenta la
ventaja de un més facil manejo. La funcién de partida, f(x), podria tener una expresién complicada pero
pr () es siempre un polinomio sobre el que se pueden realizar de forma sencilla la mayoria de los cdlculos. En
ocasiones sera posible sustituir una funcién por su polinomio de Taylor. Sin embargo al tomar el polinomio
de Taylor en lugar de la funcién cometemos un error ya que el polinomio no es exactamente igual que ella.
La siguiente propiedad nos da una expresién del error cometido al realizar esa sustitucién.

Propiedad 47. Sea un intervalo I = (a,b), sea f : I — R una funcion de clase C"*! en I y sea xo € I.
Entonces para cualquier x € I existe un punto real £ situado entre x¢ y x tal que

f' (o)

n) T n+1)
1 f ( 0) (.I—l‘ )n_|_ f (f) (.’E—J}Q)n+1.

f(@) = f(zo) + ol (n+1)!

(x_xo)+...+

A la formula anterior se la conoce como formula de Taylor de grado n de la funcion f en el punto xg.

La formula de Taylor nos proporciona el error cometido al tomar el polinomio de Taylor en lugar de la
funcién. Véase que si llamamos p,(x) al polinomio de Taylor de grado n de f en xq, utilizando la férmula
de Taylor, podemos escribir

(3

n+1
y por lo tanto el error cometido sera
) +1
E,(x) = —x)".
@) = | e )

2.5.4 Integracion por cambio hasta una integral racional

Denotaremos mediante R(a) y R(a,b) a cualquier expresién que se obtiene mediante suma producto y
divisién de las expresiones a y/6 b y de constantes.

Ejemplo 48.
e La expresion
log®(z) 4 2log?(z) + 1
log®(z) — 1
es una expresién de tipo R(log(x)) ya que se obtiene mediante operaciones de suma, producto y divisién en
las que intervienen log(x) y valores constantes.

e La expresién
cos?(z) + 2xcos(z) +

1+ 22 4 2cos?(x)

es una expresién de tipo R(z, cos(z)) ya que se obtiene sumando multiplicando o dividiendo las expresiones
x, cos(x) y valores constantes. Sin embargo no es una expresién de tipo R(z) ni de tipo R(cos(x)).

Para resolver la integral

donde h(x) puede ser alguna de entre



efectuaremos el cambio
t = h(x).

Nota. Una integral del tipo [ R(e”) dz también se puede resolver utilizando el método anterior.

Ejemplos 49.
e +621

1) Calcular / —— dx.

et —1

Se trata de la integral de una expresién del tipo R(e®) y por lo tanto tomaremos el cambio t = e¢* en el
siguiente modo:
er + 623v
——dx =
e? —1

xT x\2 _ T _ tt21
:/e + (&) dx:<2x:e =z 10g(t)>:/ + 1

o _ 1 1dt t—1t

1+1¢ 2
/t—ldt /<+t1) dt =t+2log(t—1)+C
_ < deshaciendo el ) — " 4 2log(e” — 1) + C.

cambio

1 — 2arcsen(z) — arcsen? ()
VI—a2(1+ arcsenz(alc))2

En la integral anterior aparece una funcién del tipo R(arcsen(x)) por lo que haremos el cambio t =
arcsen(z):

2) Obténgase

1 — 2arcsen(z) — arcsen?(z)

V1—a22(1+ aurcsem?(a:))2

t = arcsen(x) 192t ¢2 ;
:<dt\/117da::>dxmdt ) = mmwmdt

ot 42 _
:/1 2% —t dt:/ _2At-) 1N

(1+41¢2)2 (14122 141¢2

—2t 1 1
_/(1+t2)2 dtJFQ/(lJrﬂ)2 dt_/1+t2 dt

t 1

=t*+1)"t+2 (2(1"‘152) + 2arctg(m)> —arctg(x) + C =
_( deshaciendo el \ _ arcsen(z)+ 1
B cambio 1+ arcsen?(x)

dr =

+C.

2.5.5 Integracion de funciones trigonométricas
Estudiaremos en esta seccion el cédlculo integrales del tipo
/R(cos(x),sen(x)) dx,

donde la expresion R tiene el significado que se indica en la pagina 103. Para resolver esta integral tenemos
tres opciones posibles en funcién de las propiedades que tenga la expresion R:
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i) Se dice que la expresién R es impar en sen(x) si se verifica que
R(cos(z), —sen(z)) = —R(cos(x), sen(z)),

lo cual se produce generalmente cuando en R aparecen potencias impares de sen(x).
lizaremos el cambio:

cos(z) =t = = = arccos(t)

-1
dr = dt
V1 —1t2

y ademas tendremos que

cos?(z) +sen?(z) = 1 = sen(x) = /1 — cos?(x) =

sen(z) =1 —1t2|

Ejemplo 50. Calcilese /Sen3(ac) cos* () dx.
Tenemos la integral de una expresién del tipo

R(sen(z), cos(x))

Entonces uti-

que es impar en sen(z) (las potencias de sen(z) que aparecen son impares). Aplicando el cambio

anterior conseguimos:

/sen3(x) cos(z) dx =

3 —dt 2

_ — ) — _ 42 4 - _ 2 4

f(cos(x)ft)f/( 1 t)tm /( 1 t)tdt
tT 5

:*/(142)%4 dt:*/(t“*t‘a) dt ==~ +C

( deshaciendo el ) cos’(z)  cos®(z)
= . = - + C.
cambio 7 )

ii) Se dice que la expresién R es impar en cos(z) si se verifica que
R(— cos(z),sen(z)) = —R(cos(z),sen(x))

lo cual se produce generalmente cuando en R aparecen potencias impares de cos(z).
lizaremos el cambio:

sen(x) =t = x = arcsen(t)
1
dr = ———dt
V1—1t2

y ademas tendremos que

cos?(x) 4+ sen?(z) = 1 = cos(z) = /1 — sen2(z) = | cos(z) = /1 — 12|

dz.

1
Ejemplo 51. Resolver la integral /
cos(x)

Tenemos que

cos(x)
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es una expresion del tipo R(cos(z),sen(z)) impar en cos(z) (las potencias de cos(z) que aparecen son
impares) y por lo tanto utilizaremos el cambio sen(z) = t:

/cosl(x) de =

= (sen(x

)ﬁ)i/ 1 dt 7/ L
S vi—evi-e ) 1=
1 1 1 1 1
o — - ) =<1 1) — = log(t — 1
/2(t+1 tl) dt 20g(t+) 2Og(t )+C

_ ( deshaciendo el ) _ llog (sen(m) + 1) Lo

cambio 2 sen(z) — 1

iii) Independientemente de que la expresién R sea par o impar en sen(z) 6 en cos(x) siempre podremos
aplicar el siguiente cambio que se denomina usualmente cambio general

t =tan (g) = x = 2arctg(t)

2dt

do = 22
TTIre

Utilizando las férmulas trigonométricas habituales, de las ecuaciones del cambio se deducen las siguien-
tes expresiones para cos(x) y sen(z):

1—¢t?

cos(z) = T
2t

sen(x) = e

1
d
1+ cos(z) + 2sen(x) *

Ejemplo 52. Calcular/

/ 1 dr =
1 +cos(z) + 2sen(z)

(t . (z)) / 1 2dt / 1+¢2 2dt
=(t=tan(=)) = =
2 2 2 2 — 2 3
2 1+ =8 1220 T+t 42112 atltt

2t a1
_/2+4t_/1+2t_§10g(1+2t)+c

_ ( deshaciendo el ) _ %log (1 4 2tan (%)) e

cambio

2.5.6 Interpretacion geométrica de la integral definida: el area

La definicion del concepto de area ha constituido un problema de envergadura a lo largo de la historia de las
matematicas. Nosotros no profundizaremos en el aspecto matematico de esa cuestién y nos contentaremos
con admitir que existen ciertos subconjuntos, A C R?, para los cuales puede ser calculada su &rea que
denotaremos como drea(A) y que cumple las siguientes propiedades bésicas:

e El area del recinto encerrado por un rectangulo cuyos lados miden [; y I3 es el producto
Iy - ls.
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e Si AC B, érea(A) < drea(B).
e Si AN B =10, drea(A U B) = drea(A) + drea(B).

Consideremos la funcién f : (a,b) — R en las mismas condiciones del apartado i) de la Definicién 33.
Admitiremos que la funcién f(z) es positiva en todo el intervalo (a,b). Para cada punto = € (a,b), llamemos
A(z) al drea encerrada por la funcién y las rectas verticales que pasan por el punto inicial a y por z.

o~ O ———— -

Es evidente que para cada valor de z € [a,b), el drea A(x) serd diferente, ademds, podemos aceptar que
A(a) = 0 ya que cuando & = a la anchura de la banda considerada serd nula y que A(b) es el drea total sobre
el tramo (a,b). En definitiva, A es una funcién que depende de = definida en el intervalo [a, b],

A:la,b] = R
A(x) = érea encerrada por f en el tramo [a, x].

Tomemos un punto zg € [a,b] y comprobemos si la funcién A(x) es derivable en ese punto. Para ello,
debemos estudiar el limite
A(z) — A(o)

lim
T—Ig r — X
Puesto que la funcién f es continua, tenemos que
lim f(x) = f(zo).
T—XQ
Entonces, elegido € € R, es posible encontrar un tramo a izquierda y derecha de x¢, digamos (zo—§, x¢+0),

en el que los valores de la funcién no se salen de la banda marcada por el intervalo (f(zg) — e, f(zo) + €).
Tomemos x € (xg — J, 29 + ¢) dentro de ese tramo y observemos la gréfica correspondiente,

Es evidente que A(zg) es el drea del tramo de la gréfica con sombreado més oscuro. Por su lado, A(z)
corresponde al area del tramo oscuro junto con el area del tramo sombreado en color mas claro. La diferencia
entre A(z) y A(zo) es justamente ese tramo sombreado en color claro que por tanto tendrd drea igual a
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A(z) — A(xo). Es inmediato que dicho tramo estéd contenido en el rectangulo de base el intervalo (xg,z) y de
altura f(zp)+e¢ y que al mismo tiempo contiene al rectdngulo con base (xg,z) y altura f(z¢) —e. Aplicando
las propiedades que antes hemos fijado para el drea tendremos que

rectangulo de zona de rectangulo de
area base (zo, ) y < é4rea | sombreado | < drea base (zg, ) y
altura f(xg) — ¢ claro altura f(xo) +¢
I
(f(wo) = &)z — o) < A(x) — A(zo) < (f(20) + €)(x — m0)
I
Ax) — Az
flag) —e < A A0 <y e
Xr — X

Puesto que esta misma demostracién es valida para € tan pequefio como deseemos, no es dificil deducir de
aqui que
A(x) — Az
L AG) — Alxo)

T—To T — X9

= f(zo).
Puesto que z( es cualquier punto de [a, b], obtenemos dos conclusiones:
e La funcién A(x), que mide el drea en el tramo desde el punto a hasta el punto x, es derivable
en [a,b].

e La derivada de la funcién A(x) es

A'(z) = f(x), = € [a,b].
Por tanto, A(x) es una primitiva de f(x). Si aplicamos la Definicién 33, sabemos que
/ f(@)dx = A(x) — A(a).

Puesto que A(a) = 0 finalmente deducimos que

Az) = / F2)dz

y la integra definida entre dos puntos proporciona el drea encerrada por la funcién sobre el intervalo deter-
minado por ellos.
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