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2.6 Ejercicios resueltos

Ejercicio 2.1 Calcular la integral

1 1
I:/ xdx/ ydy,
0 x2

intercambiando el orden de integracion.

SoLUCION: El recinto de integracién D (ver figura 2.21) se puede considderar como
un recinto de Tipo I dado por

D:{(x,y)E]RZ:ngg 1,x2<y< 1},
o como de Tipo II expresado de la siguiente forma
D={(x,y) €ER*:0<y<1,0<x< /)

Por tanto,

1 vy 1, 1
I:/ydy/ xdx:f/y dy=-—. O
0 0 2Jo 6

Figura 2.21: Representacion gréfica del recinto D = {(x,y) € R?: 0<x < 1, x> <y < 1}.
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D1

1 | | WA v

(S ra =¥

0 1 0 1

(a) Representacion gréfica del recinto D. (b) Descomposicion en recintos de Tipo II.

Figura 2.22: Recinto D = {(x,y) e R2: 0 <x < 1, {/x <y <2l

Ejercicio 2.2 Intercambiar el orden de integracién en la integral

I:/O1 dx/;f(x,y)dy.

SOLUCION: El recinto de integracién D (ver figura 2.22(a)) es el conjunto
D={(x,y) €ER*:0<x<1, Vx<y<2}.

Observamos que el recinto D (ver figura 2.22(b) puede descomponerse en la forma
D = D, UD;, donde D; es el recinto rectangular

Dy ={(x,y) eR*:0<x<1,1<y<2}
y D5 es un recinto de Tipo II, dado por

DZ:{(x,y)ERZ:OSyS1,0§x§y2}.
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Ademds, int(D; N D,) = 0. Por tanto,

1= [ feydsays [[ fley)asay
o [ renae [Lo [ rwa .

Ejercicio 2.3 Calcular

2 logx
I:/ (x—l)dx/ V' 1+ e dy.
1 0

SOLUCION: El recinto de integracién viene dado por (ver figura 2.23)
D= {(x,y) ceR?: 1§x§2,0§y§10gx}.

Intercambiando el orden de integracidn se tiene que D también puede escribirse como
un recinto de Tipo II:

D={(x,y) eR*:0<y<log2,e <x<2}.

Por tanto,
1:/010g2 \/mdy/yz(x_l)dx:/ologzm<ey_e;y> .
e
:/Ologley\/mdy_;/ologleb'mdy
:/lzmdt—é [(1+€2y)3/2]10g2

0

:%[I\/1+t2+log<t+ 1+t2) ?—é(sﬁ—Z\@)
1 245
_6(\@—\6)+log AR O
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log(2)

y = log(x) x=e

0 1 2

Figura 2.23: Regidn del plano limitada por la curva y =logx y el eje OY en el intervalo [1,2].

Ejercicio 2.4 Calcular

f(-5-5) o

donde D es la region del plano limitada por la elipse de ecuacion 25 + y =1.

SOLUCION: Hacemos el cambio de variables
{:pcose, X:psene.
a b
Mediante este cambio de variables la regién
) 2y
D= {(xy)ER +b2_1}
se transforma en la regién

D*={(p,0)eR*:0<p<1,0<6<2m}

Ademas, ‘%‘ = abp. Por tanto,

xz y2 5
oy - -
//D< = bz) dxdy //D*abp( p?)dpde
2 1 1
:ab/ dG/ p(1—p?)dp = ~nab.
0 0 2

2.3)
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—b
Figura 2.24: Recinto limitado por la elipse 2—2 + Z—z =1.

Observacion 2.6.1 En realidad el cambio de variables dado en (2.3) puede
entenderse como dos cambios de variables consecutivos:

1. El cambio de variables

u==  v=2
a’ b’
transforma la elipse Z—i =+ Z—i = 1 en la circunferencia u” 4+ v?> = 1, siendo
d
(x,y) = ab.
d(u,v)

2. Ahora podemos hacer el cambio a coordenadas polares

u=pcos0, v=psenH.

Ejercicio 2.5 Calcular el volumen de la esfera de radio R haciendo un cambio a
coordenadas esféricas.

SOLUCION: Consideremos la esfera de centro (0,0,0) y radio R, cuya ecuacién
vendrd dada por

x2+y2+Z2 =R

El volumen de la esfera se calcula mediante la integral

V:///W dxdydz,
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siendo W = {(x, y,2) ER3I: X2 +y2 +22 < R2} . Haciendo el cambio de variables a
coordenadas esféricas

x=pcosOseng, y=psenOseng, z=pcosq,
la regién W se transforma en
W ={(p,0,9) eR*:0<p<RO<O<27,0<¢<7}.

9 (x,),2)
d(p.0.9)

27 T R 4
V:/// p2sen¢dpded¢=/ dG/ sen¢d¢/ pldp=-nR. O
W+ 0 0 0 3

Ejercicio 2.6 Calcular el volumen del recinto limitado por el elipsoide

= pZsen¢. Por tanto,

Ademas,

2 2 2
Xy oz
Stmts=1

SOLUCION: Hacemos el cambio de variables
{:pcosﬂsend), %:psenesenq), E:pcosql). 2.4)
a c

Mediante este nuevo cambio de variables, la regioén (representada en la figura 2.25)
2 2
y Z
W= {(x,y, ) eR?: —+b2+— 1}
se transforma en la regién

W ={(p,0,9)eR*:0<p<1,0<0<2r,0<¢ <m}.

Ademas,
Q(x,y,z) 2
———| =abcp”send.
2p,0,0)| P sen?
Por tanto,
v:/// dxdydz:/// abep®sen ¢ dp d6 d¢
w w*
21 T 1 4
:abc/ de/ sen¢d¢)/ p*dp = —mabc. 0
0 0 0 3
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Figura 2.25: Recinto limitado por el elipsoide Z—i + ly)—z + i—z =1

Observacion 2.6.2 Al igual que en la observacién 2.6.1, el cambio de varia-
bles (2.4) puede entenderse como dos cambios de variable consecutivos:

1. El cambio de variables

T S S )
transforma el elipsoide ;‘—2 + X4+ i—z = 1 enlaesfera u? +v2+w? =1, siendo

b2
d(x,,2)
a(u,v,w)

= abc.

2. Ahora podemos hacer el cambio a coordenadas esféricas

u=pcosfsend, v=psenBseng, w=pcos@.

Ejercicio 2.7 Calcular el volumen limitado por el plano z = 0, el paraboloide
z=x*+y* yelcilindrox’> + (y — 1)*> = 1.

SoLUCION: El volumen dendra dado por

V:// zdxdy,
D

siendo D = {(x,y) € R? : x? + (y — 1)* < 1}. Desarrollando la ecuaci6n de la circun-
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ferencia x> + (y — 1)? = 1 se tiene
X2 +y?—2y=0.

Por tanto, aplicando el cambio a coordenadas polares
x=pcos0, y=pseno,

en la expresién anterior, se tiene que p —2p sen @ = 0, luego la circunferencia en
coordenadas polares viene dada por p = 2sen 6, donde 6 € [0, ] (ver la figura 2.26).
Por tanto, la regién D se transforma en

D*={(p,0) eR*:0<p<2senh,0< 0 <7}.

A a(x7y) —_
Ademas, ‘W‘ = p. Por tanto,

//(x +?)dxdy = // pdpde — / de/zsene

Figura 2.26: Recinto limitado por el paraboloide z = x*> +y? y el cilindro x> + (y — 1)> = 1.
Recinto de integracién sobre el plano XY.
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Ejercicio 2.8 Calcular el volumen limitado por la parte comun de los cilindros
x? +y? = a® y x> + 7% = a® situada en el primer octante.

SOLUCION: El volumen vendra dado por (ver figura 2.27)
V= // zdxdy = // Va2 —x%dxdy,
D D

siendo D = {(x,y) € R?: x2 +y? < a?,x >0,y > 0}. Haciendo el cambio a coorde-
nadas polares x = pcos 0, y = p sen 0, la regién D se transforma en

D*:{(p,e)eRz:OSpga,Ogegg}.

Ademas, ’%‘ = p. Por tanto,
z a
// p\/az—pzcoszﬂdpdﬂz/z d9/ p\/a2— pZcos?Bdp
0 0

a zl—sene a (3 1
_?/ cos26 _g/ (Sen6+l+sen9)d9

9 3
ZSen2 ] 2 3

L.\)|Q

B o B
cos 3 +sen 5

[— cos O +

0

Figura 2.27: Interseccién de los cilindros x> +y? = a® y y*> + 2% = a.
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Ejercicio 2.9 Calcular el volumen del cuerpo limitado por la semiesfera de ecua-
cién x? +y? +z2 = a?, con 7 > 0, el cilindro p = acos 8 y el plano z = 0.

SOLUCION: El cilindro p = acos 6 viene dado en coordenadas polares. Para obtener
sus coordenadas cartesianas, multiplicamos a ambos lados de la igualdad por p, es
decir, p? = ap cos 0. Teniendo en cuenta que x> +y> = p? y x = p cos O se tiene que

X+ Yy~ = ax.
Por dltimo, completando cuadrados, el cilindro viene dado por
a\? a\?
( B 2) Ty = (2) '

Se trata por tanto del cilindro que tiene por base la circunferencia situada sobre el
plano z = 0, de centro (%,O) y radio 5. El volumen vendrd dado por

V://dedy:// Va? —x? —yrdxdy,
D D

donde D = {(x,y) eR?: (x— %)2 +y* < ‘Z—z} es la region del plano limitada por la
circunferencia. Cambiando a coordenadas polares, D se transforma en (ver figura
2.28(b))

D*:{(p,e)eRz:nggacose,— §9§§}.

RS

J Ly
3 ((;:739)) ‘ = p. Por tanto,

Ademas,

z acos 6
V:// pVa*—prdpdd = ’ dG/ p\a*—p%dp
D 0

_z
2

__l 2 232 acos 6 __6173 % 34 _i
= 3_7;{(51 p) }0 de = 3 | (sen’ @ 1)-37[. O

SE}

T
2

Ejercicio 2.10 Calcular ||, szy2 dxdy, siendo D la regién limitada por las hipérbo-
las xy =1y xy =2y las rectas y = x e y = 4x, en el primer cuadrante.
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X

(a) Interseccion de la semiesfera y el cilindro.

p = acos(d)

[NSTRESTE 5

y

(b) Regidn de integracion en el plano XY.

Figura 2.28: Interseccion de x* + y* +z2 = a? con z > 0 y el cilindro (x — 2)2 +y? = %.

SOLUCION: Laregién D (ver figura 2.29) es el conjunto

D:{(x,y)ERZ:1§xy§2,x§y§4x}

:{(x,y)E]RZ:ISxySZ, IS)XC§4}.

Haciendo el cambio de variables

u=xy,

v="=,

X

la regién D se transforma en la regién

D ={(u,v) ER*:1<u<2,1<v<4}.

Ademas,
d
) |ax
e
I(xy) |g
Por tanto,

du
dy B
Iy
dy

1

2y

9(x,y)
d(u,v)

2
X

<
== =

2 2 5 1 /%, 41 7
//xy dxdy:// u —dudv:—/ u du/ —dv=-log2. O
D « 2p 2N 1 v 3
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\/y=4x

\xy=2

Xy =1\

Figura 2.29: Regi6n limitada por las hipérbolas xy = 1, xy =2 y las rectas y = x e y = 4x.

Ejercicio 2.11 Sea D la regién limitada por las pardbolas x> = a’y, x2 = b3y,
y>=c*x,y> =d*xcona < by c < d. Calcular el volumen del cuerpo de revolucién
obtenido al girar la regiéon D alrededor del eje OY .

SOLUCION: Puesto que la regién D no atraviesa el eje OY (ver figura 2.30), por el
teorema de Guldin, el volumen de la superficie de revolucién vendrd dado por

V:27r// xdxdy.
D

Por otra parte, la regién D es el conjunto de puntos (ver figura 2.30)
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Esto nos sugiere realizar el cambio de variables

=", v=2, (2.5)

que transforma la regién D en la regién

D*Z{(u,v)ER21a3§u§b3,c3§v§d3}_

Ademas,
du 9 2 2
Awy) o o _| 5 §23¢0$‘wa 1
Tl | | 2 | T3
dwy) | @ |y 2 o(u,v)| 3

Observemos que de (2.5) se tiene u?v = x>, luego x = u?/3v!/3. Asi,

d3
V= 2%//xdxdy— // u?3 1Bdudv-—/ 2/3du/3 VI3 ay

= 20— a ) 0

Figura 2.30: Regién del plano limitada por las pardbolas x*> = a’y, x> = by, y? = ix,
2_ 13
vy =d’x.
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Ejercicio 2.12 Calcular la integral

/ /R (x+y)%e Y dxdy,

donde R es la regién comprendida por las rectas x+y =1, x+y=4,x—y=—1y
x—y=1.

SOLUCION: Laregion R es el conjunto de puntos (ver figura 2.31)
R={(xy) eR*:1<x+y<4 —1<x—y<1},

lo que sugiere el cambio de variables
Uu=x+y, V=x-—Y,

que transforma el recinto R en el recinto

R ={(uy)eR*:1<u<4 -1<v<1}

Ademas,
du 9
oy av| - 9
Iey) g gl 1 —1 d(u,v)| 2
Por tanto,

1 /4 1 21 1
//()H—y)zex_ydxdy: ue’ dudv = 7/ uzdu/ 'dv=—|e——|.0O
R R* 2.1 ~1 2 e

Ejercicio 2.13 Calcular la integral

// x 3 dxdy,
R

donde R es la regi6n limitada por las parabolas y = x?, y = 2x%, y> = x e y* = 3x.
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A

Figura 2.31: Regién del plano limitada por las rectas x+y=1,x+y=4,x—y=—1y
x—y=1.
SOLUCION: Laregion R (ver figura 2.32) es el conjunto de puntos
R={(x,y) eR?: P <y<2x® x<y? < 3x}
2
= (x,y)€R2:1§1§2,1§y—§3 ,
x2 X

lo que sugiere el cambio de variables

que transforma el recinto R en el recinto

R ={(uv)eR*:1<u<2,1<v<3}.

Ademas,
d d 2 1
duy) | & |77 = PP TGS B
Alx,y) | |2 2w x* o(u,v)|  3u?’
dx  dy 2 x
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Figura 2.32: Regién del plano limitada por las parabolas y = x?, y = 2x, y* = x e y> = 3x.

Por otra parte,

w o oy x 3

— = =x".

v xty?

Por tanto,
2 2 3
., 21 1/ 11
dxdy = — —dudv = - d —dv = -log3. O

//Rx y//*v3u2uv3]u]vv30g

Ejercicio 2.14 Realizar en cada caso una representacion de la regién D y un cambio
de variables que la convierta en un rectangulo de lados paralelos a los ejes.

a) D es la regién limitada por las rectas y = x, y = 2x y las circunferencias
x? +y> =4, x> +y?> =9, situada en el primer cuadrante.

b) D={(x,y) e R?: x> +y* —4x—2y+4 < 0}.
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v
y y=2x
9»77
JE— y =X T
] D
*o
X
Lo
N\
+o ©
x 44 — -
o C
\ | |
> \ \
\ \
X 1 2 u

Figura 2.33: Regi6n del plano limitada por las rectas y = x, y = 2x y las circunferencias
X +y?=4yx?+y*=09.

SOLUCION:
a) Laregion D puede escribirse como
D = {(x,y) ER?:x<y<2x,4<x*+y <9}
={y) e 1< <2424y <o},
X
lo que sugiere el cambio de variables

2 2
u==-, V=x"+y,
X

que transforma el dominio D en el dominio D* (ver figura 2.33) dado por

D" ={(u,v) ER*:1<u<2,4<v<9}.

b) En primer lugar, observemos que

x2+y2—4x—2y—|—4: (x—2)2—|—(y— 1)2— 1.
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(X=2+(y-1*=1 -

RN

D*

27 0
Figura 2.34: Regi6n del plano limitada por la circunferencia x> 4+ y> — 4x — 2y +4 = 0.

Por lo que la regién D viene dada por el conjunto de puntos
D={(xy) eR*: (x=2)*+(y—1)* <1},

es decir, es el circulo de centro (2,1) y radio 1.

En este caso, podemos hacer (ver figura 2.34) el siguiente cambio a coordenadas
polares con centro el punto (2,1):

x=2+4+pcosH, y=1+pcosb,
que transforma la region D en la region

D*={(p,0) eR*:0<p<1,0<0 <2}, 0

Ejercicio 2.15 Sea D la regién comprendida dentro de x*> +y? = 1 pero fuera
de x*> 4+ y*> = 2y. Determinar la regién transformada D* mediante un cambio a
coordenadas polares centradas en el punto (0,1).

SOLUCION: La ecuacién x> 4 y? = 2y puede escribirse como
PHy-12=1,

por lo que su grifica serd una circunferencia de centro (0, 1) y radio 1. La regién D
viene representada en la figura 2.35.
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(o= —2sen6) 6 6

Figura 2.35: Regién del plano interior a la circunferencia x> +y? = 1 y exterior a la circunfe-
rencia x> +y* = 2y.

Hacemos el cambio de variables a coordenadas polares con centro en el punto (0, 1),
x=pcos0, y=1+psenb. (2.6)

En este caso, la variable p mide la distancia de un punto P del plano al centro (0,1).
Las ecuaciones de las circunferencias en estas nuevas variables vendran dadas por

» Circunferencia de centro (0,1) y radio 1, es decir, x> 4 (y — 1)> = 1.

Sustituimos las coordenadas polares (2.6) en la ecuacién de la circunferencia,
p2cos’ 0 +pZsen’O =1

de donde, sacando factor comiin p? y teniendo en cuenta la igualdad trigono-
métrica cos? 0 +sen” @ = 1, se tiene que la ecuacién de la circunferenca en
coordenadas polares viene dada por p = 1.

» Circunferencia de centro el origen de coordenadas y radio 1, es decir, x*> +y? = 1.

Como en el caso anterior, aplicamos el cambio de variables (2.6)
p?cos’0+ (1 +psend)’> =1,

despejando p, se tiene que la circunferencia en las nuevas coordenadas, viene
dada por p = —2sen6.

Esto nos dice que cualquier punto P situado en la region D tiene que cumplir que

1<p<—2senb.
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Para determinar el intervalo donde varia el dngulo 6, calculamos los puntos de corte
de ambas circunferencias, es decir, resolvemos el siguiente sistema

X +yt =2y,

sustituimos la segunda ecuacién en la primera y obtenemos 2y = 1. Por tanto,

1 , 1
=- x+—-=1.
y=5 1
Finalemnte, resolviendo la ecuacién de segundo grado para x, se tiene que los puntos
de corte de las circunferencias son <§, %) y (— ?, %)

Dado que arcsen () = Z, el dngulo 6 estaré en el intervalo 7+ Z,27 — Z] =

2
[%”, “Tﬂ . Por tanto, la regién D* viene dada por

7 11
D*:{(p,6)€R2:1§p§—2sen9,67r§9§6%}. O

Ejercicio 2.16 Calcular la integral

// X dxdy,
D

donde D = {(x,y) €R?: x>0,y > 0,x+y < 1}.

SOLUCION: Hacemos el cambio de variables
Uu=x+y, V=Xx—).
Se trata de una aplicacion lineal biyectiva, ya que puede escribirse en forma matricial

u 1 1 X 1 1
()=( 1) 0) domsefy

Al ser una aplicacién lineal, transforma rectas en rectas, luego la imagen de la regién
D puede obtenerse calculando la imagen de cada uno de los vértices de la regién D.

=240,

A(0,0) — A" =T(A) = (0,0),
B(0,1) — B =T(B) =(1,-1),
C(1,0) = C'=T(C)=(1,1).
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Por tanto, el recinto D se transforma en el recinto D* dado por (ver figura 2.36)

D*:{(u,v)ER2:0§u§1,—M§V§M}-

Ademais,
d d
9uy) _ox oy _ :_27&0:’8()@) _!
a(x,y) |4 g—; -1 d(u,v)| 2
Deducimos finalmente que
x—y 1 v 1 1 u v
//em‘dxdy:f// eududv:f/ du/ e« dv
D 2 ) Jp 2Jo —u
2 1 2
ec—1 ec—1
= du = . O
2e /0 e 4e
3! v
T
B(0,1) i C'(1,1)
x+y=1
A(0,0) c1,0) x A'(0,0) i
'(1,-1)

Figura 2.36: Regi6n del plano limitada por la recta x+y = 1 y los ejes coordenados en el
primer cuadrante. Transformacién mediante la aplicacion T'(x,y) = (x+y,x—y)
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Ejercicio 2.17 Siendo R = [0, 1] x [0,1] x [0, 1], calcular

/// dxdydz
(1+x+y+z)3

SOLUCION: El recinto R de integracion es el paralelepipedo

R={(x,52) eR*:0<x<1,0<y<1,0<z<1}.

Por tanto,

/// 1+djiyydjz / / /1+x+y+z) &
2/ /( (I+x+y)> <2+xl+y)2>dy

2 1 32
=- — dx = 71 —. O
2 Jo <x+1 x+2+x+3> °8

Ejercicio 2.18 Sea T el tetraedro acotado por los planos x =0,y =0,z=0y
x+y+z=1. Calcular

/// dxdydz
rVI+x+y+z

SOLUCION: El tetraedro T es el conjunto de puntos (ver figura 2.37)

T—{(x,y,z)E]R3:0§x§1,Ogygl—x,nggl—x—y}.

Por tanto,
dz

/// dxdydz _/ldx/lxd I—x—y

rVI+x+y+z Jo o o Vitx+y+z
1 1—x

:2/ dx/ ﬁf\/1+x+y>d

3/ x+13/2 3x+1>
:%(7\@—8).
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X

Figura 2.37: Region del espacio limitada por el plano x+y+z =1 y los planos coordenados.

Ejercicio 2.19 Hallar

] asare

donde D es la regién acotada por los planos x =0, y =0, z =0, z =2 y la superficie
z=x+y%

SOLUCION: La interseccién de la superficie z = x> 4+ y* con el plano z = 2 da la
circunferencia x> + y* = 2. La proyeccién de esta circunferencia sobre el plano XY
nos permite representar la regién D como el conjunto de puntos (ver figura 2.38)

D= {(x,y,z) ER:0<x<V2,0<y<V2—x2,xX2+)* §z§2}.
Haciendo el cambio a coordenadas cilindricas,

x=pcosO, y=psenb, =12,
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la regién D se transforma en la regién
T
D*:{(p,9,2)6R3:0§p§ﬂ,OgGgE,p2§z§2}.

9(x.y.2)

Ademas, 30p.0.2) = p. Por tanto,
/2 V2 2
///xdxdydz:/// p2cosedpd9dz:/ cosede/ pzdp/ dz
D D* 0 0 p?
V2 82
:/0 pP2-pYdp =5 O

Z

Figura 2.38: Regi6n del espacio limitada por el paraboloide z = x*> +y? y los planos x = 0,
y=0,z=0yz=2.

Ejercicio 2.20 Hallar el volumen del recinto limitado por la esfera x*> +y> +z2 =2z
y el cono x> +y* = z? y que contiene al punto (0,0, 1) en su interior.

SOLUCION: Completando cuadrados, la esfera x> +y? +z> = 27 se expresa como

Py (-1 =1,
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es decir, se trata de una esfera de centro (0,0, 1) y radio 1. Calculamos la interseccién
de dicha esfera con el cono x? +y? = z2, es decir, resolvemos el sistema

Ky =2z,
2y =2,
sustituyendo la segunda ecuacién en la primera, se llega a la ecuacién de segundo
grado z> —z = 0, cuyas soluciones son z =0y z = 1.

= Siz=0, se tine que x*> +y* = 0. Por tanto, el punto de corte es (0,0,0).

= Siz=1, setiene que x>+ y2 =1, es decir, una circunferencia.

Sea W el recinto limitado por la esfera y el cono que contiene al punto (0,0, 1) en su
interior. Haciendo el cambio a coordenadas esféricas

x=pcosOsend, y=psenfsend, Z=pcosy,

tenemos:

i) Aplicando el cambio de coordenadas a la esfera x> + y* + z> = 2z, se tiene que

p> =2pcosg,
que se simplifica como p = 2cos ¢.

ii) Aplicando el cambio de coordenadas al cono x> + y*> = 72, se tiene que
p2 sen’ ¢ = p2 cos’ ¢,
y, simplificando, tan? ¢ = 1. Por tanto, ¢ = T

Laregion W se transforma en la region (ver figura 2.39)

W*:{(p,e,d))ER3:O§p§ZCos¢,0§¢§ ,ogegzn}.

&8

9 (x,,2)
d(p.0.9)

V:///Wdxdydz:///wpzsen¢dpd9d¢

2 /4 2cos ¢ 16 /4
:/ dG/ sen(])d(])/ p2dp:?7r cos®psenpdp =7n. O
0 0 0 0

Ademas, = p2 sen ¢. Por tanto,
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p = 2cos(d)

Figura 2.39: Regi6n del espacio limitada por la esfera x> +y? 472 = 2z y el cono 22 = x> 4 2.
Proyeccién sobre el plano YZ.

Ejercicio 2.21 Calcular la integral

///D(x2 +y?)dxdydz,

siendo D el recinto limitado por el paraboloide x> 4 y? = 2z y el plano z = 2.

SOLUCION: La interseccién del paraboloide x> +y> = 2z con el plano z = 2 viene
dada por

7=2,

es decir, se trata de la circunferencia de centro (0,0,2) y radio 2 situada sobre el plano
z = 2. Por tanto, el recinto D es el conjunto de puntos

1
D= {(x,y,z) eR?:0<x?+y* <4, E(xz—i—yz) <z< 2}.
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Haciendo el cambio a coordenadas cilindricas
x=pcos0, y=pseno, =12,

el recinto D se transforma en el recinto

1
D*:{(p,@,z)€R3:0§p§2,0§6§27r,§p2§z§2}.

Ademés, ‘ 59 ((:’Z’ZZ)) = p. Por tanto,
///(x2+y2)dxdydz=// p3dpd6dz
D D
2 2 2 1
:/ de/ p3dp/ dz = 2O O
0 0 1p? 3

Figura 2.40: Regién del espacio limitada por el paraboloide 2z = x*> +y? y el plano z = 2.

Ejercicio 2.22 Calcular [[[,(x*> —y+z)dxdydz, siendo D el recinto limitado por
los planos x =0,y =0, z =0, x+y = 1 y el cilindro parabélico z = 2 — x°.

SOLUCION: De acuerdo con la figura 2.41, el recinto D es el conjunto de puntos

D:{(x,y,z)€R3:0§x§1,0§y§1—x,0§z§2—x2}.
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Por tanto,

(x> =y +z)dxdydz = 1dx 1_xdy 2_)62(x2—y+z)dz
///D /0 /0 0

—/1dx/1_x —x4+x2 -2

= A ( - txy y+2> dy

LS, 2 2

Figura 2.41: Region del espacio limitada por los planos x=0,y=0,z=0,x+y=1yel
cilindro parabélico z = 2 — x2.
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Ejercicio 2.23 Calcular

2 P 2
donde D es el recinto limitado por el elipsoide — + 75 + — = 1.
as b* ¢

SOLUCION: Haciendo el cambio de variables

g:pcosesenq), %zpsen@sen(]), %zpcosq),

la regién D se transforma en la regién

D'={(p,0,9)eR*:0<p<1,0<0<27,0< ¢ <7},

Ademas,

‘ 9x%2) = abcp?sen ¢.

dp,6,9)

Por tanto,

2 2 2
///\/1—x—y—zdxdydz:/// aber/T—p2p2sen ¢ dp d6 do
D az br 2 W
27 bid 1 2
:abc/ de/ sen¢d¢/ pzx/l—pzdp:%abc. 0
0 0 0

Ejercicio 2.24 Un sélido esté limitado por la superficie z = x> —y?, el plano z = 0
y los planos x = 1 y x = 3. Calcular su volumen usando integracién doble.

SOLUCION: La interseccién de la superficie z = x> — y* sobre el plano z = 0 nos
proporciona

z=0, z=0,
{ ¥ —y>=0. {:){ y==£x.
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La regién de integracién sobre el plano XY (ver figura 2.42(b)) viene dada por
D={(x,y)eR?*:1<x<3,—x<y<x}.

Por tanto, el volumen de la regién podra calcularse como

2_ 2 : Y22 4, 80
//(x —y)dxdy:/ dx [ (x —y)dy:/ —x’dx=—. O
D 1 —x 13 3

z
y=x
1 3
y=-x
X \
b
(a) Representacion espacial (b) Proyeccion sobre el plano XY.

Figura 2.42: Regién del espacio limitada por el hiperboloide z = x> — 2, con z > 0, y los
planos z=0,x=1yx=3.

Ejercicio 2.25 Calcular el volumen del cuerpo limitado por el cilindro z = 5 — 2x2,
los planos coordenados y el plano 2x+y = 1.

SOLUCION: La region de integracion sobre el plano XY, representada en la figura
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2.43, viene dada por

1
D:{(x,y)eR2:0§x§E,Ogygl—Zx}.
Por tanto,
1-2x 3
V= //zdxdy /5 22%) dx/ dy = /(5 2x%) (1 —2x)dx
0
1
2 259
4 3
=[x =S 52 +5x| ==, O
[x 3x +x]0 13

2x+y=1

Figura 2.43: Regi6n del espacio limitada por el cilindro z = 5 — 2x, los planos coordenados
yelplano 2x+y = 1.
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Ejercicio 2.26 Calcular el volumen del cuerpo limitado por el hiperboloide z = xy,
el cilindro parabélico y* = 2x y los planos z =0, x = 0 y x +y = 4 en el primer
octante.

SOLUCION: La region de integracion sobre el plano XY viene determinada por la
interseccién del cilindro y> = 2x y el plano x +y = 4 con el plano z = 0. Dicha
interseccién genera la regién limitada por la pardbola y> = 2x y la recta x +y = 4,
representada en la figura 2.44.

Por tanto, el volumen vendra dado por

2 V2x 4 4—x
V:// xydxdy:/ xdx/ ydy-l-/ xdx/ ydy
D 0 0 2 0

2 1 4
:/ xzdx+—/ x(4 —x)*dx = 6. O
0 2)2

Figura 2.44: Regi6n del espacio limitada por el hiperboloide z = xy, el cilindro y* = 2x y los
planos z =0y x+y = 4. Proyeccién sobre el plano XY.
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Ejercicio 2.27 Sea W el sélido acotado por el cilindro x> +y> = 4 y los planos
z=0yz=4—y.

1. Elegir la integral correcta que representa el volumen V del sélido.
)
a) 4 fy dxfo" T (4—y)dy
Va4—x2
b) zﬁz dx fo o (4—y)dy

¢) 2% dy [V 7 (4—y)dx

2. Evaluar la integral elegida.

SOLUCION: La region W viene representada en la figura 2.45. La interseccion del
cilindro x> 4+ y* = 4 sobre el eje XY nos da la circunferencia de centro (0,0) y radio 2.
Por tanto, la region W es el conjunto de puntos

W ={(x,y,2) ER?: (x,y) €D,0 <z < 4—y},
siendo D el recinto del plano
D={(ry)eR: —2<x<2 —Va-2<y< a2}
={(yeR:—2<y <2, —VaA- P <x< a2},

luego

V= //4 y)dxdy = /dy/m

Ademas, dado que el recinto es simétrico respecto del plano YZ, se tiene que

VzZ/idy/()m(4—y)dx

En consecuencia, la integral correcta es la ¢). Calculamos finalmente
2 V42 2
V=2/ dy/ (4—y)dX=2/ (4=y)V4—ydy
-2 "~ Jo -2
2 2
:8/ \/4—y2dy—2/ yV4—y*dy = 16m7. O
-2 -2
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Figura 2.45: Region del espacio limitada por el cilindro x> 4 y> = 4 y los planos z =0y
z=4—-y.

Ejercicio 2.28 Calcular el volumen del cuerpo comprendido entre el cono z =

X2 +)2 y la semiesfera z = /2 —x2 — y2.

SOLUCION: Sea W el cuerpo comprendido entre la semiesfera y el cono. La intersec-
cion de ambas superficies viene dada por

P4y +2 =2, o =1
K4yt =22, Xyt =1,

es decir, se trata de la circunferencia de centro (0,0,1) sobre el plano z = 1. Su
proyeccion sobre el plano XY da la circunferencia de centro (0,0,0) y radio 1. Por
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tanto, el recinto viene dado por (ver figura 2.46)
W:{(x,y,z)€R3:—1 <x<1,—V1-x2<y<V1—x2
Vil +yr <z < \/2—x2—y2},

por lo que podemos calcular su volumen mediante integracién iterada como

1 V1-x2 2—x2—y?
o o )
w -1 —V1-x2 x2+y?
También puede calcularse haciendo un cambio a coordenadas cilidricas
x=pcosB, y=pseno, =2z
Mediante este cambio de variables el recinto W se transforma en el recinto
W*:{(x,y,z)€R3:O§p§ 1,0<0<2m p<z< \/2—p2}.

9 (x,y,2)
Puesto que ’ (p,02)

2 1 \/2-p?
v:/// dxdydz:// pdpdedz:/ d9/ pdp/ dz.
W W 0 0 0

Asimismo, puede considerarse también el cambio a coordenadas esféricas

= p, se tiene

x=pcosOsend, y=psenOseng, Z=pCcos@.
Observemos que mediante este cambio de variables
» La esfera x> 4y +z2 = 2 viene dada por p? = 2, y simplificando p = /2.
» El cono x? +y*> = 7% se expresa de la forma pZsen® ¢ = p”cos® ¢, y simplifi-
cando tan ¢ = 1, es decir, ¢ = 7.

por lo que la regién W se transforma en
T
W**:{(x,y,z) 0<p gﬁ,ogegzn,0§¢g1}.

9 (x,,2)
d(p.0.9)

V:///W dxdydz:///wwpzsenqbdpded(p

21 V2 m/4 4
:/ de/ pzdp/ sen¢d¢:§(\f2—1)n. O
0 0 0

= pZsen¢. Por tanto,

Ademas,
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Figura 2.46: Regi6n del espacio limitada por la semiesfera z = /2 —x2 —y? y el cono

= VPR

Ejercicio 2.29 Calcular la integral

/ / /W (22 + 209%) dxdyds,

siendo W la region exterior al cono z
conz>0.

> = x> +y? e interior al cilindro x> +y> = 1

SOLUCION: El cilindro y el cono se cortan sobre el plano z = 1 en la circunferencia
x> +y? = 1. Ademis, la regién de integracién sobre el plano XY viene delimitada
precisamente por la circunferencia x> +y? = 1.

Haciendo el cambio a coordenadas cilindricas
x=pcos0, y=pseno, =12,
la region W se transforma en la region

W*={(p,0,2):0<p<1,0<6<2r,0<z<p}.
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Ademis, % = p. Por tanto,
/ / 22(x +9?) drdydz = / / 2:p3dpd6 dz
W W

2r 1 P T
:/ de/ p3dp/ 2zdz = = 0
0 0 0 3

Figura 2.47: Regi6n del espacio exterior al cono z> = x? 4y e interior al cilindro x* +y* = 1.

Ejercicio 2.30 Calcular la integral

[ oearavec
w

siendo W = {(x,y,2) ER?:x? +y*+22 <1, x,y, 2> 0}.

SOLUCION: Laregién W es el interior de la esfera situada en el primer octante (ver
figura 2.48). El cambio a coordenadas esféricas

x=pcosOseng, y=psenOseng, z=pcoso,
transforma W en la regién
<

W*Z{(P,9,¢)€R3:0§p§1,0§9§§,o§¢_g}.
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. d(x,y,2)
Ademis, |55,

/// xyzdxdydz:/// p>cos Bsen B sen’ ¢ cosp dp dO de
14 W

/2 m/2 1 1
:/ cosBsenGdG/ sen3¢cos¢d¢/ p’dp=—. O
0 0 0 48

= p?sen¢. Por tanto

WIS
AN
AN

Figura 2.48: Regi6n limitada por la esfera x> 4+ y? +z> = 1 en el primer octante.

Ejercicio 2.31 Calcular la integral

/// dxdydz
w (22 +y2 +22)3/2

donde W es el sélido acotado por las esferas x*> +y> + 72 = a’® y x> +y*> + 72 = b?
con0<a<b.

SOLUCION: El cambio a coordenadas esféricas

x=pcosOseng, y=psenOseng, z=pcosy,
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transforma la regién W en la regién (ver figura 2.49)

W*={(p.0,9) R :a<p<h,0<0<2m,0<¢<7}.

A a(x7y7z)
Ademas, ‘3(p,9,¢)

M s = [l snospaoas

2r T b1
:/ d9/ sen(l)d(i)/ Edp:47t(logb—loga). O
0 0 a

= p%sen¢. Por tanto,

T

=]
=
—
7
e

Figura 2.49: Regi6n limitada por las esferas x> +y> 422 = a® y x> +y> 4 22 = b.

Ejercicio 2.32 Calcular la integral triple de la funcién f(x,y,z) = 14 (x*> +y?)?
sobre la regién Q limitada por el cono z = \/x%2 +y? y el plano z = 2.

SOLUCION: La interseccién del cono con el plano nos da la circunferencia x> +y> = 4

sobre el plano z = 2. La regién de integracion sobre el plano XY es precisamente la
region W = {(x,y) € R? : x> +y? < 4}.
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El cambio a coordenadas cilindricas,
x=pcos6, y=psen0, 1=z,
transforma la regién W en la regién
W*={(p.0,2) eR*:0<p<2,0<0O<2mp<z<2}.

d(x,y,z
d(p,6 )

/// 2 +y?) )dxdde—/// (1+p*pdpdode
:/OZ”dG/O (1+p4)pdp/p dzz%.

Ademas,

= p, luego

Figura 2.50: Regi6n limitada por el cono z = 1/x2 +y2 y el plano z = 2.

Ejercicio 2.33 Sea D la regién del plano dada por
D={(x,y) ER*:0<*+y?—x<H?+y* < 1,x>0,y>0}.

Calcular el volumen del cuerpo de revolucidn obtenido al girar la regién D alrededor
del eje OY .
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SOLUCION: Observemos que, completando cuadrados en x> 4 y? — x = 0, se tiene

1 2+ , 1
xX—= =-.
2) TV Ty

Esta es la ecuacién de una circunferencia de centro (07 2) y radio 1 5. La region D
viene representada en la figura 2.51. Dado que la regién no atraviesa el eje OY, por el
teorema de Guldin, el volumen del cuerpo de revolucién obtenido al girar dicha region
alrededor del eje OY estd dado por

V:27r// xdxdy.
D

Haciendo el cambio a coordenadas polares
x=pcos0, y=pseno,

se tiene que
» La circunferencia x> +y?> = 1, se expresa como p = 1.
= La circunferencia x> 4+ y> = x, se escribe como p = cos 6.

En consecuencia, la regién D se transforma en la region

D ={(p,6)eR*:cos0<p<1,0<0< 7],
o |20 | _
Ademds, J(p.9)| = P- Por tanto,

1
V= 27r//xdxdy 2ﬂ//pcos€dpd9 / cos0do [ p2dp
Jcos 6

2 3
= 3 A cosG(l—cos 0)do = ;(1—;;) O
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0 = Cos6

Figura 2.51: Regi6n limitada por las circunferencias x*> +y? = 1 y x> +y> —2x = 0.
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