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La asignatura de Ampliacion de Matematicas para el grado de ingenieria, estudia
entre otros apartados, la integracién miltiple (integrales dobles e integrales triples),
Geometria Diferencial (estudio de curvas y superficies) y las integrales de linea y
de superficie. Para una correcta comprension de estos temas es necesario poseer un
conocimiento, si no profundo, si escogido, de la teorfa de funciones de varias variables.

Para trabajar con los dominios de este tipo de funciones necesitaremos una pequefia
iniciacién a la topologia del espacio euclideo que nos permita conocer los conceptos
de conjunto abierto, conjunto cerrado, interior de un conjunto, ..., que tanto aparecen
en toda la bibliografia que el alumno va a encontrar de la asignatura. A lo largo de
estos temas serdn muy frecuentes los casos en que sea necesario derivar funciones de
varias variables y, mds precisamente, derivar la composicion de funciones de este tipo.

Problemas tan sencillos como por ejemplo “Dada una curva C de ecuaciones
implicitas

F(X,)%Z) =0, G(x,y,z) =0,

encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva en un punto no singular de dicha
curva” o el de calcular un jacobiano para un cambio de variables que no venga dado
de forma explicita, necesitan del uso del teorema de la funcién implicita (o de una
consecuencia de él como es el teorema de la funcion inversa). Por tanto, dedicaremos
un breve espacio en este primer tema a ver los enunciados de estos teoremas asi como
a realizar algunos ejercicios sobre este tema.
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1.1 Primeras nociones

1.1.1 Funcién de varias variables

Definicion 1.1.1 Por una funcién de varias variables entendemos una funcién
f:D CR"— R™ que a cada punto X € D le hace corresponder un tinico punto
Y € R™, que notaremos en la forma ¥ = f(X) y que llamaremos imagen del punto
X mediante la funcién f. El conjunto D se llama dominio de la funcién.

Formalmente se indica en la forma

f: DcCR" — R™
X=x1,.0x0) > fX)=(filxryeeesXn)yeees S X1y ooy Xn)),
donde cada f;, i =1,...,m, es una funcién
fi:DCR"—>R

que se llama componente i-ésima de f.

En forma abreviada, una funcién de m componentes se escribe como f = (fi, ..., fin)-

= Ejemplos 1.1.2 — Funciones de varias variables

1. El volumen de un cilindro define una funcién que depende de dos variables: el
radio x y la altura y. Si tomamos D = {(x,y) : x >0, y > 0}, tenemos la funcién

V:D-—5R
(x,y) —V (x,y) = mxy.

2. La funcién

f:]0,2n] — R?
t —> f(t) = (cost,sent),
asocia a cada punto 7 € [0,27] un punto sobre la circunferencia de centro (0,0)
y radio 1.
3. Sea f: D C R® — R? definida por

flxy,z) = (x2+y2+zz,sen(xy)> :

4 Capitulo 1. Introduccién a las funciones de varias variables
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con D = {(x,y,z) € R3: x # y}. Las componentes de f son:

sen(xy)
x—y

fl(x,y,z):x2+y2+zz, fZ(xay’Z):

4. Sea f: R? — R? definida por f(x,y) = (x?,y%,x*> —y?). Las tres componentes

de f vienen dadas por:

flxy)=x* py) =y, Ay =xF -y .

Observacién 1.1.3 El conjunto R” tiene estructura de espacio vectorial si defi-
nimos las operaciones suma y producto por escalares como:

1. Dados X = (x1,...,%,) ER. Y = (y1,...,yn) € R,

X+Y= (xlv"'>xn)+(yla'--ayn) = (xl+yla-'-7xn+Yn)-

2. Dados X = (xq,...,x,) ER", A €R,

A-X=A-(x1,..., %) = (Ax,...,Ax,).

Por esta razon, a las n-uplas X = (x1,--- ,x,) € R" se les denomina vectores.

1) Sim =1 se dice que la funcién f: D C R" — R es una funcién real o
campo escalar de n-variables.

ii) Sim > 1 se dice que la funcién f: D C R" — R™ es una funcion vectorial
o campo vectorial de n-variables y m-componentes.

Sin=1y m> 1, es decir, se trata de una funcién vectorial de una variable, los
conceptos de limite, continuidad y derivabilidad se extienden de manera natural como
en el caso m = 1, considerando cada una de las funciones componentes de f. Mds
concretamente:

Sea f:DCR— R™,

f@) = (f@), f2(1),-, fm(2)),

dondecada f;:DCR—R,i=1,...,m.

1.1 Primeras nociones 5
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» Limite: Para calcular 1im f(¢) basta calcular 1im f;(¢) parai = 1,2,...,m. Ade-
t—to t—1

2

mas,

i 0) = (1m0, Jim (). Jim 1))

11—l 11—y
= Continuidad: La funcién f es continua en a € D si, y solo si, cada una de las
funciones f; es continua en el punto a.

= Derivabilidad: Se dice que f es derivable en el punto a € D si, y solo si, cada
una de las funciones f; es derivable en el punto a. Ademads, se tiene que

fla) = (fia) f2(a),.... fu(a)) -

En este tema tendremos ocasién de comprobar que tales conceptos (limite, continui-
dad y derivabilidad) son un poco mas complicados de tratar para el caso n > 1.

1.1.2 Grdfica de una funcion real de varias variables

Definicion 1.1.4 Sea f: D C R” — R. Se define la grifica de la funcién f como
Gr(f) = {(xl,...,x,,,y) eR": (xq,...,x,) €D, y:f(xl,...,xn)}.

Cuando n = 1, la representacion de la grafica de la funcién nos proporciona una curva
en R2. En el caso n = 2, obtenemos una superficie de R>.

= Ejemplos 1.1.5 — Representacion de la grdfica de una funcién
1. La grifica de la funcién f : [~1,1] — R, f(x) = x?, viene dada por
Gr(f) ={(x,y) eR*: x€ [-1,1], y=x°}.
La representacion gréfica de Gr(f) es una curva en R2? (ver figura 1.1 (a)).
2. Consideremos la funcién f : D — R dada por f(x,y) = x> +y?, donde
D={(x,y) ER*: x> +y* < 1}.
Su grafica es el conjunto de puntos
Gr(f) = {(x,2) € B>: (r,y) €D, 2= +7},

cuya representacion grafica en un sistema de referencia tridimensional determina
una superficie en R3 (ver figura 1.1 (b)). n

6 Capitulo 1. Introduccién a las funciones de varias variables
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(a) Curvay = x2. (b) Superficie z = 2+ yz.

Figura 1.1: Representacion de gréficas.

Nociones de topologia del espacio euclideo

Los dominios mas usuales de las funciones de una variable suelen ser los intervalos,
abiertos o cerrados, propios o impropios. Trataremos de extender estos conceptos
a otros equivalentes para las funciones de varias variables. Para ello dedicaremos
la primera parte de este capitulo a dar una breve iniciacién a la topologia de R"” ya
que necesitamos encontrar unos subconjuntos de R” con las mismas propiedades
universales que dichos intervalos.

Norma euclidea

En la recta real la funcién valor absoluto nos permite medir la distancia entre dos
puntos x,y € R, definiendo

d(x,y) =[x —yl. (1.1)
Para medir la distancia entre dos puntos X e ¥ de R” necesitamos el concepto de

norma de un vector.

Definicion 1.2.1 (Norma euclidea en R”) Se llama norma euclidea de un vector
X = (x1,x2,...,X,) € R" al nimero real

X0 = /o + 5+

1.2 Topologia del espacio euclideo 7
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Observaciones 1.2.2

1. En el caso particular n = 1, la norma euclidea es precisamente el valor
absoluto, dado que

X1 = /8 = .

2. Un vector X € R” se dice unitario si || X|| = 1.

La norma cumple propiedades similares a las del valor absoluto.

Propiedades 1.2.3 (Propiedades de la norma)
i) [|[X||>0,VX e R™.
i) ||X||=0,siysolosi,X =(0,...,0).
i) [|[X+Y| <|X|[+]Y], ¥X,Y € R" (Desigualdad triangular).
iv) |AX]| = |A])IX], VA €R, X € R".

Problema 1.2.4 Probar que para X,Y € R" se cumple que
IX =Y = [lIx] = I¥1l]-

SOLUCION: Partiendo de las igualdades X =Y + (X —Y)eY =X+ (Y —X), la
desigualdad triangular nos dice que

X[ =Y + (X =V)[ < |[Y[|+ X = Y]],
Y[ = 1X+ ¥ =X) [ < [X[|+[[Y = X[ = [X][+ X =Y.

De la primera podemos despejar || X —Y|| > || X|| — ||Y|| y de la segunda || X —Y|| >
1Y || = ||1X||. Deducimos que || X — Y|| serd mayor o igual que |||X||— ||Y |||, como
queriamos probar. O

De manera andloga a (1.1), la norma euclidea en R” nos permite definir la distancia
entre dos puntos X, Y € R" mediante la funcién d : R” x R" — R dada por

dx.¥) =X —¥]. (1.2)

8 Capitulo 1. Introduccién a las funciones de varias variables
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1.2.2 Entornos de un punto

Definicion 1.2.5 Sea x( € R. Llamaremos entorno abierto (o simplemente entorno)
del punto xj a cualquier intervalo de la forma (xo — r,xp +r) con r > 0.

El entorno de radio r de un punto xy € R es un intervalo abierto de R centrado en el
punto xg y puede expresarse como sigue:

(xo—rxo+r)={xeR:|x—x| <r}={xeR:d(x,x0) <r}.

A partir de la expresion anterior, la definiciéon de entorno puede extenderse a R”
simplemente tomando la distancia en R” definida en (1.2).

Definicion 1.2.6 (Bola abierta) Sea X, € R" y r > 0. Se define la bola abierta de
centro Xy y radio r > 0 (entorno de centro Xy y radio r) como:

B,(Xo) = {X € R": | X —Xo|| < r} = {X € R" : d(X, X) < r}.

Asimismo, se define la bola cerrada de centro Xy y radio  como:
B,(Xo) ={XeR": | X —Xo| <r}={X e R":d(X,Xo) <r},
que generaliza el concepto de intervalo cerrado

[Xo—rxo+r]={xeR:|x—xo| <r} ={xeR:d(x,x) <r}.

Observaciones 1.2.7
1. Como d(Xp,Xo) = 0 resulta evidente que Xy € B,(Xp), Vr > 0.
La bola abierta B,(Xj) siempre estd contenida en la bola cerrada B, (Xp).

Paran =1, B,(xo) = (xo —n,xo+r) y Br(x0) = [xo — r,x0 + 1.

e

Para n =2, B,(Xp) es el interior del circulo de centro el punto X y radio r,
mientras que B,(Xp) también incluye a la circunferencia.

b

Paran = 3, B,(Xp) es el interior de la esfera de centro el punto Xy y radio r,
mientras que B,(Xo) también incluye a dicha esfera.

Hemos utilizado el término esfera para hacer referencia a la frontera de la bola
tridimensional, pero podemos generalizar este concepto a cualquier dimension.

1.2 Topologia del espacio euclideo 9
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Definicion 1.2.8 Se define la esfera de centro Xy y radio r, y se denota por S,(Xp),
como el conjunto

S,(Xo) = {X €R": |[X —Xo| = r} = {X € R" : d(X,Xo) = r}.

En el caso n = 2, la esfera de centro Xj y radio r es precisamente la circunfe-
rencia de centro Xy y radio r. De la definicion resulta facil deducir su ecuacién
algebraica. En efecto, si Xo = (x0,y0) y X = (x,y), entonces

XeSX)edX,Xo)=re|X—X|=r<||(x—x0,y—y0)|| =r

& \/(x—xo)2+ (y=y0)2=re (x—x0)> +(—yo)* =r.

De igual forma, para n = 3, la ecuaci6n de una esfera de centro Xo = (xo,y0,20)
y radio r vendra dada por

(x—x0)> 4+ (y = y0)> + (z—20)> = 1.

1.2.3 Frontera de un conjunto
Definicion 1.2.9 (Complementario de un conjunto) Dado un conjunto A C R"
notaremos por A€, y lo llamaremos conjunto complementario de A, al conjunto
A={XeR": X £A},
es decir, A° estd formado por todos los puntos que no pertenecen al conjunto A.

= Ejemplos 1.2.10 — Complementario de un conjunto
1. SiA=[0,2) C R, entonces A = (—o0,0) U[2,4o0).
2. SiB={(x,y) € R?: x> +y> < 1}, entonces B = {(x,y) € R? : x> +-y> > 1}. u
De un modo impreciso, podemos definir la frontera de un conjunto A C R", que

denotaremos por Fr(A), como el conjunto de puntos que sirven de separacion entre el
conjunto A y su complementario, A°.

= Ejemplos 1.2.11 — Frontera de un conjunto

1. SiA=10,2), observamos que los puntos 0 y 2 sirven para separar los conjuntos
Ay A¢, luego Fr(A) = {0,2}.

2. Si B={(x,y) € R?: x> +y> < 1} (ver figura 1.2), entonces el conjunto de

10 Capitulo 1. Infroduccién a las funciones de varias variables
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2D

:1:2+1/2<1

3:2+y2>1

Figura 1.2: Representacion grafica de B = {(x,y) € R? : x> +y> < 1} y B.

puntos que sirven de separacién entre B 'y B¢ es precisamente el conjunto
Fr(B) = {(x,y) e R? : ¥ +y* = 1},

es decir, la circunferencia de centro (0,0) y radio 1. "

Si los conjuntos admiten una representacion grafica en la recta real (cason = 1) o en
el plano (caso n = 2), esta definicidn puede servirnos para identificar de forma clara
la frontera de un conjunto que vendra dada, generalmente, por un conjunto finito de
puntos (en el caso de que A C R) o por un conjunto finito de puntos y/o de curvas en
el plano (en el caso de que A C R?). No obstante, resulta aconsejable dar la definicién
matemadtica.

Definicion 1.2.12 (Frontera de un conjunto) Dado un conjunto A C R” diremos
que el punto X € R” estd en la frontera de A si todas las bolas abiertas de centro X
y radio r (arbitrario) contienen puntos de A y puntos de A€.

A partir de la definicién de frontera de un conjunto, resulta muy facil caracterizar
cuando un conjunto es abierto y cerrado.

Definicién 1.2.13 (Conjunto abierto) Un conjunto A C R” se dice que es abierto
si no contiene puntos de su frontera, es decir,

Aes abierto < A NFr(A) = 0.

1.2 Topologia del espacio euclideo 11
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Observaciones 1.2.14

1. Si un conjunto A no es abierto serd porque contiene puntos de su frontera.
Si quitamos estos puntos obtendremos un subconjunto de A que llamaremos
interior de A. Lo notaremos por int(A), es decir

int(A) = A\ Fr(A).

A los puntos del conjunto int(A) se les llama puntos interiores de A.

2. Por definicidn, se cumple que int(A) C A.

3. Desde un punto de vista préctico, el interior de A se obtiene quitdndole al

conjunto A lo que le sobra para que el conjunto resultante sea un conjunto
abierto. Una consecuencia inmediata de esta observacion es que int(A) es
necesariamente un conjunto abierto. De hecho, resulta evidente que

A es abierto < int(A) = A.
Por tanto, puesto que int(A) es un conjunto abierto, se cumple que

int(int(A)) = int(A).

= Ejemplos 1.2.15

1. Si tomamos A = [0,2) C R, entonces sabemos que Fr(A) = {0,2}. Por tanto,
A no es un conjunto abierto porque contiene puntos de la frontera (ya que
2 € ANFr(A)). Si le quitamos a A los puntos que estdn en la frontera obtenemos,
int(A) =A\Fr(A) = (0,2).
2. SiA={(x,y) € R*:x*+y* < 1}, entonces
Fr(A) = {(x,y) e R® : x* +y* = 1}.
Luego, A no es un conjunto abierto. En este caso,
int(A) = A\ Fr(A) = {(x,y) € R? : x> +y* < 1}.
3. SiA={(x,y) € R?:x+y < 1}, entonces A° = {(x,y) € R? : x+y > 1} (ver
figura 1.3). Luego,
Fr(A) = {(x,y) e R* :x+y=1}.
12 Capitulo 1. Infroduccién a las funciones de varias variables
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Por tanto, A no contiene ningln punto de la frontera y, en consecuencia, A es un
conjunto abierto, por lo que int(A) = A.

N 3r-
N L
N
N
N
N
N
~ 2+
N L
N

- L

~ L

N L

N

1

L ~ x+y=1
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Figura 1.3: Representacion gréfica del conjunto A = {(x,y) € R?: x+y < 1}.

4. El 2 es un punto interior del conjunto A = [1,3) C R. En cambio, 1 € int(A) ya
que 1 € Fr(A). En este caso, int(A) = (1,3).

5. Sea A = B3(0,0) C R?> = {(x,y) € R? : x> +y? < 9}. Los puntos (0,0) y (1,1)
son puntos interiores de A. El punto (3,0) € A pero (3,0) ¢ int(A). En este caso,
se tiene que

int(A) = B;(0,0).

6. SeaA = {(x,y) €R?:0<x < 1,0<y< 1}. Entonces se tiene que

int(A) = {(x,y) ER*:0<x<1,0<y<1}.

7. El conjunto A = {(x,y) € R?: x > 0} es abierto pues A no contiene ningtin
punto de la frontera ya que

Fr(A) = {(x,y) € R* : x =0}

8. SiA = {3} C R, entonces int(A) = 0. .

1.2 Topologia del espacio euclideo 13
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Definicién 1.2.16 (Conjunto cerrado) Un conjunto A C R” se dice que es cerra-
do si contiene todos los puntos de su frontera, es decir,

A es cerrado <% Fr(A) CA.

Observaciones 1.2.17

1. Si un conjunto A no es cerrado serd porque no contiene todos los puntos
de su frontera. Si le afiadimos los puntos de la frontera que no estdn en A
obtendremos un conjunto que contiene a A y que llamaremos adherencia o
cierre de A. Lo notaremos por A, es decir

A=AUFr(A).
A los puntos del conjunto A se les llama puntos adherentes de A.

2. Por definicién, se cumple que A C A.

3. Desde un punto de vista practico, la adherencia de A se obtiene afiadiéndole
al conjunto A lo que le falta para que sea un conjunto cerrado, de donde se
deduce que A es un conjunto cerrado. De hecho, resulta evidente que

Aescerrado & A=A.
Por tanto, puesto que A es un conjunto cerrado, se tiene que
A=A.

= Ejemplos 1.2.18

1. Sitomamos A = [0,2) C R, entonces sabemos que Fr(A) = {0,2}. Por tanto A
no es un conjunto cerrado porque hay puntos de la frontera que no pertenecen a
A (yaque 0 € Fr(A) pero 0 € A). Si le afiadimos a A los puntos de la frontera
que no estdn en A, obtenemos

A=AUFr(A) =[0,2].
2. SiA={(x,y) € R?:x*>+y*> < 1}, entonces

Fr(A) = {(x,y) e R? : x> +y* = 1}.

14 Capitulo 1. Infroduccién a las funciones de varias variables
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A e AN

10.

11.

Por tanto, A es un conjunto cerrado, ya que Fr(A) C A. En este caso,

A=A.

. SiA={(x,y) € R?:x+y < 1}, entonces (ver figura 1.3)

Fr(A) = {(x,y) e R* :x+y=1}.

Por tanto, A no contiene a los puntos de la frontera y, por tanto, A no es un
conjunto cerrado. En este caso,

A=AUFr(A) ={(x,y) eR*:x+y < 1}.

El 3 y el 2 son puntos adherentes al intervalo A = (1,3) C R.
Los puntos (0,0) y (1,0) son adherentes a la bola By (0,0) C R2.

En general, se cumple que B,(Xy) = B,(Xp).
Un intervalo cerrado [a,b] es un conjunto cerrado de R.
La bola cerrada en R" de centro Xy y radio r > 0 es un conjunto cerrado.

Dado en conjunto A = (0, 1], se tiene
int(A) = (0,1), A=[0,1], Fr(A) ={0,1}.

La frontera de la bola B,(Xy) en R2 es la circunferencia de centro Xo y radio r:
C(Xo.r) = $,(X0) = {(x.y) € B+ (x—x0)+ (y—30)* =},

Por otra parte, la adherencia de B,(Xj) es la bola cerrada
B,(Xo) = {(x,y) €R*: (x—x0)*+ (y—»0)* < r°}.

Sea A = {(x,y) € R?: x € R,y > x*}. Entonces,

Fr(A) = {(x,y) € R*: xe R, y=x7},
A=AUFr(A) = {(x,y) €R*: xR, y >},

mientras que int(A) = A, es decir, A es abierto. .

1.2 Topologia del espacio euclideo 15
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Propiedades 1.2.19 (Interior y adherencia)

i) Para cualquier conjunto A C R", se cumple que

int(A) CACA.

11) Dados dos conjuntos A, B C R", se cumple que

a) SiA C B, entonces int(A) C int(B) y A C B.

b) int(A)Nint(B) = int(ANB)

¢) int(A)Uint(B) C int(AUB).

d) ANBCANB

e) AUB=AUB.
iii) Un conjunto A es abierto < A€ es un conjunto cerrado.
iv) Un conjunto A es cerrado < A€ es un conjunto abierto.

v) R"y el conjunto @ son conjuntos abiertos y cerrados.

Observaciones 1.2.20

1. De la propiedad ii.a) se deduce que si A y B son conjuntos abiertos, entonces
AN B es también un conjunto abierto. En efecto, si A y B son abiertos,
entonces int(A) = A e int(B) = B. Por tanto,

ii.a)

int(ANB) = int(A)Nint(B) =ANB,

de donde deducimos que A N B es abierto.

Esta propiedad también se cumple para cualquier interseccion finita de
conjuntos abiertos, es decir, si Aj,A»,...,A; son conjuntos abiertos de R”,
entonces

k
ﬂAi es un conjunto abierto.
i=1

2. Utilizando la propiedad ii.b), puede demostrarse que la unién arbitraria de

16 Capitulo 1. Infroduccién a las funciones de varias variables
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conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

3. Anédlogamente, de la propiedad ii.e) se concluye que si A y B son conjuntos
cerrados, entonces A U B es un conjunto cerrado. Esta propiedad también
se cumple para cualquier unién finita de conjuntos cerrados, es decir, si
A1,A,...,A; son conjuntos cerrados de R”, entonces

k
UA,» es un conjunto cerrado.
i=1

4. Finalmente, a partir de la propiedad ii.d), se puede demostrar que la inter-
seccion arbitraria de conjuntos cerrados es también un conjunto cerrado.

Problemas 1.2.21

1. Probar que si X € B,(Xo) y tomamos r' =r — || X — Xo|| > 0, entonces B,/(X) C
B,(Xp) (ver figura 1.4).

Figura 1.4: B, jx—x,|| (X) € B(Xo)-

SOLUCION: Dado Y € B,/ (X), veamos que Y € B,(Xp) y habremos probado la
inclusion. La condicién Y € By (X) nos dice que || X —Y || </ =r—||X —Xo||,
es decir, || X —Y|| + || X — Xo|| < r. Usando finalmente la desigualdad triangular,
obtenemos que

1Y =Xoll < [[X = Y[} +[IX = Xol| <r,

y, por tanto, ¥ € B,(Xp). O
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2. Dar un contraejemplo que demuestre que la interseccion arbitraria de abiertos
no es necesariamente un abierto.

SOLUCION: Las bolas abiertas B,(Xp) son conjuntos abiertos, sin embargo

() B-(Xo) = {Xo}

r>0

no es abierto. O

3. Dar un contraejemplo que demuestre que el interior de la unién no es la unioén
de los interiores.

3]. Entonces se tiene que, int(AUB) =

SOLUCION: Sea A =[1,2] y B= ]2,
=(1,2)u(2,3) = (1,3)\ {2}. O

(1,3) mientras que int(A) Uint(B

1.2.4 Conjuntos conexos

Definicion 1.2.22 (Conexion por arcos) Sea A C R”. Se dice que A es conexo,
0 mds precisamente conexo por arcos, si para cualesquiera X,Y € A existe una
funcion continua, f: [0,1] = A, con f(0) =Xy f(1)=Y.

Observaciones 1.2.23

1. Informalmente, en el caso n = 2 o n = 3, podemos decir que un conjunto
A es conexo si, dados dos puntos cualesquiera de A, los podemos unir
mediante un trazo continuo sin salirnos de A.

2. Un caso particular de conjuntos conexos por arcos son los conjuntos conve-
x0s. “Un conjunto A C R" se dice convexo si dados dos puntos cualesquiera
X,Y € A, el segmento que los une estd incluido en A”.

Observemos que, para un conjunto convexo A C R” y puntos X,Y € A,
podemos considerar la funcién continua f(¢) = (1 —#)X +1tY, cont € [0,1],
que cumple f(0) =X y f(1) =Y. Esto nos dice que A es conexo por arcos.

= Ejemplos 1.2.24 — Conexion

1. Los intervalos abiertos, cerrados y semiabiertos, ya sean propios o impropios,
de la recta real son conjuntos convexos.

2. SiXp € R"yr>0,entonces la bola abierta B,(Xo) y la bola cerrada B,(Xp) son
conjuntos convexos de R".
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Figura 1.5: Conjunto conexo por arcos.

3. El conjunto A = (1,3) U(5,7) C R no es conexo, pues para unir, por ejemplo,
los puntos 2 y 6 cualquier arco que usdramos no estaria contenido en A.

4. El conjunto A = {(x,y) € R?: 1 <x?+4y*> < 4} es un conjunto conexo pero no

€s un conjunto convexo. "

1.2.5 Conjuntos compactos
Definicion 1.2.25 (Acotacion y compacidad) Un conjunto A C R” se dice
acotado si existe M > 0 tal que || X|| < M paratodo X € A.

Un conjunto A C R” se dice compacto si es cerrado y acotado.

= Ejemplos 1.2.26 — Compacidad
1. El intervalo cerrado [a,b] es un conjunto compacto pues es cerrado y estd
acotado por M = max{|al,|b|}.

2. Labola cerrada B, (Xp) es un conjunto compacto. En efecto, vimos que B,(Xp) es
cerrado en el ejemplo 1.2.18.6, luego bastard ver que es acotado. Si X € B,(Xp),
entonces || X — Xp|| < r, lo que implica que || X|| <M con M = r+ || Xo||.

1.2 Topologia del espacio euclideo 19



Ana M. Lerma, José M. Quesada y Rafael SGnchez

3. El conjunto interior de la elipse de semiejes a y b, dado por

2 2

X Y
A:{(x,y)E]R{Z:;—i-ﬁ<l}7

cona,b > 0, es acotado ya que || X || < méx{|a|,|b|}, VX € A, pero no es compac-
to (basta observar que A no es cerrado ya que, por ejemplo, el punto (a,0) € R?
pertenece a Fr(A) pero no al propio A).

4. El conjunto A = {(x,y) € R?: y < x?} es cerrado pero no es compacto (basta
observar que A no estd acotado). "

1.3 Limites y Continuidad

1.3.1 Limite de una funcion

Como sabemos de primer curso, si f: A CR — R es una funcién real y xo € A, se
dice que f tiene por limite L cuando x tiende a xg si

Ve>0,30>0:x€A,0<|x—xo| <d=|f(x)—L|<e.
Se denota por

lim f(x) = L.
X—UCO

xXEA

Observacion 1.3.1 De la condiciones x € Ay 0 < |x—xg| se sigue que la funcién
f no tiene por qué estar definida en el punto xg.

Con las herramientas de que disponemos, la definicion anterior puede extenderse sin
mucha dificultad a funciones de varias variables, sustituyendo el valor absoluto por la
norma euclidea.

Definicion 1.3.2 (Limite de una funcién de varias variables) Dada una fun-
cion f: D C R" — R™, se dice que f tiene por limite L € R™ cuando X tiende a
Xo € Dsi

Ve>0,30>0:XeD,0< || X —Xo||<d=|f(X)—L| <e.
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En principio, aunque la intuicién nos diga lo contrario, con esta definiciéon una
funcién f : D C R" — R™ podria tener mas de un limite en un punto X, € D.
Veamos que dicha situacién no puede ocurrir, es decir, el limite es tnico.
Para probarlo, por reduccién al absurdo, supongamos que L,L' € R™ son
dos limites distintos de f en Xo y consideremos & = % ||L—L'[| > 0. Usando la
definicion, existirdn 8,8’ > 0 tales que || f(X) —L|| < € para0 < ||X — Xo|| < &,
XeD,y ||f(X)—L| < € para 0 < ||X —Xp|| < &', X € D. Por tanto, si
tomamos 8" = min{§,8'} > 0, tendremos que || f(X) —L|| <e=3|L—L'|y
| f(X)—L'|| < &= 1||L—L'| siempre que || X —Xop|| < §” con X € D. Usando
la desigualdad triangular, obtenemos que

IL=L' < L= FEON+1F(X) =L} < 3l|L= L]+ 3lIL~ L' = |L L',

para cualquier X € D tal que ||X — Xo|| < 6”. Esto nos da una contradiccion,
que proviene de haber supuesto que existen dos limites distintos.

Observaciones 1.3.3

1. Acabamos de ver que el limite, si existe, es Gnico. Por tanto, suele usarse la

siguiente notacion para hacer referencia a él:

lim f(X), o abreviadamente lim f(X),

X—Xq X—Xp
XeD

entendiendo que los puntos X que tomamos tienen que estar en el dominio
de la funcioén f.

En la definicién de limite, f puede estar definida en el punto X o no, aunque
en este ultimo caso X debe estar en la frontera de D.

. Las propiedades del célculo de limites de una variable pueden también

extenderse a funciones de varias variables.

Si fi,f2,...,fm son las funciones componentes de f: U C R*" — R", el
limite de f cuando X tiende a Xj existe si, y s6lo si, existe el limite de cada
una de las componentes de f, en cuyo caso

i 00 = Jim 7). Jim S0, Jim 1,00)).

Por tanto, el calculo de limites de funciones de varias variables se reduce a
calcular limites de funciones escalares.

1.3 Limites y Continuidad
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Problemas 1.3.4

1. Sea f:R® — R definida por f(x,y,z) = x> +y* + z%. Calcular

lim  f(x,y,2).

(x,3,2)—(1,2,3)

SOLUCION: lim  f(x,y,2) = 1> +224+3% = 14. O
(x7y.,z)—>(l,2,3)

2. Sea f : R? — R? definida por f(x,y) = (x,y*,cosx). Calcular

lim X,Y).
(x,y)%(Oal)f( )

SOLUCION: Las tres funciones componentes de f son

fl(xay):xza fZ(xvy):yz’ f3(x,y)zcosx.
Por tanto,
lim f(x,y)=( lim x* lim y*, lim cosx>
(WH(OJ)f( 2 (x,y)—(0,1) (X>Y)‘>(Ovl)y (x,y)—(0,1)
=(0,1,1) O

1.3.2 Limites de funciones de dos variables

En lo que sigue, nos centraremos en el caso particular de funciones de dos variables.
La idea subyacente en el calculo del limite,

Jm f(X),

es observar qué pasa con f(X) cuando tomamos puntos X € D muy préximos a Xj.

En el caso de funciones de una variable esta operacion se simplifica bastante ya que
para tomar valores préximos a un punto xy € R s6lo tenemos dos opciones:

1) Tomar un valor de x muy préximo a xg con x > xg (se dice entonces que nos
acercamos a xg por la derecha y se escribe x — xa’ ).

2) Tomar un valor de x muy préximo a xp con x < xp (se dice entonces que nos
acercamos a xo por la izquierda y se escribe x — x;).
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Ademds sabemos que si ambos limites laterales existen, entonces

lim f(x) =L< lim f(x) = lim f(x)=L.

X—X0 x—xg X=Xy
Es decir, en el caso de que los limites laterales existan pero sean distintos se concluye
que no existe el limite de la funcién.

En cambio, si queremos tomar puntos X = (x,y) € R? muy préximos al punto
Xo = (x0,y0) € R?, tenemos una infinidad de formas distintas de poder hacerlo. Parece
razonable pensar, al igual que ocurria con las funciones de una variable con los limites
laterales, que si existe el limite

Jim f(x)

este sea independiente de la forma en que nos acerquemos al punto Xj.

2

Problema 1.3.5 /Existe lim ermeg

(x.y)—(0,0)

SOLUCION: El dominio de la funcién f(x,y) = % es D =R\ {0,0}. Por tanto,
podemos acercarnos al (0,0) tomando puntos de la forma (x,0) con x — 0. En tal
caso, se tiene
2 2

—lim> = 1.

lim )
(xy)—(0,0) X~ +y x—=0x
y=0

X

De igual forma, podemos acercarnos al (0,0) tomando puntos de la forma (0,y) con
y — 0. En este caso, se obtiene

X

s

lim - =
(x))—=(0,0) X~ +y*  y=0y
x=0

2

Por tanto, concluimos que no existe  lim . O
) x“+y

(x,y)—(0,0

Esta técnica de acercarnos a Xy por direcciones distintas puede ser util para demostrar
que no existe el limite. Sin embargo, no lo es tanto a la hora de probar que existe.
El siguiente ejemplo nos muestra un caso en el que al acercarnos al origen tomando
puntos sobre los dos ejes coordenados se obtiene el mismo resultado pero al hacerlo
tomando puntos sobre la recta y = x éste es distinto.
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Problema 1.3.6 Estudiar la existencia del limite 1im, ,)_, ) f(x,y), siendo

2 2\2
f(x7y>: (ig_,_iz) :

SOLUCION: El dominio de f(x,y) es R?\ {(0,0)}. Si escogemos puntos sobre los
dos ejes coordenados para aproximarnos al punto (0,0) tenemos

2 2\ 2 2\ 2
lim (—y> ~ lim (—y) .
(xy)—(0,0) \ X~ +y y=0\ Y
x=0

Sin embargo, si nos acercamos al (0,0) tomando puntos de la forma (x,x) con x — 0,

se obtiene
2.2 2 0 2
lim (5—5] =lim (5] =0.
(x,y)—(0,0) \ X~ +y x—0 \ 2x
=X
Por tanto, se puede afirmar que no existe el limite. O

1.3.3 Limites direccionales

Supongamos que queremos calcular

lim X,Y).
(x.y) = (x0,y0) fx3)

Una forma fécil de acercarnos al punto (xo,yo) es tomar puntos situados sobre rectas
de la forma y = yo + m(x — xp), siempre que dichas rectas estén contenidas en el
dominio de la funcién f para valores de x proximos a xg. Al limite

lim  f(x,y) = lim f(x,yo +m(x—xo)),
(%)= (x0,0) X X0
y=Yo+m(x—xo)

se le llama limite direccional de f en el punto x.
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De las observaciones anteriores, podemos asegurar que si existe

lim x,y) =1L,
(XJ)H(Xoyyo)f( 2

entonces todos los limites direccionales deben tener el mismo valor L. Este resulta-
do puede servirnos para decidir la NO existencia de limite pero, como se pone de

manifiesto en el siguiente ejemplo, el hecho de que todos los limites direccionales
coincidan tampoco es una garantia de que el limite exista.

Problemas 1.3.7
1. Decidir sobre la existencia de lim 22,
(xy)—(0,0) ¥

SOLUCION: El dominio de la funcién f(x,y) = 175 es el conjunto

D=R*\{(x,y) eR*: x+y#0},

lo que significa que podemos acercarnos a (0,0) tomando puntos situados sobre
cualquier recta de la forma y = mx con m # —1. Para m # —1, se tiene que

Iim Y Iim = .
()= 0,0 X+y x=0x+mx 1+m
y=mx

x—mx 1—m

Como los limites direccionales dependen del valor de m, concluimos que no

existe lim % O
(x)—(0,0) "

2,
2. Estudiar la existenciade 1lim —25.
()= (0.0) ¥

SOLUCION: En este caso el dominio de la funcién es R?\ {(0,0)}. Por tanto,
podemos acercarnos al (0,0) tomando puntos situados sobre cualquier recta
y=mx conm € R. En este caso se tiene que

2 3
B} X mx mx

=lim—F——— =lim—— =
() =(00) X+ +Y2  x=0xt+m2x? x=0x2 +m?
y=mx
Dado que todos los limites direccionales coinciden podria pensarse que existe
el limite de la funcién. Sin embargo, si nos acercamos al punto (0,0) tomando
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puntos situados sobre la paribola y = x?, se obtiene

2 4
X7y X 1
lim ——=Ilim———=<=
)= (0,0) X +32  xm0xt4xt 27
y=x
2
lo que nos lleva de nuevo a asegurar que no existe  lim | xnyyz O

(x,y)—(0,0

1.3.4 Llimites segun una trayectoria

Definicidn 1.3.8 Una curva o trayectoria en R? es una funcién continua y : [a,b] —
R? dada en componentes por

La grifica de la curva es el conjunto I' = {(x(¢),y(t)) € R? : ¢ € [a,b]}.
Una curva y en R? también puede expresarse mediante las ecuaciones
x=x(t),
t €la,b,
o} @b

que se denominan ecuaciones paramétricas de la curva .

Sean f: D C R? — Ry un punto (xo, o) € D. Consideremos una curva y: [a,b] — R?
tal que

1) y(to) = (x0,y0) para algtin valor ty € [a, b], 1o que significa que el punto (xo,yo) €
I", o dicho de otro modo que la curva ¥ pasa por el punto (xo,yo)

2) y que ¥(t) = (x(),y(¢)) € D para valores de ¢ préximos a fo.

Entonces podemos calcular
m  f(x,y) = lim f(x(2),y(1))-

(x,y) = (x0,50) =o
(x,y)er’

A dicho limite se le llama limite de la funcion f en el punto (xo,yo) segiin la trayectoria
dada por la curva T
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= Ejemplo 1.3.9 — Limite segin una trayectoria El dominio de la funcién

x—1

flxy) = ry—1

es D = {(x,y) € R?: x+y—1# 0}. Si consideramos la curva y(t) = (cost,sent),
parat € [0, 7], se tiene que

a) 7(0) = (1,0).
b) La grafica de 7, dada por

I' = {(cost,sent) : t € [0, 7|},

es la semicircunferencia de centro (0,0) situada por encima del eje OX y estd
contenida en D para valores de ¢ préximos a O (ver figura 1.6).

Por tanto, podemos calcular

cost —1 0
1 =1 t H=lim—o> = =
(x, )111(11 O)f(x y) 1mf(cos sen ) zg% cost+sent—1 0
(xy)el"
r Hopltal lim Lﬁnl —0

t—0 —sent + cost

Figura 1.6: Limite segtn dos trayectorias que pasan por el punto (1,0).
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De igual forma, podemos considerar la curva ¥(¢) = (1+1,¢) cont € [—1,0]. Nue-
vamente se tiene que ¥(0) = (1,0) y su gréafica, I, es un segmento de recta contenido
en D para valores de ¢ proximos a 0 (ver figura 1.6). En este caso, se tiene que

t1
Ii =limf(1+7,f) =lim - = .
awﬂmﬁﬁw mf(l+r,1) =lim_ =~
(ry)el

Como hemos encontrado dos trayectorias para las cuales se obtienen limites distintos
concluimos, nuevamente, que no existe el limite de la funcién f en el punto (1,0). =

Cambio a coordenadas polares

Llegados a este punto cabe preguntarse: ;existe alguna forma de asegurar cudndo
existe el

lim x,y) ?
(memﬁ(w

Si al considerar diferentes trayectorias que pasan por el punto (xg,yo), por
ejemplo rectas, pardbolas, curvas en general, etc., obtenemos siempre el mismo
valor del limite, digamos L, podemos “sospechar” que dicho limite existe y
vale L. En este caso, la forma de estar seguro seria aplicar la definicién 1.3.2
(lo cual no resulta aconsejable).

Una alternativa para probar la existencia de limite es realizar el cambio a coordenadas
polares centradas en el punto (xo,yo):

{ X=x0+pcos0, 6 < (0,271,

y=yo+psenb,

tal y como se muestra en la figura 1.7. De las ecuaciones anteriores se deduce que

p=1/(x—x0)2+ (=30,

por lo que (x,y) — (xo0,y0) es equivalente a p — 0.

En la prictica, esto supone que podemos reducir el cdlculo del limite de una funcién
de dos variables al célculo del limite de una funcién de una variable.
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/2 P(X,y)

Yor—-———>""""—"—— —¢- — —

Figura 1.7: Cambio a coordenadas polares centradas en el punto (xp,yo)-

Haciendo el cambio a coordenadas polares se tendré:

, x=xp+pcosO ,
lim X,y) = = lim F(p,0), 1.3
(x,y)—(x0,y0) Jwy) y=Yo+psenb p—0 (p,0) (1.3)
donde F(p,0) = f(xo+pcosB,yo+psenB) es la funcién obtenida al hacer el cambio
de variable en la funcién f(x,y).

Para un valor fijo del angulo 0 € [0,27x], el limite (1.3) es equivalente a
calcular el limite direccional siguiendo la recta y = yg +m(x—xp) con m =tg6.
Observemos que en el caso 8 = %7 se sigue la recta vertical x = xo.

Al calcular el limite (1.3) pueden presentarse dos casos:
Caso 1: El valor de lin}) F(p, 6) depende del angulo 6.
p—

Esto significa que el valor del 1imite depende de la direccién con la que nos acerque-
mos al punto (xp,yo). Concluimos, por tanto, que no existe

lim  f(x,y).

(x.y) = (x0.y0)
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Problema 1.3.10 Mediante un cambio a coordenadas polares, estudiar la existencia

de lim 5.
(x,y)—(0,0) ¥

SOLUCION:

lim W | ¥=poosd ) lim 7p20059sen9 =cosOsenb
(ry)—(00) x2+y2 | y=psen® |  p=0 p? B '

Como el limite depende del valor de 6, podemos asegurar que el limite no existe. [

Caso 2: El valor de lin}) F(p,0) = L no depende del angulo 6 € [0,27].
p—

Esto significa que el valor del limite no depende de la direccién con la que nos
acercamos al punto (xp,yo). ¢ Significa esto que podemos asegurar la existencia del

lim x,y)?
(x.y)=(x0,50) f&)

Desafortunadamente, la respuesta es no, como se pone de manifiesto en el siguiente
problema resuelto.

Problema 1.3.11 Mediante el cambio a coordenadas polares, estudiar la existencia

de lim ==X
© (k) (00) T

SOLUCION:
lim xy | x=pcosO | I p3cos?Osend
(r)—00) X4 +y2 | y=psen® | p—0pcos*0+p2sen2 O

I pcos?Osend
p—0 p2cos* 6 +sen? 6

para cualquier 6 € [0,27]. Podria pensarse que

s

)Czy
lim —2_ =0
(r.3)—(0,0) X* + y?

Sin embargo, si tomamos puntos sobre la pardbola y = x> con x — 0, se obtiene

2 x 1
lim @ —|/——=Ilm———F=_,
()00 ¥ +y? amoxt4xt 2
y=x
lo que nos lleva de nuevo a asegurar que no existe el limite. O
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Resultado 1.3.12 (Condiciones suficientes para asegurar la existencia de
limite mediante el cambio a coordenadas polares)
Supongamos que queremos calcular el limite

p x=x9+pcosB .
lim X,y) = = lim F(p,0),
oo TN =1 Sy pseng | T LERE(P:6)

y que se cumplen las siguientes condiciones:
1) h’n}) F(p,0) = L, independiente del valor de 6 € [0,27].
p—
2) Existe una funcién ¥(p) tal que

IF(p,0)—L| <®¥(p), V6 el0,2n].

3) lim¥(p) = 0.
p—0

Entonces, podemos asegurar la existencia del limite, siendo

lim x,y) = L.
(XJ)‘)(XOaYO)f( 2

Problema 1.3.13 Mediante el cambio a coordenadas polares, estudiar la existencia
P B+2y3
de limxy)00) 75

SOLUCION: Haciendo el cambio a coordenadas polares se tiene

p—0 p

= lim p?(cos® 6 +2sen’ ).
p—0

. 42y} x=pcos6 . p3(cos® 0 +2sen’6)
lim ——= = lim
(c3)—=(00) /X2 +y> | y=psend

Veamos que se cumplen las condiciones dadas en el resultado 1.3.12:
1) L=1im F(p,0) = lim p?(cos® 8 +2sen® @) = 0, para cualquier 6 € [0,27].
p—0 p—0
2) |F(p,0)—L|=|p*(cos® 0 +2sen® )| = p?|cos® 6 +2sen® H| < 3p? =¥(p).
3) lim¥(p) = lim 3p? = 0.
p—0 p—0
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Por tanto, podemos concluir que

lim ——=
(x3)=(0,0) /X2 +y?

El problema resuelto 1.3.13 es un caso particular de una situaciéon mas general
que se presenta con relativa frecuencia cuando se trata de probar la existencia
de limites mediante el cambio a coordenadas polares. Se trata del caso en que

IF(p,0) —L| = D(6)¥(p). (1.4)

En tal caso, para probar la existencia de limite bastara con comprobar que la
funcién ®(0) estd acotada y que

lim ¥(p) = 0.
p—0

Observemos que en el problema 1.3.13 se cumple (1.4) con

®(0) =|cos® 6 +2sen> 0] y ¥(p) = p*.

Resultado 1.3.14 (Un caso particular del resultado 1.3.12) Supongamos que
queremos calcular el limite (1.3) y que se cumplen las siguientes condiciones:

1) lfII(l) F(p,0) = L, independiente del valor de 6 € [0,27].
p—

2) |F(p,0)—L| =®(0)¥(p), donde ®(0) es una funcién acotada para 6 €
[0,27] y W(p) es una funcion tal que

lim ¥(p) = 0.
p—0

Entonces, existe

lim x,y) =L.
(x,y)—>(m-,yo)f( %

En la mayoria de los ejemplos anteriores hemos célculado el limite de una
funcién f(x,y) en el punto (0,0), es decir,

lim X,y).
(x.)—=(0,0) fx3)
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(C6mo calcular el limite de una funcién f(x,y) en un punto cualquiera, es decir,
cémo calcular

Iim x,y) ?
(%)= (x0,0) F(53)

Obviamente, podemos seguir la misma estrategia que hemos utilizado para el
caso (0,0) pero teniendo en cuenta que, por ejemplo, si queremos calcular los
limites direccionales hemos de tomar rectas que pasen por el punto (xo,yo)
y, para el caso del cambio a polares, hemos de utilizar un cambio a polares
centrado en dicho punto. Sin embargo, resulta mas ventajoso realizar un cambio
de variables que reduzca el cdlculo del limite en (x,yo) al caso de un limite en
(0,0). Esto se consigue haciendo el cambio de variables:

y=Y 4. (-

{ x =X +xop,
De (1.5) se tiene que X = x —xp e Y =y — 9, de donde se concluye que
(X7y) - (anyO) — (va) - (050)

Entonces, haciendo el cambio de variables dado en (1.5) se tiene que

Y=XH0 lim  f(X +x0,Y +0).

i = -
m f(-x7y) |: y= Y +yo :| (X,Y)—(0,0)

(x.y)—(x0.0)

232 =3y +4x+6y—1

D ey

SOLUCION: Haciendo el cambio de variable x =X — 1, y=Y + 1, el limite se trans-
forma en

Problema 1.3.15 Estudiar la existencia de lim, )

fm 2x2—3y2+4x+6y—1:[x:X—1]
()= (=1L1) /X2 4 y2 +2x — 2y + 2 y=Y+1
— lim 2X% —3Y? _ [ X =pcos6 }
(X.Y)—=(0,0) /X2 4+ Y2 Y =psenb
= lim p(2cos®> 6 —3sen’0) = 0.
p—0

Para determinar el valor del dltimo limite, hemos usado el resultado 1.3.14 con la
funcion acotada ®(8) = |2cos® 6 — 3sen® 8| y la funcién ¥(p) = p, que tiene limite
cero cuando p tiende a 0. O
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1.3.6 Continuidad

La misma definicion de continuidad para funciones de una variable puede ahora servir
para funciones de varias variables.

Definicion 1.3.16 (Funcion continua) Sean f: D C R" — R™ y X; € D. Deci-
mos que f es continua en Xy si, y sélo si,

lim £(X) = £(Xo)-

X—Xo

Si decimos simplemente que f es continua, queremos decir que es continua en
todo punto de D.

Si f: D CR" — R™ viene dada por
FX) = (fi(X); -, fm(X)),

entonces f es continua en Xy € D si y solo si cada una de las funciones
componentes f; : D C R" — R; (i = 1,...,m) es continua en X.

= Ejemplos 1.3.17 — Contuniudad de funciones

1. La funcién f(x,y) = %(’y‘%) es continua en todo R2.
2. La funcién f(x,y) = ﬁ es continua en todo punto (x,y) # (0,0).

2

3. La funcién f(x,y) = % es continua en R?\ {(0,0)}.

Abhora bien, dado que

lim x,y) =0,
(xay)%(OaO)f( ?)

podemos extender la funcién f de manera que sea continua en todo R?, defi-
niendo £(0,0) =0. .

1.4 Diferenciacion de funciones de varias variables

1.4.1 Derivadas parciales

En el caso de una funcién de una variable f : D C R — R, la derivada de f en un punto
a € int(D) nos mide la variacién de la funcion con respecto a la variable independiente
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cuando nos aproximamos al punto a,

) = tim L =S

x—a XxX—a h—0

flat+h)—fa)
- :

Graficamente, la derivada f”(a) se corresponde con la pendiente de la recta tangente a
la grifica y = f(x) en el punto A = (a, f(a)), como se muestra en la figura 1.8.

flath) |- """""""""""""""" :

y=1f)

f(a~+h)-f(a)

a a+h

Figura 1.8: Intepretacién geométrica de la derivada.

Derivadas parciales de una funcién de 2 variables

Consideremos ahora una funcién f : D — R, donde D C R? y sea (a,b) un punto
interior de D. Como ya hemos indicado al hablar de limites de funciones, en el caso de
funciones de dos variables podemos acercarnos al punto (a,b) por muchos “caminos".
En particular, podemos considerar aproximarnos al punto (a,b) a través de puntos de
la forma (x,b) con x — a (es decir, tomando puntos situados en la recta y = b). En
este caso podemos estudiar la variacién de la funcién de una variable f(x,b) cuando
X — a, es decir, podemos calcular
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Si este limite existe lo llamaremos derivada parcial de la funcion f con respecto a la
variable x en el punto (a,b) y lo notaremos por %(a,b), es decir,
g def f(xub)_f<avb) f(a+h7b)_f(a7b)

8x(a’b):)1cl—r>% xX—a :}1112(1) h '

De igual forma, si nos acercamos al punto (a,b) tomando puntos de la forma (a,y),
con y — b, (es decir, puntos situados en la recta x = a), tendremos una funcién de una
variable, f(a,y), y podemos plantearnos igualmente estudiar
fla,y) — f(a,b) fla,b+h)— f(a,b)

= lim .
y—b y—>b h—0 h

Si este limite existe lo llamaremos derivada parcial de la funcion f con respecto a la
variable y en el punto (a,b) y lo notaremos por %(a,b), es decir,

af def ;. f(a,y)—f(a,b) 1 f(a,b+h)—f(a,b)
Gy (@b) = lim === = lim h '

= Ejemplo 1.4.1 — Derivadas parciales Sea f : R? — R la funcién dada por
flx,y) =2x%* =5y

y supongamos que queremos calcular la derivada parcial %( 1,2), es decir, queremos
calcular la variacion de la funcion f respecto de la variable x en el punto (1,2). Para
ello lo primero que hacemos es fijar la variable y asigndndole el valor y = 2. De esta
forma obtenemos

f(x,2) = 8x* —10.

Observemos que se trata de una funcién de una variable. Pues bien, la derivada parcial
g—f(l, 2) es precisamente la derivada de la funcion f(x,2) en el punto x = 1.

af _ df(x,2) _ _
= (1,2)= deH = 16x],_, = 16.

Si queremos ahora calcular %(1 ,2), el procedimiento es similar. Primero fijamos la
variable x asigndndole el valor x = 1:

f(1,y) =2y* -5y,
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con lo que se obtiene una funcién en la variable y. Entonces, la derivada parcial
%(1 ,2) es la derivada de la funcién f(1,y) en el punto y = 2, es decir,

of oAy |,
512 = =g Jy_2—4y 5),,=3. .

Observaciones 1.4.2

1. Las derivadas parciales representan la variacién de la funcién f en el punto
(a,b) alo largo de los ejes OX y OY, respectivamente. Geométricamente,
las derivadas parciales en un punto (a,b) nos proporcionan la pendiente
de la recta tangente en el punto P(a,b, f(a,b)) a las curvas obtenidas por
la interseccién de la superficie z = f(x,y) con los planos y = b y x = a,
respectivamente (ver figura 1.9).

2. Segun el manual de Matemadticas que utilicemos podemos encontrarnos con
diferentes notaciones para indicar las derivadas parciales de una funcién de
varias variables. Las notaciones m4s usuales son:

0 d
D f(a,b) = fi(a,b) = a—i(a,b), Dyf(a,b) = fy(a,b) = ajyc(a,b).
Z
z = f(z,y)
z:f(:t:,y)
A
v / P 43 Y

X X

Figura 1.9: Interpretacién geométrica de las derivadas parciales de la funcién z = f(x,y) en
el punto (a,b).
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Funciones derivadas parciales

Si f:U CR?> — R (U un conjunto abierto) y las derivadas parciales existen en todo
punto del dominio U, entonces podemos definir las funciones

o .
d d
() — L), (53) — S (),

que denominaremos funciones derivadas parciales de la funcion f.

A efectos de célculo, la funcion % es la funcién derivada de f respecto de la variable

x considerando la variable y como una constante y, andlogamente, la funcién g—{: es la
funcién derivada de f respecto de la variable y considerando la variable x como una
constante.

= Ejemplos 1.4.3 — Funciones derivadas parciales

1. Seala funcién f(x,y) = x?y +y>. Para calcular % suponemos que la variable y

es una constante y derivamos respecto a x,

of
]
ox
Anélogamente, para calcular % consideramos la variable x como una constante
y derivamos respecto a y,
d
of = x> 4 3y%.
dy
2. En la mayoria de los casos para calcular las derivadas parciales de una funcién
en un punto (a,b) bastard evaluar las funciones g—f y ‘;—f parax=aey=>b. Asi,

en el ejemplo anterior, mediante sustitucién directa, podemos evaluar % y ’;—J;
en el punto (1,0).

P d
a{cp(170):2nyx_1:0, 8‘§(1,O):x2+3y2Jx_1:1.

y:O y:()

3. Sin embargo, en otros casos, para calcular las derivadas parciales de una funcién
en un punto, serd necesario aplicar directamente la definicién.
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Consideremos la funcién

v X 0,0
PR By rore si (x,y) # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0).

Para (x,y) # (0,0), se tiene

of @y .y v
ox (2232 T (2 )2 (2 4y2)32
af xy? X X’

Ay (2122 + (32 +y2)1/2 - (2 +y2)3/2°

Observemos que no podemos calcular 2 3 y ay en el punto (0,0), por sustitucién
directa en las expresiones anteriores. Serd necesario, por tanto, recurrir a la

definicién:
af def f(0O+h,0)—£(0,0) 0-0
p— 1/ p— 1, p—
ox (0,0) = h—0 h hlg(l) h 0

af d@ef . f(0,0+h)—f(0,0) . 0-0
8y(0’0)_f1H0 h h—>0 h

Finalmente, podemos escribir las funciones derivadas parciales como

3

y )
If ) rarapnr si®y)#(0,0)
a(xay) - ( 2—’_)}2)3 2
0 si (x,y) = (0,0),
X3 .
A ()= yrpn S EO0
ady "’

0 si (x,y) = (0,0).
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Derivadas parciales de una funcién de » variables

La estrategia utilizada en el ejemplo 1.4.3 puede extenderse facilmente para el calculo
de derivadas parciales de funciones de »n variables.

Problema 1.4.4 Consideremos la funcion f : R3 — R dada por
fley,2) = 28%y° 2 — 52 +3x2’.
Calcular las derivadas parciales de f en el punto (1,0,1).

SOLUCION: 1. Para calcular %(1,0, 1) fijamos las variables y, z asignandoles los
valores y = 0, z = 1. Entonces se obtiene la funcién f(x,0,1) = 3x. Entonces,

af _ df(x,0,1) _
20,1 = S J“ =3

2. Para calcular ‘3—-5(1,0, 1) fijamos las variables x, z asignandoles los valores x = 1,
z = 1. Entonces se obtiene la funcién f(1,y,1) = 2y> — 5y + 3. Entonces,
af df(1,y,1)

2 1,0,1) = —dy—5| o =-5.
ay(7 7) dy Jy_() Y Jy—O

3. Finalmente, para calcular %(1,0, 1) fijamos las variables x, y asignandoles los
valores x = 1, y = 0, obteniéndose la funcién

£(1,0,z) = 32°.
Entonces,
af df(lv()vZ) 2
—(1,0,1) = ————= =9 =0. |
az( [ ) dz i 2 Jz:l

Podemos entonces establecer el concepto de derivada parcial para el caso de funciones
de n variables como sigue:
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Definicion 1.4.5 (Derivada parcial) Sea f: D C R” — R. Se define la deri-
vada parcial de f con respecto a la variable i-ésima, i = 1,...,n, en el punto
(ay,az,...,a,) € int(D) como

af def .. flai,...ai+h,...;an)— flai,...,a,)

ai(ala"'aan) = /1111% h )

en caso de que dicho limite exista.

1.4.2 Matriz derivada

Sea f: D CR" = R"con f(x1,....x,) = (fi(x1,-.s%), v, fm(x1, ..., %)) una funcién
de n-variables y m-componentes. Entonces podemos calcular las derivadas parciales
de cada una de las funciones componentes f;, i = 1,...,m, respecto de cada una de las
variables x;, j = 1,...,n, en un punto X € int(D). De esta forma obtenemos m x n
valores que podemos disponer en forma matricial. El resultado es lo que llamaremos
matriz derivada de la funcién f en el punto X y la notaremos por Df(X).

Definicion 1.4.6 (Matriz derivada) Sea f: D C R" — R” con

Tty xn) = (1 (X1 X))y ooy Srn (X1, o X))

y tomemos Xy € int(D). Si las derivadas parciales gf (Xo) existen parai=1,...,m
J

y j=1,...,n, se define la matriz derivada de f en el punto X a la matriz de orden

m X n dada por
ad d d
M) LX) - FE(X0)
ad d d

af; LX) LX) - FEX)
Df(Xo) = ox; (Xo) i=12,..m — . . .
J j=12,...,n

A fm 9 fm dfm
P x0) G) - F2x0)

= Ejemplos 1.4.7 — Matriz derivada

1. Consideremos la funcién f : R> — R? dada por f(x,y) = (x+y,xy). Las fun-
ciones componentes de f son

filx,y) =x+y, fa(x,y) = xy.
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Entonces,
X
Df(x7y) = afZ
ox

Ifi
dy

afs
dy

()

La matriz derivada de la funcién f en el punto (1,0) vendrd dada por

1 1

pr(10)= ()

>J;‘:5: (é i)

2. Consideremos la funcion f(x,y,z) = (xsenz,ycosz). Las funciones componen-

tes de f son

fl (-xay7z) = Xxseng,

Entonces,
X
Df(xhyﬁz) = afZ
ox

f2(x,y,z) = ycosz.

S
<

9y 9z | (senz O XCcoSz
s 9] \ 0 cosz —ysenz/)’
dy Jz

La matriz derivada de f en el punto Xy = (0,0, ) vendrd dada por

D(0.0.7) = (

1.4.3 Vector gradiente

0 O
-1 0)°

En el caso particular m = 1, la matriz derivada D f(X) es una matriz fila de 1 x n que

recibe un nombre especial.

Definicion 1.4.8 (Vector gradiente) Sea f: D C R” — Ry tomemos X € int(D).

Si las derivadas parciales ng

f(XO) existen para j = 1,...,n, se define el vector

gradiente de f en X, y se denota por Vf (Xp), como el vector

2f

V(Xo) = <axl(Xo)

,...,axn

of

(X0)> :

42

Capitulo 1.

Intfroduccién a las funciones de varias variables



Apuntes de Ampliacién de Matematicas

= Ejemplo 1.4.9 — Vector gradiente Sea f(x,y,z) = xy*. Entonces

_(9F 9 U\ _ (2
Vf_ <axa aya aZ) _(y 72xy70)

Si queremos obtener el vector gradiente en el punto (1, 1,2) basta sustituir,

V£(1,1,2) = (1,2,0). "

1.4.4 Funciones diferenciables

En funciones de una variable, se dice que f es diferenciable en xo, si

i 0= 1 00) = (x=x0) (3

X—XQ X — X0

=0. (1.6)
Este concepto puede generalizarse sin dificultad al caso de funciones de varias varia-

bles utilizando en lugar de f’(x) la matriz derivada D f(Xp).

Definicion 1.4.10 Sea f: D C R” — R™, con D un conjunto abierto. Decimos
que f es diferenciable en Xy € D, si

- If(X) = f(Xo) = (X —Xo) - Df (Xo)" |
X—Xo | X — Xo|

=0. 1.7

Observaciones 1.4.11
1. Df(Xo)" denota la transpuesta de la matriz derivada de f en Xj.

2. El producto matricial (X — Xo) - Df(Xo)? estd bien definido. En efecto,
(X — Xo) es una matriz de orden 1 x n'y Df(Xy)” es una matriz de orden
n x m. El resultado es una matriz de orden 1 x m al igual que f(X)y f(Xo).

3. Puede probarse que si f es diferenciable en el punto Xy, entonces f es
continua en Xj.

A continuaciéon damos algunas propiedades que son similares a las correspondientes
para las derivadas de funciones reales de una variable.
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Propiedades 1.4.12 Sean f,g: D C R” — R™ diferenciables en X € int(D) y
sea A un numero real. De la definicion de funcion diferenciable se deducen las
siguientes propiedades:

1) La funcién f + g es diferenciable en Xy y
D(f +¢)(Xo) = Df(Xo) +Dg(Xo).
ii) La funcién A f es diferenciable en Xj y
D(Af)(Xo) = ADf(Xo).
iii) Sim = 1, entonces la funcién fg es diferenciable en Xp y
D(fg)(Xo) = 8(Xo)Df(Xo) + f(X0)Dg(Xo).

iv) Sim=1y g(Xo) # 0, entonces la funcién f/g es diferenciable en Xy y

Xo)Df (Xo) — f(Xo)Dg (X
D(f) (Xp) = XKD [2)(}(0;}(2 0)Dg(Xo)

Obsérvese que todas las igualdades que aparecen son igualdades matriciales.

Para el caso de funciones reales de una variable, la igualdad (1.6) se puede
poner en la forma

Iim
X—X0 X — _xo

= f'(x0).

Es decir, que se cumpla (1.6) es equivalente a que exista f”(xg). De ahi que, para
funciones de una variable, los conceptos de derivabilidad y diferenciabilidad
sean equivalentes. No ocurre lo mismo en el caso de funciones de n variables:
la existencia de la matriz Df(Xp) no nos asegura que se cumpla (1.7).

Teorema 1.4.13 (Condiciones suficientes de diferenciabilidad) Sea f: D C

R" — R™, con D un conjunto abierto, y sea Xy € D. Supongamos que existen todas

las derivadas parciales gf, i=1,...,m, j=1,...,n,y son continuas en un entorno
J

B, (Xo) C D. Entonces f es diferenciable en X,.
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Problemas 1.4.14

1. Sea la funcion f :R?> — R dada por f(x,y) = 2.7 Demostrar que f es

diferenciable en todos los puntos (x,y) € R2.

SOLUCION: Las derivadas parciales

af (x?+1)seny —2x*seny df  xcosy
ox (x2+1)2 ’ dy x2+1
son continuas en todo R? y, por tanto, f es diferenciable. O

2. Probar que la funcién f : R*> — R definida por

Fley) = )% si (x,y) # (0,0),

0 si (xay) - (070)
admite derivadas parciales en (0,0) y sin embargo no es diferenciable en (0,0).
SOLUCION: En efecto,

of f(0+1,0)—£(0,0)

. 0
5e00) =i FOEET =i =
af . f(070+h)_f(07 ) P 0
3y (0 0) N }l‘)o h N leoﬁ 0

Ahora bien, f no es continua en (0,0) ya que en el problema 1.3.10 vimos que

noexiste lim  f(x,y). Por tanto, f no puede ser diferenciable en (0,0). O
(x,y)—(0,0)

1.4.5 Derivadas direccionales

Definicion 1.4.15 (Derivada direccional) Sea f: D CR" — R y X € int(D).
Dado un vector v € R", se define la derivada direccional de f en el punto Xy segin
la direccidn del vector v como siguiente limite, en caso de que exista,

Dy f(Xo) = 1 lfm f(XothV)*f(Xo)'

||V|| t—0+ t

(1.8)

La derivada direccional Dy f(Xy) mide la variacién de la funcién f en la
direcci6n del vector v. Si Dy f(Xo) > 0, entonces la funcién f crece al tomar
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puntos préoximos a Xy en la direccion del vector v, es decir, puntos de la
forma Xo + ¢v con ¢ suficientemente pequefio y positivo. Por el contrario, si
Dy f(Xo) < 0, entonces la funcién f decrece en la direccién del vector v. El
valor Dy f(Xp) nos da, en definitiva, una magnitud del orden del crecimiento o
decrecimiento de la funcién f en la direccién del vector v.

Un caso interesante se produce cuando Dy f(Xp) = O para cualquier vector
v € R". En este caso, se dice que Xy es un punto critico de la funcién. El
estudio de los puntos criticos es clave para la determinacién de maximos y
minimos locales de la funcién f.

Problemas 1.4.16

1. Calcular la derivada direccional de la funcién f(x,y) = x>y en el punto (1,1)
segiin la direccion del vector v = (1,2).

SOLUCION: Teniendo en cuenta que ||v|| = v/5, aplicando la definicién de
derivada direccional, se tiene

Dyf(1,1) =

AL H(1,2) = £(L )
\@z—m* t

:L lim F(l+1,142t)— f(1,1)
\szam t

b (1+t)2(1+2t)—1zih,m 213 +5¢% + 4t
\@z—m* t \/§I—>0+ t

2. Consideremos la funcion f(x,y)

1im4 -+ 5t + 2+
f[£n++

A O
Vs

= \/x%+y% Probar que para cualquier vector

v = (v1,n) € R? existe la derivada direccional Dyf(0,0) y calcularla.

SOLUCION: Dado que ||v|| = 1/v? +v3, aplicando la definici6n, se tiene

Dy f(0,0) =

1t £(0,0) +1(vi,v2))
2 t—0t t

f(tvi,tv2) = £(0,0)
t

/2.2 1 2.2
vy +1ev;

t

_f(070>

vi+v3

lim
+ V2 t—0t
1

V

Iim
v +v3 107

\lﬁ
\/7
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Usualmente la definicion de la derivada direccional se da en un vector v unitario,
esto es, ||v|| =1, con lo que (1.8) queda en la forma

Dyf(Xo) 1= tim L F ) =/ K0)

t—07t t

Si el vector v no es unitario, se define la derivada direccional de f segun el
vector v como la derivada direccional segtn el vector unitario ﬁ, es decir,

7 (%ot 1) — F%)
Dyf(Xp) := lim .

t—0t t

(1.9)

Si en (1.9) hacemos el cambio de variable ¢ = u/|v|| concluimos que la defini-
cién (1.9) es equivalente a la dada en (1.8). A efectos de cdlculo resulta mas
ventajoso utilizar (1.8).

Una situacion especial se produce cuando tomamos como vector v = e;, donde e; es
el vector unitario de la base canénica de R" dado por

~

e;=(0,0,...,1,...,0) e R".

Si Xo = (aj,ay,...,a,), entonces
Xo +1re;) — f(X
D f(X())_ lim f( 0+ el) f( O)
t—0F t
— iim flay,...;ai+t,....ay) — flai,...,...,an)
t—0* t ’

que coincide con la definicién de la derivada parcial de f respecto de la variable x;
en el punto Xy (ver la definicion 1.4.5), salvo por el hecho de que para la derivada
direccional hay que calcular el limite cuando ¢t — 0" y para la derivada parcial hay
que calcular el mismo limite cuando + — 0. Obviamente, si existe el limite cuanto
t—0 tambien existe el limite cuando ¢ — 0" y ambos deben coincidir. Luego, si
existe a / (Xp), entonces

af

Deif(XO) ax

(Xo)-

Sin embargo, las derivadas direccionales Dy f(X) pueden existir para cualquier vector
v € R" y no existir las derivadas parciales ﬁ(Xo) Por ejemplo, si consideramos la

funcién f : R? — R dada por f(x,y) = \/x2 +y2, hemos probado en el problema
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1.4.16 que las derivadas parciales Dy f(0,0) existen para cualquier vector v € R?. Sin
embargo, las derivadas parciales de f no existen en el punto (0,0). En efecto,
U 0.0 & 1y L0 = 1(0.0) _ V2 _ |

2 (0,0) & = lim ~— = lim
8x(’> hlg(]) h hlg(l)h h—=0 h

Por tanto, % (0,0) no existe, y un célculo similar prueba que tampoco existe ‘;—f; (0,0).

El siguiente resultado establece una relacion entre las derivadas direccionales y las
derivadas parciales en el caso de que la funcion f tenga derivadas parciales continuas
en un entorno del punto Xj.

Teorema 1.4.17 Sea f: D CR" — Ry sea Xy € int(D). Si las derivadas parciales
de f son continuas en un entorno del punto Xy, entonces para cualquier vector
unitario v = (vq,Vvy,...,v,) € R" existe la derivada direccional Dy f(Xp) y, ademads,

af af af
Dy f(Xp) = =— (X — (X X =Vf(Xp) -V,
vf (Xo) o (Xo)v1+ 8x2( 02+ + 8x,,( 0)va = V£ (Xo)
(1.10)

donde “-” denota el producto escalar en R".
Si el vector v no es unitario, podemos aplicar la igualdad (1.10) al vector ﬁ

quedando en la forma

v 1
va(Xo)ZVf(XO)'Mvaf(xo)'V- (1.11)

Problema 1.4.18 Calcular la derivada direccional de la funcion f(x,y) = x>y en el
punto (1,1) segiin la direccion del vector v = (1,2).

SOLUCION: Las derivadas parciales

o _oxy, o ¢,
dx

son continuas en R?, por tanto, dado que el vector v no es unitario, podemos aplicar la
férmula (1.11) para calcular la derivada direccional. En nuestro caso,

(3 _
vi=(Z %) - = v -,
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Por tanto, aplicando (1.11),
1 1 4
Dyf(1,1) = —Vf(1,1)-v 2,1)-(1,2) = —. O
' [Ivil G V5

Si aplicamos (1.11) tomando como vector v =V f(Xp), y teniendo en cuenta
que v-v = ||v||%, se obtiene que la derivada de la funcién f en el punto X
segun la direccién del vector gradiente de f en X viene dada por

Vf(Xo)-Vf(Xo) = [V (Xo)|- (1.12)

1
Dy s(x,)f(X0) = [IV£(Xo) |l

A partir de (1.11) se obtiene directamente que si f : D C R" — R tiene derivadas
parciales continuas en un entorno del punto Xy € int(D), entonces

D_yf(Xo) = —Dyf(Xo), paratodoveR" (1.13)

La desigualdad de Cauchy-Schwarz y (1.11) nos dan el siguiente resultado:

Resultado 1.4.19 Sea f: D CR" — Ry sea Xp € int(D). Si f tiene derivadas
parciales continuas en un entorno del punto Xy, entonces para cualquier vector
v=(vi,v2,...,v,) € R" se cumple que

—[IVf(Xo)|| < Dyf(Xo) < [[V.f(Xo)]l- (1.14)

Finalmente, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1.4.20 (Direccién de crecimiento mads rdpido) Sea f: D CR" —+ R
y sea Xp € int(D). Si f tiene derivadas parciales continuas en un entorno del punto
Xo, entonces se cumple que

1. Si Vf(Xp) =0, entonces Dy f(Xo) = 0, para cualquier v € R".

2. El vector gradiente V f(Xy) nos da la direccion de maximo crecimiento de la
funcion f en el punto X, es decir, el valor maximo de Dy f(Xp) es ||V f(Xo)||
que es, precisamente, la derivada direccional de f en el punto X, segtn el
vector Vf(Xp).

3. Andlogamente, la direccién de maximo decrecimiento de f en el punto Xy vie-
ne dada por el vector —V f(Xp). El valor minimo de Dy f(Xp) es —||V f(Xp)||

1.4 Derivacién 49



Ana M. Lerma, José M. Quesada y Rafael SGnchez

Si aplicamos el teorema 1.4.20 al caso particular de una funcién f : D C R? —
R, donde f es una funcidén con derivadas parciales continuas, y tomamos el
punto (xp,yo) € int(D), entonces el punto P(xg,y0,20) con zo = f(xo,y0) €s
un punto que estd situado sobre la superficie z = f(x,y). El teorema 1.4.20
nos dice que la direccién de descenso mds rapido desde el punto P viene dada
precisamente por el vector —V f(xg, o), es decir, si en el punto P situamos una
bola esta se moveria en la direccién dada por el vector —V f(xq, o).

1.4.6 Regla de la cadena

Para funciones de una variable la propiedad conocida como regla de la cadena nos
decia que si z= f(y) e y = g(x) entonces z = f(g(x)), verificindose que

La siguiente propiedad nos proporciona una generalizacion de la regla de la cadena
para funciones de varias variables.

Resultado 1.4.21 (Regla de la cadena) Sean las funciones g: U C R" — Ry
f:VCR" - RP, conU yV abiertos y tales que g(U) C V.

Consideremos la funcién 4 : U — R" dada por A(X) = (fog)(X) = f(g(X)).

UCR —% sycrrn—L R
X Y =g(X) —— f(g(X))
fog

Supongamos que g es diferenciable en Xp € U y f es diferenciable en Yy = g(Xo) €
V.Entonces h = fog: U C R" — R? es diferenciable en Xy y

Dh(Xo) =D(fog)(Xo) = Df(Yo) - Dg(Xo)

donde “-” representa el producto de matrices.

Noétese que D(f o g)(Xo) representa una matriz de orden p X n mientras que
Df(Yy) es de orden p x m'y Dg(Xp) es de orden m x n, concordando, por tanto,
los 6rdenes de las matrices.
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= Ejemplos 1.4.22 — Regla de la cadena

1. Sean g : R? — R? dada por g(x,y) = (x,y,x> +y*) y f: R?® — R? dada por
f(u,v,w) = (u+v,v—w). Entonces

L,

—

g
(xay) — (x7y7x2+y2)

(x+y,y—x*—)?)
(e, v, w)

(u+v,yv—w)
luego la funcién 4 = fog : R> — R? vendra dada por
h(x,y) = (x+y,y —x* =y).

Observemos que hacer la composicion f o g equivale simplemente a efectuar el
cambio de variable

u=x,

v=y, w=x’+y’

en la funcién f. Comprobemos que se cumple la regla de la cadena:

C(om oamom om\_ (1 1
Dh_(ax dy ox ay>_<_2x 1_2y>7
afi  9fi  If
o (HF B\ (1o
o 3 A 01 —1)°
Ju v ow
g1 da1
ox dy 1 0
Dg=|% %®|=(0 1
dgs dg 2x 2y
ox dy
Finalmente,
1 0
0 1 1
I -1 o 2y 2x 1-2y

2. Sea g : R?> — R? dada por g(r,8) = (rcos8,rsenf) y f : R> — R dada por
f(x,y) = x> +y*. Entonces

(r,6)

N

(rcos@,rsenf)

.

(x7y) — x2+y2
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luego la funcién 4 = fog: R?> — R vendra dada por

h(r,0) =r’.

Observemos que hacer la composicion f o g equivale simplemente a efectuar el
cambio a coordenadas polares

x=rcosH, y=rsenf (1.15)

en la funcién f. Comprobemos que se cumple la regla de la cadena:

__(oh oh _
Dh—(?ﬂ Tel)_(zr 0),
Df:(% %—?):(Zx 2y) (11> (2rcosG 2rsen9),
Do — % % __[cos® —rsenB
§= 132 an ]~ \sen® rcosd )
ar 20
Finalmente,

Df-Dg = (2rcos6 2rsene)-<‘;;’sg ;222“6)9)_(21» 0) = Dh. =

Regla de la cadena. Primer caso particular

Sean g : R — R3, g(t) = (x(¢),y(¢),z(t)) y f:R® — R. Entonces la composicién
h = fog cumple que

dh _df dx df dy If dz _

@ o @ Ty w oz dt—vf(g(f))'g(t)»

donde g'(r) = (X (¢),y'(¢),7/(¢)) y ” denota el producto escalar de vectores.

En efecto, aplicando la regla de la cadena

dx

dr

dr _ _(u dy
& =Dre@) D) = (5 5 %) :
Z

_oras aray ara:
~dxdt dydr  dzdr’
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Problema 1.4.23 Sea g: R — R? dada por g(t) = (t,t*,t%) y sea f : R? — R dada
por f(x,y,z) = x> +y* +72. Verificar la regla de la cadena para f o g.

SOLUCION: Por el camino directo tenemos

h(t) = (fog)(t) = f(8(t) = f(t,,07) = + (©** + (©P)? =+ +-1°,
por lo que

dh
— =2 +45 460,
dr

Por otro lado, utilizando la regla de la cadena se tiene

dh _of dx of dy of d

dr~ 9x dt ' dy dr | dz dr
=2x- 142y 2t + 22312 = 2x+ 4yt + 62> = 21 + 4> +6¢1°. 0

El siguiente caso de la regla de la cadena que vamos a estudiar es, tal vez, el que
mds se nos presente a lo largo del curso. Su aplicacién es itil siempre que realicemos
un cambio de variables en el espacio; por ejemplo, de cartesianas a esféricas o de
cartesianas a a cilindricas.

Regla de la cadena. Segundo caso particular
Sean ahora f : R? - Ry g:R?> = R3 con

g(x,3,2) = (u(x,y,2),v(x,y,2),w(x,y,2)).

Sea i : R* — R la composicién f o g definida por

h(x,y,z) = f(g(x,y,2)) = f(u(x,y,2),v(x,5,2),w(x,y,2)).
Entonces se tiene que

oh_of ou_of av af ow
dx du dx Jdv dx Jdw dx’
oh_of ou of av of ow
dy du dy dv dy dw dy’
oh df 8u+3f av 3f_3w

9z ou 9z Toav 9z Tow oz
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De nuevo, aplicando el caso general de la regla de la cadena tenemos

oh  dh  Jh
Dh(x,y,z):<7; dy Z)(x.yz)

du  Ju  Ju
dx dy 0z
_ <<9f of af) ? % ?
=\ o ow , x Jdy oz
g(xy,2) dw ow  ow

ox Iy 92/ (xy)

Problemas 1.4.24

1. Sig:R3 — R3 definida por g(r,0,z) = (rcos 0,rsen 8,7) representa el cambio
a coordenadas cilindricas y f(x,y,z) = x> +y* + 2% Verificar la regla de la
cadena para F : R? — R dada por F(r,0,z) = f(g(r,0,z2)).

SOLUCION: Por un lado se tiene que

F(r,0,z) = f(g(r,0,2)) = f(rcosO,rsen8,z)

=1r?cos? 0 +r*sen’ 0 + 72 = ¥ + 7°.

resultando
oF oF oF
or " 20 oz~

Por otro lado, aplicando la regla de la cadena

OF _0f 0x Of 0y Of 2
dr dx dr dy dr Jdz Or
=2xcos 0 +2ysen 0 +2z-0 = 2rcos” @ + 2rsen> 6 = 2r,
dF Jdf dx df dy df 9z
90 dx 96  dy 96 ' Jz 96
=2x(—rsen®)+2y(rcos0)+2z-0
= —2r%cosOsen B +2r*senHcos O = 0,
JF df @+af‘g 8f.(9z

- _ ). L - —=2x-04+2y.-0+2z-1 =2z O
9z ox 9z 9y 9z oz 97 NOTHOtzl=X

2. Dadas las funciones g : R* — R?, definida por g(x,y) = (2x*,2y*), v f : R? —
R3, definida por f(u,v) = (u+v,u—v,uv), calcular D(fog)(1,1).
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SOLUCION: Como g(1,1) = (2,2) resulta

:Df(2,2)~Dg(1,1)

D(fog)(l,l)
siendo
1 1 1
Df(2,2)=(1 -1 =({1 —-1],
Vo) 0 2 2
4 0 4 0
Petl- )= <0 4y)(1,1) B (0 4>'
Finalmente,

1 1
4 0
D(fog)un=|(1 -1 '(0 4>— 4 —4
2 2 8 8

3. Aplicar la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales de cada
una de las siguientes funciones:
u(x,y)).
v(x)).
fu(x,y,2),v(x,y),w(x)).

a) 9%, donde h(x,y) = f(x,

b) ¢, donde h(x) = f(x,u(x),
9h 9h v 9k donde h(x,y,z) =

©) G5 Y 5
SOLUCION:
a) Consideremos las funciones
g:R* —R? f:R*—R
(x,y) — (x,u(x,y)), (x,u) — f(x,u).
= f(x,u(x,y)), de donde

= (fog)x,y) = f(g(x,y)) =

Entonces h(x,y) =

oh _(9f 9f\.[ 9 ¥
#)-oroe- (% %)-(2 2)
dx dy
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Por tanto,

oh_of af au

dx dx Jdu dx’

b) Consideremos las funciones
g:R—R? f:R*—R

(x,3,2) — (x,u(x),v(x)), (x,u,v) — f(x,u,v).
Entonces h: R — R, h(x) = (fog)(x) = f(g(x)) = f(x,u(x),v(x)).
Aplicando la regla de la cadena tenemos

981
ox

dh 5

dh e ne_ (or ar ar).| @

o -2 Dg—(m Tu W) En
9g3
dx

af d d
:<% ﬂ ﬁ) ul(x :aii‘_i_aii.u’_i_g.v/_

¢) Consideremos las funciones
g:RP—R3 f:R*—R
(x,3,2) = (u(x,3,2),v(x,y), w(x)), (v, w) — fu,v,w).
Entonces, /& : R3 — R estd dada por
h(x,y,2) = (fog)(x,y,2) = f(g(x,y,2))
= f(u(x,y,2),v(x,y,2), w(x)).
Aplicando la regla de la cadena se obtiene:

oh_af au of ov af du
dx Jdu dx Jdv dx Jw dx’

oh _df du  df v

dy Ju dy  Iv Iy
oh _df du 0
dz  du 9dz
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4. Sea la ecuacion diferencial y = x>y + €. Calcular y" utilizando la regla de la
cadena.

SOLUCION: Observemos que y = y(x). Considerando las funciones f : R? — R,
flx,y)=x*y+e”yg:R—R? g(x) = (x,y(x)), se tiene

Y =Fxy(x) = f(8(x)) = (fog)(x) = h(x),
por lo que aplicando la regla de la cadena,

y//:%:al aifg:aif_i_aifyl
dx Jdx dy dx Jdx dy
y sustituyendo, se obtiene

y' = 2xy +ye” 4 (x* +xeV) (x*y + €2). O

1.4.7 Derivadas parciales de orden superior

Definicion 1.4.25 (Funciones de clase C') Se dice que la funcién f: U C R" —
R, donde U es un subconjunto abierto de R", es de clase C ' si las derivadas
parciales

9f
8x,~

,i=1,...,n,
existen y son continuas en cualquier punto de U.

La derivada parcial de las funcién %, respecto de la variable x;, j=1,...,n, en
1
caso de que exista, se denomina derivada parcial de segundo orden de la funcién f

respecto de las variables x;, x; y se denota por %, es decir,
JjoAi
Pf wr 9 (f
8xj8x,~ 8xl- 8xj .

Sii = j, se llaman derivadas parciales iteradas y, si i # j, derivadas parciales mixtas.

» Ejemplo 1.4.26 Sea f(x,y) = e*cosy. Entonces, se tiene que

a X af X
a = € CO8Yy, aiy = —e seny
*f o f . 2*f . 2*f x
W =€ COoSY, TyZ = —e COo8Y, m = —e seny, m = —e seny.
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Definicidon 1.4.27 (Funciones de clase C?) Si todas las derivadas parciales de
segundo orden de la funcion f respecto de las variables x;, x;, i, j = 1,...,n, existen
y son continuas en un abierto U de R”, entonces se dice que f es de clase C? en U.

Observaciones 1.4.28

1. De igual modo se pueden definir las derivadas parciales de orden superior.
Asi, por ejemplo, si consideramos f : D C R" — R, entonces podemos
definir las derivadas parciales de orden 3 como

Pf 9 (P
8x,~8xj8xk_8x,- 8x,-8xk

), ijk=1,2,...n

2. Una funcién f: D C R" — R se dira de clase C* si todas sus derivadas
parciales de orden k existen y son continuas en D.

3. En el caso de funciones vectoriales, f : D C R" — R™, dada por las funcio-
nes componentes f = (f1, f>,..., fn), diremos que f es de clase C* en D,
si todas las funciones componentes f; son de clase C en D.

Se observa que las derivadas parciales mixtas del ejemplo 1.4.26 coinciden. Este
hecho no se debe a la forma particular de la funcién f sino que se trata de un resultado
general. El siguiente teorema nos da condiciones para que esto se cumpla.

Teorema 1.4.29 (Teorema de Schwarz) Si f: U C R” — R es una funcién de
clase C2, entonces las derivadas parciales de f conmutan, es decir,
9*f  9*f
axiaxj a 8xj8x,-’

i,j=1,...,n.

1.4.8 Derivacion de funciones definidas implicitamente

Los puntos (x,y) € R? que satisfacen una ecuacién de la forma

flx,y)=0 (1.16)

representan, por lo general, una curva en R? dada por

C={(xy) € R? : f(x,y) = 0}.
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La ecuacion (1.16) se dice que nos proporciona una representacion en forma implicita
de la curva C. En efecto, si pudiéramos despejar, por ejemplo, la variable y en funcién
de x en la forma

y=2gx), x€D,

donde D es un cierto dominio abierto de IR, entonces la curva C seria la grafica de la
funcién g, es decir,

C={(x,y) eR*:y=g(x), x€ D}.

En tal caso se dice que la ecuacién (1.16) define de forma implicita a la variable y
como funcion de la variable x.

En la prictica, dada la ecuacién (1.16), no siempre resultard posible despejar una
variable, digamos y, en funcidn de la otra. Sin embargo, utilizando de forma adecuada
la regla de la cadena se puede deducir una férmula para calcular la derivada g—“;, sin el
conocimiento explicito de la funcién y = g(x). En efecto, supongamos que podemos
despejar y = g(x), para x € D (aunque no conozcamos la férmula para calcularla).
Sustituyendo en la ecuacion (1.16), obtendriamos una igualdad en la que solamente
figura la variable x, es decir,

f(x,g(x)) =0, paratodox e D.

Esto nos dice que la funcién h(x) = f(x,g(x)) es idénticamente nula en D y, por
tanto, /’(x) = 0 para cualquier x € D. Calculando esta derivada por la regla de la
cadena se tiene

df dx Jdf dy dy of Jof
! = . — .- = - = -
h(x)_8x 8x+8y dx 0:>dx ox/ dy’

Observemos que g)ara que la igualdad anterior tenga sentido hemos de exigir la
condicién de que a—’; # 0, parax € D.

Teorema 1.4.30 (Teorema de la funcién implicita para una ecuacién con
dos variables) Sea la ecuacién

flx,y)=0 (1.17)

y tomemos un punto P = (xp,yp). Supongamos que se cumplen las siguientes
condiciones:
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1) El punto P satisface la ecuacion, es decir, f(xo,yo) = 0.

2) Las derivadas parciales %, % son continuas en un entorno del punto P.
d

3) $L(P)#0.

Entonces existen un entorno abierto U C R del punto xg, un entorno abierto V C R
del punto yy y una funcién

g: U — V
x — y=g),

de clase C! tal que
f(x,g(x)) =0, paratodoxeU,

es decir, la ecuacién (1.17) define a la variable y como funcién de la variable x,
siendo y = g(x). En particular, se cumple que yo = g(xp). Ademds,
dy

__df jof
&——a/a—y, paratodox € U. (1.18)

Observaciones 1.4.31

1. La condicién 1), f(xo,y0) = 0, nos garantiza que la ecuacién (1.17) tiene
al menos una solucién. Esta condicién previa es muy importante ya que
pueden presentarse ecuaciones como, por ejemplo,

PHe+1=0

que no tienen ninguna solucién y, por tanto, en ningin caso podriamos
despejar una variable en funcién de la otra.

2. Por otra parte, la condicién 3), ‘3—{ (P) # 0, junto con el hecho de que % es

continua en un entorno del punto P (ver condicién 2)) nos permite asegurar
que la funcién ‘;—f tampoco no se anulard para puntos proximos a P, lo que
nos dice que la igualdad (1.18) tiene sentido, al menos para puntos que
estén proximos a P.

3. Observemos que el teorema sigue siendo el mismo si lo que pretendemos es
despejar la variable x en funcién de la variable y. En tal caso, la condicién
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3) que hemos de imponer serd que

af
E(P) #0.

En este caso, la férmula para el calculo de la derivada %, sera

dx  9f ,Of

dy  ay/ ax’

4. La demostracién de la existencia de la funcién g bajo las condiciones
dadas en el teorema es realmente complicada. Sin embargo, admitiendo
la existencia de tal funcién, ya hemos comprobado anteriormente que la
igualdad (1.18) se obtiene directamente aplicando la regla de la cadena.

5. Finalmente, observemos que el teorema de la funcién implicita es un teore-
ma local, la existencia de la funcién g tal que y = g(x) solo estd asegurada
para valores de x en un entorno U del punto xy. Desde un punto de vista
geométrico esto viene a decirnos que si la ecuacién (1.17) representa la
ecuacion implicita de una curva C en el plano (ver tema 3), entonces la
ecuacion explicita y = g(x) no tiene por qué representar a toda la curva C.
Dicha representacion solo podemos asegurar que serd valida para puntos
x que estén en el entorno U cuya existencia nos garantiza el teorema. Esta
situacién es bastante frecuente cuando pasamos de ecuaciones implicitas a
ecuaciones explicitas. Asi, por ejemplo, sabemos que la ecuacién

2y =1,

representa la ecuacion de una circunferencia de centro (0,0) y radio 1. Si
despejamos la variable y en un entorno del punto P = (0, 1) (que satisface
la ecuacidén) tendremos que

y=V1—x% (x,y) €[-1,1].

Sin embargo, dicha ecuacién solo representa la parte de la circunferencia
situada por encima del eje OX.
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Observemos que la funcién g(x) = v/1 —x2 es de clase C! en el intervalo
abierto (—1,1), siendo

, —X —X
=— =%,

y_\/l—X2 y Jy

y, por tanto, se cumple (1.18).
La parte de la circunferencia situada debajo del eje OX vendria dada por la

ecuacion
z=—V1-x?% xe[-1,1].

Problemas 1.4.32
1. Probar que la ecuacion y* +y> — 5y — x> — 2 = 0 define implicitamente a la

. . . dy
variable 'y como funcion de x en un entorno del punto (0,2). Calcular .

SOLUCION: Consideramos la funcién f(x,y) = y* +y> — 5y —x*> —2 y com-
probamos que se cumplen las hipétesis del teorema 1.4.30.

1) f(0,2)=0. V

2) Las derivadas parciales

of of _ 52

= =-2 ——=3 2y—5

B X, 9y V- +2y

son continuas en un entorno de (0,2) (de hecho lo son en todo R?).

v

3) $£(0,2)=11#£0. v
Por tanto, existe un entorno U C R del punto 0 tal que y = y(x) para x € U,

siendo y(0) = 2. Ademds,

_dy o 2x

! -~
Y () dx ? 32 +2y—5
v
En particular, tomando x = 0 en la igualdad anterior (teniendo en cuenta que
y(0) = 2), se obtiene que

0

/ = — =
y(O)—11 0.
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2. Calcular la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x> +y* —4x = 0,

en el punto (1,\/§).
SOLUCION: La ecuacion de la recta tangente sera
y=V3+y(1)(x—1).

Se trata por tanto de calcular y'(1). Para ello aplicamos derivacién implicita.
Consideramos la funcién f(x,y) = x> +y? —4x y comprobamos que se cumplen
las condiciones del teorema de la funcién implicita.

) f(1,v/3)=0. v

2) Las derivadas parciales

87f22x—4, ﬁ:
dy

2
ox 4

son continuas en un entorno del punto (1,1/3) (lo son en todo R?). v
3) $(1,V3) =2v3#0. v
Por tanto, existe un entorno U del punto x = 1, tal que y = y(x) para x € U,

siendo y(1) = v/3. Ademis,

y,_g__‘;:{__zx—4
— 2o ,
dx (TJ; 2y

2x74J
> Ja.va)
el punto (1,+/3) serd (ver la figura 1.10):

luego y'(1) = — = % Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en

1
y:\ﬁﬁ-%(x—l). O

Las mismas consideraciones anteriores podemos hacer si tenemos ahora una ecua-
cién de la forma

flx,y,2) =0. (1.19)

Por lo general, el conjunto de puntos de R? que satisfacen (1.19) determinan una
superficie

S= {(x,y,z) R’ :f(x,y,z) = 0}'
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Figura 1.10: Recta tangente a la circunferencia x> +y? = 4x en el punto P(1,+/3).

La ecuacion (1.19) se dice que nos proporciona una representacion en forma implicita
de la superficie S. En efecto, si pudiéramos despejar, por ejemplo, z en funcién de las
variables x e y como

z=2g(x,y), (x,y) €D,

donde D es un cierto dominio abierto de R?, entonces la superficie S serfa la grifica
tridimensional de la funcién g, es decir,

S={(x,y2) eR’:z=¢g(x,y), (x,y) € D}.

En tal caso se dice que la ecuacion (1.19) define de forma implicita a z como funcion
de las variables x e y.

Como hemos indicado anteriormente, dada la ecuacién (1.19) no siempre serd
posible despejar una variable, digamos z, en funcién de las restantes. Sin embargo,
utilizando de nuevo la regla de la cadena podemos deducir férmulas ttiles para calcular
las derivadas parciales % y ‘9—; sin el conocimiento explicito de z = g(x,y). En efecto,
supongamos que podemos despejar z = g(x,y), para (x,y) € D (aunque no conozcamos
la férmula para calcularla). Sustituyendo z en la ecuacién (1.19), obtendriamos una

igualdad en la que solamente figuran las variables (x,y), es decir,

f(x,y,g(x,y)) =0, (x,y) eD.

Esto nos dice que la funcion h(x,y) = f(x,y,g(x,y)) es idénticamente nula en Dy,
por tanto, las derivadas parciales % y g—i’, se anularan también en D. Calculando estas
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derivadas por la regla de la cadena se tiene

Oh _9f of dz_ _ 9z _ 3f jof

ox ox oz ox T ox oxl oz

Andlogamente, se llegaria a que

dz  df sof
dy  dy/ 9z’
Observemos que para que las igualdades anteriores tengan sentido hemos de exigir
ahora la condicién de que ‘3—’; #0, para (x,y) € D.

En consecuencia, podemos enunciar un resultado andlogo al teorema 1.4.30 para el
caso en que tengamos una ecuacion con tres variables. Este resultado nos llevard a dar
una formulacién mds general para el caso de una ecuacién con un nimero cualquiera
de variables.

Teorema 1.4.33 (Teorema de la funcién implicita para una ecuacién con
tres variables) Sea la ecuacion

fx,3,2)=0 (1.20)

y tomemos un punto P = (xo, yo,20)- Supongamos que se cumplen las siguientes
condiciones:

1) f(P)=0.

2) Las derivadas parciales %, ‘3—5 y %ﬁ son continuas en un entorno del punto P.
P
3) $(P) #0.

Entonces existen un entorno abierto U C R? del punto (xo, o), un entorno abierto
V C R del punto zp y una funcién

g:U—V
(x,y) —> z=g(x,y)

de clase C! tal que

f(x,y,8(x,y)) =0, paratodo (x,y) € U.

Es decir, la ecuacion (1.19) define a la variable z como funcién de las variables x e
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y, siendo z = g(x,y). En particular, se cumple que z9 = g(xo,y0). Ademds,

dz  df Jof dz _ df sof
M 3= " 3y/ 3 para todo (x,y) € U. (1.21)

Observaciones 1.4.34

1. De nuevo la condicién 1), f(xo,y0,20) = 0, nos garantiza que la ecuacién
(1.20) tiene al menos una solucién.

2. De igual forma, la condicién 3), ‘?Tf(P) # 0, junto con el hecho de que ? es
Z Z
continua en un entorno del punto P (ver condicién 2)) nos permite asegurar
que la funcién g—’; tampoco no se anulard para puntos préximos a P, lo que
nos dice que las igualdades (1.21) tienen sentido al menos para para puntos
que estén proximos a P.

3. Insistimos nuevamente en el hecho de que el teorema 1.4.33 es un teorema
local: la existencia de la funcién g tal que z = g(x,y) solo estd asegurada
para valores de (x,y) en un entorno U del punto (x,yo). Desde un punto de
vista geométrico esto viene a decirnos que si la ecuacién (1.20) representa la
ecuacién implicita de una superficie S en el espacio (ver tema 3), entonces
la ecuacion explicita z = g(x,y) no tiene por qué representar a toda la
superficie S. Dicha representacion solo podemos asegurar que serd valida
para puntos (x,y) que estén en el entorno U cuya existencia nos garantiza
el teorema. Asi, por ejemplo, la ecuacién

2y =2,

representa la ecuacion de un cono. Si despejamos la variable z en un entorno
del punto P = (1,0, 1) (que satisface la ecuacion) tendremos que

2=V 4y, (x,y) €R?

Sin embargo, dicha ecuacion solo representa la parte del cono situada en el
semiespacio superior (z > 0). La parte que cae en el semiespacio inferior
(z £ 0) negativo vendria dado por la ecuacién

z=—\/x2+)%.
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Problema 1.4.35 Probar que la ecuacion x> +y* +z> — 16 = 0 define a la variable z
como una funcion de x e 'y en un entorno del punto (\/15,0,1). Verificar las formulas
(1.21) para las derivadas parciales % y 3—; y calcular dichas derivadas en el punto

(+/15,0,1).

SOLUCION: Sea f(x,y,z) = x> +y? 42z — 16. Veamos que se cumplen las condiciones
del teorema 1.4.30.

D f(V15,0,1) = (\/15)2+02+12—16:O. v
2) Las derivadas parciales

9 _
dx

af

2 L =2 L=
X, 2y =2 z,

Y az
son continuas en un entorno del punto (1/15,0,1) (lo son en todo R?). v
3) 9(V15,0,1) =2#0.

Por tanto, existe un entorno U C R? del punto (v/'15,0), tal que z = g(x,y) para
(x,y) € U, siendo g(v/15,0) = 1. Ademds,

#x_ G« #x_ H_ oy
=73 ) =795 -
dx 7’; z dy 7«; Z
En particular,
d d
52 (V15,0) = V15, a—;(\/IS,O) —0.

Observemos que, en este ejemplo, es posible despejar directamente la variable z en
funcién de las variables x e y,

z=g(xy) =16 —x* -2, (x,y) €D,

siendo D = {(x,y) € R?: x> +y? < 16}. Dicha funci6n es ademds de clase C! en el
conjunto

int(D) = {(x,y) € R?*: x> +y* < 16},
y se sigue que

) -2 0 -2
z x x o dz_ -y -

a_2\/16—362—))2__27 dy  2/16—x2—y? z
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Observacion 1.4.36 El teorema 1.4.30 puede extenderse facilmente para el caso
en que tengamos una ecuacién implicita con n variables,

f(xlax27‘ .. 7xn) = 07

(n > 2) y estemos interesados en ver si una de ellas, digamos x;,, se puede expresar
en funcidn de las restantes en un entorno de un punto P tal que f(P) = 0. En este
caso, la condicion 3) del teorema 1.4.30 vendra dada por

af
axn( ) # 0.

Teorema general de la funcién implicita

El teorema 1.4.30 se puede extender al caso en que tengamos un sistema formado
por varias ecuaciones. Supongamos, por ejemplo, que tenemos un sistema de dos
ecuaciones de la forma

=0

{ fl(X,}’vZa”,V) ) (122)
fZ(x7yazv M,V) = 07

y admitamos que es posible despejar las variables u y v como funciones de las variables

X,y,z en un entorno de un punto P(xo, yo, 2o, U0, Vo), €8 decir,

u:u(xayvz)7 v:v(x,y,z), (1.23)

para valores de (x,y,z) en un entorno U C R? del punto (xo,y0,20). Sustituyendo
(1.23) en (1.22), se obtienen las igualdades

fl (x,y,z,u(x,y,z),v(x,y,z)) = 07
fz(x,y,z,M(X,y,z),V(X,y,Z)) = O

para (x,y,z) € U, es decir, las funciones

hl (xayaz) = fl (x,y,Z,M(x,y,z),V(x,y,Z)),
hZ(xvyaZ) = fZ(xvyazvM(xvyaz)av(xvyaz))v

son idénticamente nulas en el entorno U y, por tanto, también serdn nulas sus derivadas
parciales. Si derivamos respecto de x, aplicando la regla de la cadena, se obtiene:

o _ 9fi | 9fidu | 9fidv _ dfidu | dfidv _ _9dfi
{ 9x_8x+3u8x+8v3x O’ N { 8u3x+z9v¢9x_ ox’

@f8fz+8fzau+8fzav70 Mau_i_afzavi_%

dx du dx dv dx du ox dv dx —  odx°
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Aplicando la regla de Cramer podemos despejar % y % en la forma

Idfi  9f Idfi  9fi
ox v u ox
o  df adfr,  dfr
du |57 T I |G o
o afn  af|’ o of  an |’
ox R ox o
dfr  9f adfr 9
du v du av

Observemos que para que las igualdades anteriores sean posibles hemos de imponer
la condicién de que el determinante

u v
ap op| 7O
Ju v

El determinante anterior se denomina jacobiano de las funciones f1 y f> respecto de
las variables u 'y v, y se denota por

8(f17f2)

o(u,v)
Consideremos ahora un sistema de m ecuaciones y n + m incdgnitas de la forma

fl (xla--'vxmylv ,ym) = O’

f2 X1yees Xy Y1y 005 Y :Ou
( Y m) .

fm(xlv-“uxn)yla ,)’m) =0.

Estamos interesados en establecer las condiciones bajo las cuales es posible despejar
las variables y1,y2,- -, ym, €n funcion de las variables x1,x3,. .., X,.

Con objeto de simplificar la notacién, observemos que el sistema (1.24) puede
escribirse en forma simplificada como

fX,Y)=0,

donde 0 = (0,0,...,0) denota el vector nulo en R”, sin mds que considerar las
variables X = (x1,x2,...,%,), Y = (¥1,¥2,--.,¥m) ¥ la funcién vectorial

f:DCR"™ R,

de variables X,Y cuyas funciones componentes son las funciones f, f,..., fiu que
definen el sistema (1.24).
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Teorema 1.4.37 (Teorema general de la funcién implicita) Consideremos el
sistema de ecuaciones escrito en forma vectorial

f(X,Y)=0, (1.25)

donde f: D C R"™ — R™ es una funcién vectorial de n +m variables X =
(x1,x2,--+,xy) €Y = (y1,¥2,...,¥m) y m componentes f = (f1, f2,..., fm)-

Sea P = (X, Yy) un punto en R"*™ y supongamos que se cumplen las siguientes
condiciones:

1) El punto P satisface el sistema (1.25), es decir, f(P) = f(Xo,Yo) = 0.
2) La funcién f es de clase C! en un entorno del punto P.

3) El jacobiano

P (f1s o fim ! .
af(P):a(fIfo)(P): . # 0.
Y (ylayZ)"‘7ym) A fin 9 fm

Entonces, existen un entorno U del punto Xy € R", un entorno V del punto ¥y € R™
y una funcién

g:UCR'—VCR"
X—Y =g(X)

de clase C' tal que g(Xo) =Yo y

f(X,g(X)) =0, paratodoX €U, (1.26)
es decir, el sistema (1.25) define a la variable Y = (y;,---,y,) como funcién de la
variable X = (x1,x2,--+,x,) en un entorno U C R” del punto X, siendo

Y =g(X), XeU. (1.27)

Observaciones 1.4.38

1. Observemos que si denotamos por (g1,82,- -+ ,&mn) @ las funciones compo-
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nentes de g, la igualdad (1.27), Y = g(X), es equivalente a decir que

Y1 = &1 (-xlera "'7xl’l)7

2 = g2(x1,X%2, ...y Xp)
e " para todo (xy,x2,...,%,) €U.

Ym = gm(XI,XZ, "'7xn)7

2. A partir de la igualdad (1.26) y aplicando la regla de la cadena, se pueden
deducir férmulas explicitas para calcular las derivadas parciales

dyi

)
(9)6]'

Sin embargo, es preferible obtener el valor de las mismas aplicando la regla
de la cadena en cada caso particular.

Problema 1.4.39 Mostrar que en un entorno del punto P = (xo, Yo, ug,vo) = (1,1,1,1)
el sistema

xu+yvu? =2,
xud +yAvt =2,

. . B}
define a las variables u'y v como funciones de x e y. Calcular §%(1,1).
SOLUCION: Consideramos las funciones,

fl (x,y,u,v) = xu+yvu2 -2
f2(~x7yvuav) = Xl/t3 +y2V4 -2
y comprobamos que se cumplen las condiciones del teorema de la funcién implicita:
1. El punto P(1,1,1,1) satisface las ecuaciones del sistema. v’

2. Las derivadas parciales

dfi dfi »  dfi afi

L Ul g1 gjr _ 2
Ep u, Iy vu“, 8ux—|—2uvy, E yu-, .
90fh _p 9 _pp g 9h 40 '
ox " dy " du Tdv ’

son continuas en un entorno del punto P (1o son en todo RY.
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3. El jacobiano

Ifi dfi 2

a(fl’fZ)(P)_ du v o x+2uvy yu _'3 1’_9
- af af 2 3.,2 -
9(uv) Gu o dv i) 3uwx  4vy (1L1,1,1) 4

es distinto de cero. V'

Por tanto, podemos asegurar la existencia de un entorno abierto U del punto (xq,yo) =
(1,1) de tal forma que u = u(x,y) y v =v(x,y) para (x,y) € U, siendo u(1,1) =1,
v(l,1)=1.

Para calcular %, derivamos las dos ecuaciones con respecto a x pero teniendo en
cuenta que u = u(x,y) y que v=v(x,y).

{ u+(x+2yuv)%—|—yu2%:0, (1.29)

ud + 3xu2% +4y2v3% =0.

El sistema (1.29) puede resolverse aplicando la regla de Cramer tomando como
incdgnitas ‘3—'; y g—;, resultando

—u  yu? x+2yuv  —u
Ju —ud 4y v 3xu? —u3
ox |x+ 2uvy  yu? ’ ox x4 2uvy  yu?

3au? 4y 3au? 4y

En el punto P = (1,1,1,1), es decir, tomando x =y = u = v = 1, se obtiene
’_1 ‘
du -1 4 1
11) = N 1.30
8x( 1) 3] (1.30)
3 4

Una forma mds facil de resolver el problema seria tomar x =y = u = v = 1 directa-
mente en el sistema (1.29), obteniendo

du | d
{ 3%y v —
d d

Finalmente, resolviendo el sistema anterior por la regla de Cramer se llega a (1.30).
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Otra forma de calcular las derivadas parciales es tener en cuenta que al sustituir
u=u(x,y) y v=v(x,y) en las funciones f; y f se obtienen las igualdades:

N (x>yvu(xay)>v(x7y)) =0, fZ(x7y7u(x7Y)>v(xvy)) =0,

para todo (x,y) € U, lo que nos dice que las funciones

h ()C,y) =h (xvya”(x7y)7v(x7y))v hZ(x7y) = fZ(xvyvu(x’y)vv(xvy))v

son idénticamente nulas en U y, por lo tanto, sus derivadas parciales serdn 0. Derivando
las funciones /i y hy respecto de x, aplicando la regla de la cadena y teniendo en
cuenta (1.28), se obtiene:

ohy 8f1 dfi du dfi 8v_ du 28\/
T ox T ax T v =0 7w 2w Sl St =0,
(9h2 _afz 8f2 81/[ 8f2 8v 8 2 3(9\/
T R P R rab i I Ui R ]

lo que nos da de nuevo el sistema (1.29). O

Teorema de la funcion inversa

Un caso especial del teorema general de la funcién implicita 1.4.8 es el llamado
teorema de la funcion inversa. Ahora se trata de resolver el sistema de n ecuaciones

fl(xla“' 7xn) =J1,

fn(xla"' 7xi’l) = Yn,

para xp,...,x, como funciones de las variables yy,...,y,, es decir, estamos tratando
de invertir el sistema. Esto es andlogo a, por ejemplo, calcular la inversa de y = ¥,
que es x = Iny. En este caso, sin embargo, tratamos con funciones de varias variables.
La cuestién de la existencia de la solucién se responde con el teorema general de la
funcién implicita considerando el sistema de ecuaciones

Fl(xlv"'7xn7yl7"'7yn):fl(x17"' ,Xn)_yl :01

Fo(x1, oy Xy Y1y oo ¥n) = fu(X1,+ yx0) —yn = 0.
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La condicién para que xi,...,x, se puedan despejar en funcién de yi,...,y, en un
entorno un punto (Xo,Yp) € R"*" tal que Fy (Xo,Y) = ... = F,(Xo,Yo) = 0 serd que
9F .. 9h Ih ... 94
a(Fl )T 7Fn) afﬁ 8?@‘ al.\rl af‘n
o,y )= =l e
b 9 ... 9 o ...
oxi 0x, (X0.%0) ox 0x, (Xo)
I(f1,---s fn)
= (X 0.
Ix1,...,Xp) (Xo) #

Teorema 1.5.1 (Teorema de la funcion inversa) Consideremos el sistema

yi=filx1, -+, %),

Yn = fn(xl )y T 7xl’l)7
y sea (Xo,Yy) € R"™" un punto que satisface el sistema. Si las derivadas parciales

o
8xi ’

i=1,-,n,

son continuas en un entorno del punto Xy y el jacobiano

a(fla"'vfn)

a(Xla...,Xn)(XO) 70, (1.31)

entonces existen un entorno U C R” del punto Xy, un entorno V C R” del punto ¥
y una funcién biyectiva g = (g1,--- ,g,) : V — U de clase C! tal que

xi =81, n)

Xn = gn(yla' e 7yn)

para todo (yi,---,y,) € V. Ademads, se cumple que

a(fla"' afn) (X) _ |:a(g1a"' agn)

-1
Y , paratodoX €U, Y €V. (1.32)
a(x1,~--,xn) a(y177yn)( ):| .
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Observaciones 1.5.2

1. Teniendo en cuenta que y; = fi(x1,...,%,), i =1,...,n, la condicién (1.31)
suele escribirse en la forma:

% gyl
x Xn
ASTEREENT) yo e A R
L e P

ox1 3x,,X0

Ademds, como x; = g;(y1,...,yn), i =1,...,n,laigualdad (1.32), se escribe
también como:

a(ylv"' 7yl’l)
d(x1, 5 xn)

- [a(x“'” ’x”)]_l . (1.33)
o) LI 0n) |

2. La igualdad (1.32) es en realidad mucho maés fuerte. Si consideramos la
funcién f: U CR" — R", f = (f1,...,fn), y lafuncién g: V C R" — R”,
g=(g1,-..,8n), entonces se cumple que

Dg(Y)= (Df(X))', XeU,YeV,
es decir, las matrices derivadas de las funciones f y g son matrices inversas.

Problemas 1.5.3

1. Consideremos el sistema dado por las ecuaciones

u:x2+y2, V==
X

Probar que en un entorno del punto P = (xo,yo,uo,v0) = (1,1,2,1) es posible

invertir el sistema, es decir, podemos despejar las variables x e y en funcion de

uyv. Hallar ggﬁ%

SOLUCION: Veamos que se cumplen las condiciones del teorema de la funcién
inversa:

a) El punto P satisface las ecuaciones del sistema. v

b) Las derivadas parciales,

du_, u_, dv__y v _1
ox - ox  x%’ dy x’
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son continuas en un entorno del punto (xg,yp) = (1,1). En efecto, dado
que las derivadas parciales son continuas en el conjunto

D=R*\{(x,y) €R*: x#0},

podemos tomar como entorno cualquier bola abierta en R? centrada en el
punto (1,1) y de radio r < 1 (ver figura 1.11).

x=0

Figura 1.11: Entorno en R? del punto (1, 1) donde las funciones « y v son de clase C!.

¢) El jacobiano

(u,v) G o 2x 2y 2 2
(x )(xO,yo)Z A —l_y 1 =11 1 =4
Y x ol 1TE ¥lay

es distinto de cero. Vv

Por tanto, existen un entorno U C R? del punto (xo,y) = (1,1), un entorno
V C R? del punto (ug,vo) = (2,1) y una funcién biyectiva y de clase C',

g:V—U
(u7v) — (xay) = (gl(uﬂv)ng(%V))y
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es decir, se pueden despejar x e y como funciones de u y de v, siendo

x=gi(u,v), y=g(u,v),

para todo (u,v) € V. Para calcular el jacobiano gg’;}v % podemos utilizar la igual-

dad (1.33). En nuestro caso,

du Jdu
duv) |5 5| | 2x 2y _5 1+ﬁ _ 2@+ (1.34)
a(x,y) |2 2| |-y 1|7 ) X2 .
Y dx dy x2 X

de donde se obtiene que

d(x,y) x*

d(u,v) 2(x2+y?)’

Observemos que el jacobiano anterior viene dado en términos de x e y. Sin
embargo, en la mayoria de las ocasiones serd deseable poder expresarlo en
términos de u y de v. En nuestro caso, esto es posible ya que de la primera
ecuacién del sistema se tiene que x> 4 y> = u. Por otra parte, despejando y en la
segunda ecuacion, se obtiene y = xv, y sustituyendo en la primera se llega a

2

u
u=x*+xH* = xzziz,
14+v

de donde se concluye finalmente que

a(x,y) x2 1

d(u,v)  2(x2+y%)  2(1++v2)

La igualdad anterior puede obtenerse directamente a partir de (1.34) sin més
que tener en cuenta que v = % En efecto, de (1.34), se tiene

s =2(+%)

Ahora, aplicando (1.33), se obtiene directamente

2(14+12).

QO

dxy) 1
) 2142 -
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2. Consideremos el sistema lineal dado por las ecuaciones
Uu=x+y, V=X—).
Probar que para cualquier punto P que satisfaga el sistema se cumple que

2(x.) {a<u7v>]“_

d(u,v)  [d(x,y)

SOLUCION:
owy) |8 H| o1y,
8(x,y)_% %_1—1_ '

Dado que se trata de un sistema lineal con matriz de coeficientes regular (deter-
minante no nulo), las ecuaciones son inversibles en todo R2, es decir, podemos
despejar x e y en funcion de u y de v. Ademas, en este caso, se pueden calcular
las ecuaciones inversas:

u-+v u—v
X = 7 _—

Ademads se obtiene que

dwy) |5 S5 2| 1 _[aww]! -
d(u,v) % % -1 2 [dxy)
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