Apuntes de Ampliacién de Matematicas

1.6 Ejercicios resueltos

Ejercicio 1.1 En cada uno de los siguientes casos
) A={(x,y) eR*: —l<x<1l,—-1<y<l1}
b) A={(x,y) € R>: 1 <x*+y* < 4}.

c) A={(x,y) €R?:y>0}.

se pide:

i) Determinar la frontera del conjunto A.

i1) Probar que el conjunto A es abierto

iii) Dado X € A, determinar un valor r > 0 tal que B,(Xp) C A.

SOLUCION:

a) La frontera de A estd formada por los lados del cuadrado representado en la
figura 1.12.(a).

FriA) ={(x,1) eR*: -1 <x<1}U{(x,~1) eR?: -1 <x <1}
U{(1,y) eR?: =1 <y<1}U{(~1,y) eR*: -1 <y<1}.

Por tanto, A es un conjunto abierto ya que no contiene puntos de la frontera, o
equivalentemente

ANFr(A) =0.

Sea Xy = (x0,y0) € A. Para determinar un valor de r de tal manera que B,(Xp) C
A, calculamos la minima distancia de Xy a los puntos que estdn en la Fr(A).
Notaremos a esta minima distancia por d(Xy, Fr(A)). En nuestro caso,

d(Xo,Fr(A)) =min{1 —xp,1+x0,1 —yo,1+y0} > 0.

Entonces podemos tomar cualquier valor r tal que 0 < r < d(Xp,Fr(A)). En
particular, si tomamos

1 1
r= Ed(Xo,Fr(A)) = Emin{l —xo0, L +x0,1 —y0,1+y0},

podemos asegurar que B,(Xp) C A (ver figura ??).
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Figura 1.12: Representacién del conjunto A en el ejercicio 1.1.
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b) La frontera de A estd formada por las circunferencias de centro (0,0) y radios 1
y 2, respectivamente; es decir,

Fr(A) ={(x,y) eR*: X’ +y* =1} U {(x,y) € R*: X +)* =4}

Dado que estas circunferencias no pertenecen al conjunto A, se tiene que AN
Fr(A) =0y, por tanto, A es un conjunto abierto.

Sea Xy = (x0,y0) € A. La distancia de este punto al origen de coordenadas es

d = \/x3+ 3, luego

d(Xo,Fr(A)):mfn{Z x5+ 3, x(2)+y%1}>0.

Por tanto, si tomamos

1
r:2min{2—\/x(2)+y(2),\/x(2)+y%—l},

entonces B,(Xp) C A (ver figura 1.12.(b)).

c) La frontera de A estd formada por el eje OX, es decir,
Fr(A) = {(x.y) e R : y=0}.

Dado que los puntos del eje OX no pertenecen al conjunto A, se tiene que
ANFr(A) =0y, por tanto, A es un conjunto abierto.

Dado Xy = (xp,y0) € A, se tiene que d(Xo,Fr(A)) = yo > 0, por lo que si
tomamos r = %yo, entonces B, (Xp) C A (ver figura 1.12.(c)). O

Ejercicio 1.2 En cada uno de los siguientes casos,

a) A={(x,y) eR?: x> +y> > 1}.

b) A={(x,y) eR*: 0 < x> +y*> <1}.

c) A={(x,y) eR?: 1 <x?+y? < 4}.

d) A={(x,y) €R?*: > +y*>2x>1,y<1}.
e) A={(x,y) eR?: x<y?, ¥ +y* < 1}.

f) A={(x,y) eR?: y>x*, —1 <x<1}.

2) A={(x,y) e R?: ¥ +y* <0}.
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se pide:
i) Representar el conjunto A de R?.

ii) Indicar si A es abierto, cerrado, acotado, compacto y convexo.

SOLUCION: La representacion de cada conjunto se encuentra en la figura 1.13.

a) La frontera de A viene dada por

Fr(A) = {(x,y) eR?: x> +y* = 1}.

A es cerrado ya que Fr(A) C A.

Dado que se trata del exterior de la circunferencia, A no es acotado.

A no es compacto, porque no es acotado.

El conjunto A es conexo. Dos puntos cualesquiera de A pueden unirse
mediante una curva continua.

= A no es convexo ya que, por ejemplo, los puntos (2,2) y (—2,—2) perte-
necen a A pero el segmento que los une no estd contenido en A.

b) La frontera de A viene dada por

Fr(A) = {(x,y) e R? : x> +y* = 1}U{(0,0)}.

Dado que Fr(A) ¢ A, el conjunto A no es cerrado.
= A tampoco es abierto ya que ANFr(A) # 0.

A es acotado, yaque A C B;(0,0).

A no es compacto, porque no es cerrado.

= A es conexo. Dos puntos cualesquiera de A pueden unirse mediante una
curva continua.

A no es convexo ya que, por ejemplo, los puntos (0, 1) y (—1,0) pertenecen
a Ay, sin embargo, el segmento que los une no estd contenido en A.

¢) La frontera de A viene dada por
Fr(A) ={(x,y) e R2: 2 +y* = 1} U{(x,y) e R? : x> +y* =4}

= A es abierto, porque ANFr(A) =0.
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Figura 1.13: Representacién del conjunto A en el ejercicio 1.2.
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A no es cerrado, ya que Fr(A) ¢ A.
A es acotado, ya que A C B,(0,0).
A no es compacto, porque no es cerrado.

A es conexo. Dos puntos cualesquiera de A pueden unirse mediante una
curva continua.

A 1o es convexo ya que, por ejemplo, los puntos (%, 0)y (—%, 0) pertene-
cen a A, pero el segmento que los une no estd contenido en A.

d) La ecuaci6n x> 4 y? = 2x representa una circunferencia de centro (1,0) y radio
1. La frontera del conjunto A vendrd dada por:

FriA) ={(x,y) eR?: x> +y* =1, x> 1}
U{(x,1)eR*:x>1}U{(1,y) eR*:y < —2}.

Por tanto,

A no es abierto, porque AN Fr(A) # 0.
A es cerrado, ya que Fr(A) C A.

A no es acotado.

A no es compacto, porque no es acotado.

A es conexo. Dos puntos cualesquiera de A pueden unirse mediante una
curva continua.

A no es convexo ya que, por ejemplo, los puntos (1,1) y (—1, 1) pertenecen
a Ay, sin embargo, el segmento que los une no estd contenido en A.

e) Calculamos la abscisa del punto de interseccién de la circunferencia x> +y = 1
y la pardbola y?> = x,

2 2
=1 1 5
{x2+y = P4x=1= x= +\f.

Por tanto, la frontera del conjunto A (ver figura 1.13.(e)) vendrd dada por:

1

\S}

Fr(A) = {(x,y) cER?:*+y* =1, -1 <x<

(—1+\f5)}

1

U{wweR%f=m0§x§(—Hﬂ@@.

N |
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Luego,
= A no es abierto, porque AN Fr(A) # 0.

A es cerrado, ya que Fr(A) C A.

A es acotado porque A C B;(0,0).

A es compacto, porque ser cerrado y acotado.

A es conexo. Dos puntos cualesquiera de A pueden unirse mediante una
curva continua.

A 1o es convexo ya que, por ejemplo, los puntos (%, )y (—%, 1) pertene-
cen a A, pero el segmento que los une no estd contenido en A.

f) La frontera del conjunto A viene dada por

Fr(A) ={(x,y) eER*:y=x* —1<x<1}
U{(l,y) eR*:y>1}U{(~1,y) eR*:y>1}

A no es abierto, porque AN Fr(A) # 0.

A no es cerrado, ya que Fr(A) ¢ A.

A no es acotado.

= A no es compacto, porque no es acotado.

A es convexo. Dados dos puntos cualesquiera de A el segmento que los
une estd contenido en A.

g) A =0, luego A es abierto, cerrado, acotado, compacto y convexo. a

Ejercicio 1.3 Decidir sobre la existencia de los siguientes limites. En caso afirma-
tivo, calcularlos

a) lim i.
(6)(0,0) V@211
b lim L
(x3)—+(0,0) ¥ F
¢ lim 8%
(xy)—(0,0) *Y
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1
d)  1im  (14x%?)77,
<x,y)a<o,0>( )

sen(xy)

e) lim ~

(.y)—=(0,0)

SOLUCION:

a) Hacemos el cambio a coordenadas polares

i X +y? B [ x=pcos@ } B limpi2
(x3)=(00) /x2 +y2 +1—1 y=psen6 p—0.,/p2+1—1

Observemos que la funcién obtenida no depende de 8, luego el limite podra
calcularse directamente como una funcién de una variable. Aplicando la regla
de I’Hopital se tiene

2
. p <0 > .
lim ———— = | = = Indet | = lim =1im24/1+4+p%2=2
D
p—0/p2+1—1 0 p—0 > p—0
Por tanto,
24y?

lim

=2
(@) =(0.0) \/x2+y2+1—1

b) Hacemos el cambio a coordenadas polares

lim

x3+y3 | x=pcos6
() —00) X2 +y2

V= psend } :ggrz)p(cos39+sen30) =0.
El limite obtenido es independiente de 8. Ademads, observamos que
|F(p,0) —L| = p|cos® 8 +sen’ 8] =P (p)d(h),
donde ¥(p) = p y ®(0) = | cos® 8 +sen> 6. Puesto que
) [l,fgb‘l’(p) =0,y
1) ®(6) = |cos® O +sen’® O] < 2 (estd acotada),

el resultado 1.3.14 nos asegura que existe el limite, siendo

3 3
(xy)—=(0,0) X* +y
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c¢) Si calculamos el limite siguiendo la direccién dada por la recta y = x, se tiene

im Y him 25 Jimx=0.
(xy)—=(0,0) X+ =0 2x x>0

En cambio, si calculamos el limite siguiendo la parabola y = x> — x, obtenemos

2 2
im0 m (22 20 42) =2
(x3)=(00) X+y 20
y=x—x

Por tanto, concluimos que no existe el limite.

d) Teniendo en cuenta la igualdad
AB =¢84 conA >0,
se tiene que

i log(1 4 x2y2
lim  (1+x3%)7 =", he gim 0ed XY

(xy)—(0.0) (ry)=(00) X2 4y?
Para calcular este limite utilizamos que

log(1+x) ~x parax— 0.
En nuestro caso,

(x,y) = (0,0) = x*y* = 0 = log(1 +x%y?) ~ x%y?,

luego

he g el o 2y [ x=poosd
xy)—=(00) X242 (x,)—(0,0) X2 + 2 y=psen6

= lim p%cos? Osen’ 6 = 0.
p—0
El limite obtenido es independiente de 8. Ademds, observamos que

|F(p,0)—L| = p*cos’Osen’ 6 =¥ (p)P(0),

donde ¥(p) = p? y ®(0) = cos” O sen? §. Puesto que
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) lim¥(p) = lim p? =0,y
p—0 p—0
1) ®(6) = cos®>@sen? O < 1 (estd acotada),

el resultado 1.3.14 nos asegura que existe el limite, siendo

2.2
lim 2 — (1.35)
(xy)=(0,0) X~ +y
Por tanto,
1
lim  (14+x3)) 77 == =1.
(x7y)%(070)( )
e) Teniendo en cuenta que senx ~ x para x — 0, se tiene
(x,y) = (0,0) = xy — 0 = sen(xy) ~ xy.
, sen(xy) , xy ,
Por tanto, lim = Ilim —= Ilm y=0. O
(xy)—=(0,0) X (62)=(0,0) X (xy)—=(0,0)

Ejercicio 1.4 Calcular los siguientes limites, en caso de que existan:

Y (xa)’)l—l>r(l(l)7—2) (y+2)senx

b lim (1—cosy)senx
O

c lim X+
) (x,y)—(0,0) V/*¥*+?
3 4
d lim 2
) (x3)—(0,0) V¥*+y?
SOLUCION:

a) Teniendo en cuenta que senx ~ x para x — 0, se tiene

(x,y) = (0,-2) éy2—4—>0:>sen(y2—4) ~y2—4.
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Por tanto,
m X sen(y2 —4) . X3 (y2 —4)
i _ = —_— 7
(xy)—0,-2) (y+2)senx  (xy)—(0,-2) (y+2)x

2 _
_ m Y0+2)0-2)
)02 (y+2)

= lim x*(y—-2)=0.
(xvy)_>(07_2) (y )

b) Teniendo en cuenta que senx ~ x parax — 0y que 1 —cosx ~ %xz parax — 0,
se tiene

Iim —————=Iim
y=psen6

(1—cosy)senx xyt [ x=pcos0 ]
()=(00)  xX24)? ()00 202 +y2)

1
= 1/ —_ 2 = .
pgmo 2p cosBsen“6 =0

El limite obtenido es independiente de 8. Ademads, observamos que
1
IF(p,6) ~L| = 3p]c0s 6] sen 6 = ¥(p)(6),

donde ¥(p) = 1p y ®(6) = |cos 8| sen’ 0. Puesto que
{ = i l :O
1) AILI%)\P(I)) ;12%) 2P Y
1) ®(0) = |cosB|sen’O < 1 (estd acotada),

el resultado 1.3.14 nos asegura que existe el limite, siendo

lim (1 —czosy)zsenx _o
(xy)=(00) Xty

¢) Haciendo el cambio a coordenadas polares, se tiene

i Y m p(cosB +senb)
(x3)=(00) \/x2 42 (x3)=(0,0) p

Como el limite obtenido depende de 6, concluimos que no existe el limite.

=cos6 +senb.
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d) Hacemos el cambio a coordenadas polares

lim ﬂ — [ x=pcos6 ]
(63)=(0,0) \/x2 +y? y=psen6

El limite obtenido es independiente de 6. Ademads, teniendo en cuenta que
p — 0, se cumple que

D [F(p,8) —L| = p*|cos’ @ +psen* 6] < p*(1+p) =¥(p),
1) lim ¥(p) = lim p?(1+4p) =0.
p—0 p—0

= lim p*(cos® 0 4 psen*6) = 0.
p—0

Aplicando el resultado 1.3.12 concluimos que existe el limite, siendo

3 4
im S . 0

(xy)=(0,0) \/x2 +y?

Ejercicio 1.5 Estudiar la continuidad de la funcién

2y?
flxy) = ma si (x,y) #(0,0), f(0,0)=0.

SOLUCION: Observemos que la funcién f es continua en cualquier punto de R?\
{(0,0)}. Para estudiar la continuidad en el punto (0,0) hemos de analizar si

lim x,y) = £(0,0).
(w)e(omf( y) = £(0,0)

Para calcular este limite usamos que log(1+ x) ~ x para x ~ 0. En nuestro caso,
(x,y) = (0,0) = x> +y*> = 0= log(1 +x* +)?) ~ x> +y7.

Por tanto,
. x%y? . x%y?

Iim —————-= 1 =0

(1.35)
= lim —— =
(x3)=(00) log(14+x2+¥2)  (x3)-(0,0) X + y?

£(0,0).

Por tanto, f es continua en el punto (0,0) y, en consecuencia, f es continua en R2. O
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una de las funciones siguientes
a) f:R3>—=R2 f(x,y,z) = (xsenz,xsenycosz), en el punto (1,0, 7).
b) f:R—R3, f(t) = (2t>,t>+1,logt), enel punto t = 1.
¢) f:R? = R?, f(r,0) = (rcos6,rsend), en (0,5).

0,%2,m).

Ejercicio 1.6 Calcular la matriz derivada en los puntos que se indican para cada

d) f:R* = R3, f(r,0,0) = (rcos@sen¢,rsen@seng,rcosd), en el punto

SOLUCION:

a) Las funciones componentes de la funcién f son

fi(x,y,z) = xsenz, f2(x,y,z) =xsenycosz,
por tanto,
If 9f N
Df(x,y,z) = (jfz % 592)
ax 9y o2

- senz 0 XCo8z
Senycosz XCOSycosz —xsenysenz/ '

En particular,

DF(1,0,7) = ( senzg 0 XCoSZ >J
(1,0,)

Senycosz XCOSYCOSZ —Xsenyseng
(0 0 -1
- \0 -1 0)°

b) Las funciones componentes de la funcién f son

filt) =272, f)y=r+1, f3(t) =logt.
Por tanto,
af 4t 4
¥ . , 4
Df()=| % | = lf =Df(1) = lf =2
Ifs z 2 1
ot t t =1

1.6 Ejercicios resueltos

91




Ana M. Lerma, José M. Quesada y Rafael Sdnchez

¢) Las funciones componentes de la funcién f son

f1(r,0) =rcos 0, f2(r,0) =rsenb.
Por tanto,
Df(r,6) = % % B cos® —rsenf
[ % % ~ \sen® rcos@ |

En particular,
T cos@ —rsenb 00
Df (0, f) - _ '
2 sen®  rcos6 . 1 0
(077)

d) Las funciones componentes de f son

f1(r,6,¢0) =rcos@seng, f2(r,0,0) =rsenBseng,
f3(r,9,¢):rcos¢.
Por tanto,
I 9h 9N
ar 396 3¢
d d d
Df(r6,0)=| F* 5% %
9 9 9f
ar a6 Jo

cosOsen¢ —rsenBsen¢ rcosBcosd

= | senfOsen¢ rcosOsen¢ rsenbcos¢

cos ¢ 0 —rsen¢
En particular,
- 0 00
Df(O,E,ﬂ>: 0 0 0 0
-1 0 0
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Ejercicio 1.7 Para f(x,y) = xe*”, hallar af af + ¥ evaluarlas en el punto (1,In2).

SOLUCION:

p) d
of _ x2y+2x2yex2y:ex2y(1—|—2x2y) = i(l,ln2) =2(1+2In2),

dx dx
af_ 3 x2y af o
?y—xe :>a—y(l,ln2)—2 O

EjerCICIO 1.8 S1 u=zsen (%) donde x = 3r* +2s, y = 4r — 5%, z = 2r* — 3s%.
Calcular 2 gy a

SOLUCION: Aplicando la regla de la cadena se tiene

du 8u8x+8u8y+8u8z
dr  dxodr  dyor dzor

——6r—COS< )+4 cos( )+4rsen<)’>

Ju_ duox  dudy , dudz
ds dxds dyds 0Jzds
_ )% Y\ 9 % AN Y
= 2x2 cos <x) 2sx cos (x) 6ssen (x) . O

Ejercicio 1.9 Hallar 8W %W cuando s = 1 y t = 27 para la funcién dada por

w =Xy +yz+Xxz,

siendo x = scost, y = ssent, 7 =1.

SOLUCION: En primer lugar, observemos que paras =1y ¢t =27, se tiene que x = 1,
y=0,z=2m.
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Aplicando la regla de la cadena se obtiene

dw Jdwadx dwdy Jdwaz
35 9xds  dyds 2 ds
ow dwdx dwdy dwdz
9 axar Tayar T dzar

= (y+z)cost + (x+z) sent,
—s(y+z)sent +s(x+z)cost +x+y.

Finalmente, sustituyendo se llega a

aw aw
5(1,270:271, §(1,27r):2(7r+1). O

Ejercicio 1.10 Transformar la expresion

0%z 9’z

gL iy
ox2  odyr

mediante el cambio de variable x+y=u, x —y =v.

SOLUCION: Aplicando la regla de la cadena se tiene

8z_8z8u+8zav_az+az
dx QJudx oJvox du v’
Jdz  dzdu 828\/_%_%

oy oudy ovay ou o

Ahora calculamos las derivadas parciales de segundo orden:

9% 9 (9z 92\ _ 9 (9z) 9 (92
dx2 dx\du dv) 9Ix\du ox \ du

(Pzou | P vy (0 ou Pzov

 \9u?dx  Judvx Judv dx  ov? dx
0%z 9%z 9%z

= 25t =

Ju? Judv 2

De igual forma se llega a que

Fe_oi_, Fo P
dy2  Ju? " dudv  Iv?
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Por tanto,
0%z 9%z 9%z 2%z
dxz  0dy? dudv dudv

Ejercicio 1.11 Sean las ecuaciones

x2+y2:u, X+y=w

Razonar cerca de qué puntos pueden despejarse x e y en funcidon de u y de v.

SOLUCION: Consideremos un punto P(xo,yo, o, Vo) que verifique el sistema dado
por las ecuaciones anteriores. Aplicando el teorema de la funcién inversa podemos
asegurar que podemos despejar x € y en funcion de 1 y de v en un entorno del punto
(up,vp) siempre que

d(u,v)
d(x,y)

Calculando este jacobiano se tiene

(P) #0

du du

d(u,v 9% oy 2x 2
( )(P) — ax ay _ Y 22()60—)’0) 7&0
a(x y) ov oy 1 1
’ dx  Iyl(p) (P)
Por tanto, los puntos buscados son aquéllos en que xo # yg. O

Ejercicio 1.12 Siu = x>y, encontrar & six® +y =ty x> +y*> =12

SOLUCION: Aplicando la regla de la cadena se tiene

du Jdudx Jdudy 2 3,
— =4 ——=3 t ).
dr axdt+aydt Fyx () +xy ()

Se trata por tanto de calcular x'(r) e y'(¢) cuando x e y vienen dadas de forma implicita
por el sistema

X 4y—t1=0, Py -2 =0. (1.36)
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Consideremos las funciones

f(x7y7t):x5+y_t7 g(x,y,t):x2+y2—t2.
Dado que
af If
a(fag) 9x dy sx* 1 4 3
F0ey) |2 0| |2¢ 2y = 10x"y —2x =2x(5x°y — 1),
dx dy

el teorema de la funcidn inversa nos asegura que podemos despejar x = x(r) e y = y(t)
en un entorno de cualquier punto que verifique el sistema (1.36) y tal que

x#0 A S5xXy—1#0.
En tal caso, derivando respecto de ¢ en ambas ecuaciones de (1.36) se tiene
S (1) +y (1) = 1, 2xx! (1) +2yy'(t) = 2,

de donde se obtiene

- 563t — 1

= It iy = 3511
0 Y0 =2m

-~ x(5x3y—1)’
Finalmente,

du 3xy(y—1) £GPr—1)  Bxyy—1)+x (51— 1) .
dt x(5x3y—1) 53y —1 5x3y—1 ’

Ejercicio 1.13 Probar que las ecuaciones del sistema

x? —ycos(uv) +72 =0
x? 432 —sen(uv) +272 =2
xy—senucosv+z=0

definen a x, y, z como funciones de u y v en un entorno del punto (x,y,z,u,v) =

(1,1,0,%,0). Calcular % y % en el punto (5,0).
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SoLUCION: Consideramos las funciones

fl(x’yvzauav) :x2 *ycos(uv) +22
f2(x7y,Z,M,V) :x2 +y2 — Sen(uv) +2Z2 —2,
f3(x,v,2,u,v) = xy — senucosv+z.

Comprobemos que se cumplen las hipétesis del teorema de la funcién implicita:
1) El punto P = (1 1,0, ’ZT,O) satisface el sistema dado por las tres ecuaciones.

2) Las derivadas parciales de las funciones fi, f» y f3 respecto de las variables x,
y, Z, u'y v son continuas en un entorno del punto P (ya que lo son en todo R).

3) El jacobiano

dfi 9 9N
dx Iy oz 2x —cos(uv) 2z
v/ 3) | _lap an an|  _|ox 2y 4z
P (x, y, Z) ) ox dy dz
aifs dfs 9fs y X 1
ax 9y 9z l(p (P)
2 -1 0
=2 2 0| =6#0. (1.37)
1 1 1 )
Por tanto, es posible despejar
x=x(u,v), y=y(u,v), z=2z(u,v), (1.38)

en un entorno del punto (E 0).
Para Calcular X derivamos respecto de u# cada una de las ecuaciones, teniendo en

cuenta (1.38), y evaluamos en el punto P:

8au (x* —ycos(uv) +z* =0) = 2xé _ % cos(uv) +yvsen(uv) +2z—— L

du " 9u "
s o 5 ox dy dz
E(x +y* —sen(uv) +2z° =2) = 2x a—+2y$—vcos(uv)+4z£ 0,
dx dy 9z
5 (xy—senucosv+z:1):>y$+x£—cosucosv+$:0.
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Evaluando en el punto P se obtiene el sistema

Jdx dy
2ou ou
dx _dy

2—4+2—==0
8u+ u ’

0,

Se trata de un sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes tiene determinante no
nulo (ver la férmula (1.37)). Entonces, la tinica solucién es la trivial, es decir,

ox (T dy /T dz [
STCORUSE TR THOR
du (2 du \2 du \2
De igual manera, derivando parcialmente respecto de v cada una de las ecuaciones,
teniendo en cuenta (1.38), y evaluando en el punto P, se llega al sistema
dx dy

dx dy &

o oy o:_
dv  dv  dv

cuya solucién nos proporciona:

CORE T A CO R A CORE S

0,

Ejercicio 1.14 Probar que el sistema

x2+y2—z2—4=0
yz+xz—xy—1=0

define implicitamente a y, z como funciones de x en un entorno del punto (x,y,z) =
(2,1,1). Calcular % y & enel punto x = 2.

SOLUCION: Consideremos las funciones
flryz)=x>+y" —2* -4, g(x,y,2) = yz+xz—xy—1,

y comprobemos que se cumplen las hipétesis del teorema de la funcién implicita
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1) El punto P = (2,1, 1) satisface las dos ecuaciones del sistema.

2) Las derivadas parciales

FrE Frit %2 =%
[Z 92 _ 98 _ +
ox 8y_z o 8Z_y .

son continuas en un entorno del punto P (de hecho lo son en todo R3).

3) El jacobiano

af df
3(f,g)J _|5 % | :‘2 —2‘:47&0.
(y,2) (P) 875 %(p) Z=X y+x (P) -3

Por tanto, por el teorema de la funcién implicita, existe un entorno del punto x = 2
donde es posible despejar y = y(x) y z = z(x).

Para calcular % y %, derivamos respecto de x en cada una de las ecuaciones del
sistema teniendo en cuenta que y = y(x) y z = z(x).

d

4 (P +y? =2 —4=0) = 242y — 22 =0,

d

L0zt —y—1=0)= ' +yd+z+xd —y—x' =0.

Para calcular y'(2) y 7/(2), evaluamos el sistema en el punto P(2,1,1),

2y —27 =—4
_yl +3ZI — O

cuya solucién nos da

V) N
0 3 -1 0
'(2) — = -3, '(2) = =1 ([
¥ (2) o 2(2) 2 2
-1 3 -1 3
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Ejercicio 1.15 Probar que el sistema

V422 —x>4+5=0
& +x—72=0

define implicitamente a y, z como funciones de x en un entorno del punto (x,y,z) =
(3,0,2). Calcular % y % en el punto x = 3.

SOLUCION: Consideremos las funciones
fy,2) =y +2 = 45, g(x,y,2) =& +x—2%,

y comprobemos que se cumplen las hip6tesis del teorema de la funcién implicita:
1) El punto P = (3,0,2) satisface las dos ecuaciones del sistema.

2) Las derivadas parciales

If _ I _ 9 _

P = —2ux, Iy =2y, oz =2z,
98 _ 98 _ 98 _
8x_1’ 8y_e’ dz =%

son continuas en un entorno del punto P (de hecho lo son en todo R3).

3) El jacobiano

of  Af
a(f,g)J _‘ay a2y 2 _'0 4 ‘__4740
=2 = =7 =, "= :

I(:2) | (p) E P e =2, |1 4

Por tanto, por el teorema de la funcién implicita, existe un entorno del punto x = 2
donde es posible despejar y = y(x) y z = z(x).

Para calcular % y %, derivamos respecto de x en cada una de las ecuaciones del
sistema teniendo en cuenta que y = y(x) y z = z(x).

— (y2+z2—x2+5 :0) = 2yy' + 277 —2x =0,

Elxgls

(@ +x—22=0)=ey+1-2z7 =0
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Para calcular y'(3) y Z/(3), evaluamos el sistema en el punto P(3,0,2),

47 =6
y/_4Z/:_1

de donde se obtiene y/'(3) =5, Z/(3) = 3. 0

Ejercicio 1.16 Probar que para r > 0, el sistema
22 =p2
V2=

define imph’citamente dos funciones X = x(z) ey=y(z ) en un entorno del punto
(xX,y,2) = (\f VoL f) Calcular 4 FER d en el punto z =

g

SOLUCION: Consideremos las funciones

2

flayz) =xt 42 =r, gleyz) =y +22 = r,

y comprobemos que se cumplen las hip6tesis del teorema de la funcién implicita:
1) Elpunto P = (-5 575 \[) satisface las dos ecuaciones del sistema.

2) Las derivadas parciales

af _ af _ af _
5—2)6, Ty—o, a—Z—ZZ
98 98 _ 98 _
ox =0, 87y_2y’ 2z =%

son continuas en un entorno del punto P (de hecho lo son en todo R3).

3) El jacobiano

af of 2r
a(f,g)J B T I = R S —22 20,
e d - =L
Nl |5 S, 10 Pl |0 7

r

Por tanto, por el teorema de la funcién implicita, existe un entorno del punto z =
donde es posible despejar z = z(z) y y = y(z).

S
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Para calcular é% y 3%, derivamos respecto de z en cada una de las ecuaciones del
sistema teniendo en cuenta que x = x(z) y y = y(2):

4a
dz
d

d;( 12 =1) =2/ (2) +22=0,

(P +27=r) =2 () +22=0,
de donde se obtiene

En particular, sustituyendo en el punto P se obtiene
()= ()= =
V2 "\v2

Ejercicio 1.17 Probar que la ecuacion

X’y —y*x+z%cos(xz) = 1

define una funcién impllicita z = z(x,y) en un entorno del punto (x,y,z) = (0,v/2,1).
Calcular % y g—; en el punto (0, ﬁ) .

SOLUCION: Consideremos la funcion
f(x,y,2) =x"y—y*x+ 2 cos(xz) — 1,

y comprobemos que se cumplen las hipétesis del teorema de la funcién implicita:
1) El punto P = (0, V2, 1) satisface las ecuacion.

2) Las derivadas parciales

of 5 af o
3 = 2xy —y* — 7 sen(xz), oy = x" —2xy,
af 2

e 2zcos(xz) —xz” sen(xz),

son continuas en un entorno del punto P (de hecho lo son en todo R3).
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3) %(P) = 2zcos(xz) —xz* sen(xz) | ») =2 £0.

Por tanto, por el teorema de la funcién implicita, existe un entorno del punto (O, \@)
donde es posible despejar z = z(x,y). Ademds se tiene que

dz 3 Jz %‘;
=g —=—
ox (TJZC dy 7‘;
Por tanto,
) 2y —y* =2
TRV Sl M
ox 2zco0s(xz) — xz% sen(xz) (0.v21)
0 )
(0.v/2) = — S =0. O
dy 2zcos(xz) — xz% sen(xz) (0.v2.1)

Ejercicio 1.18 Probar que la ecuacién
yzx —x2y+xsenz =2

define una funcién implicita x = x(y,z) en un entorno del punto (x,y,z) = (1,—1,0).
Calcular % y 3—’; en el punto (—1,0).

SOLUCION: Consideremos la funcién
f(x,y,2) = y*x — x>y +xsenz —2,
y comprobemos que se cumplen las hipétesis del teorema de la funcién implicita:
1) El punto P = (1,—1,0) satisface las ecuacion.

2) Las derivadas parciales

o _» of _ 2 of
o =y~ —2xy+seng, Iy =2xy —x°, 3z

son continuas en un entorno del punto P (de hecho lo son en todo R3).

d

= XCO0SZ,

3) La derivada parcial

d
a—i(P) =y - 2xy~|—senzj (1-1.0) = 3£0.
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Por el teorema de la funcién implicita, existe un entorno del punto (—1,0) donde es
posible despejar x = x(y,z). Ademds se tiene que

af d

x_ ox_ &

- af’ - af °
dy o dz o

Por tanto,

0 2xy — x°
*x(—l,o): _zxny =1,
dy y*—2xy+senz | )
%(_1 0)= — XCoSZ J _ 1 0
dz- yr—=2xy+senz|; 19 3
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