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Abstract : The study of the teaching of the demonstratiorwshthat the validations of the

teaching of mathematics are the double transpaosidiothe demonstrations of the mathematical
institution (which produces the knowledge) and lué tvalidations, argumentations or proofs, of
other institutions (like the “everyday life”). Thaudy of the programs of the “college-lycée” in
France, and “Gymnasium” in Baden-Wirttemberg, camgid by the study of textbooks, reveals the
use of various types of validation (argumentatiprgof) and of arguments (of plausibility or of

necessity). Didactic difficulties related to theubdte transposition. After having described the
properties of this double transposition, one willegtion his extention with other situations of
teaching.

Resumen: El estudio de la ensefianza de la demostracion raugse las validaciones de la
enseflanza de matematicas son la doble transposieidias demostraciones de la institucion
matematica (que produce el conocimiento) y lasdaalones, argumentaciones o pruebas, de otras
instituciones (como la "vida diaria"). El estudie lds programas del “college-lycée” en Francia, y
del “Gymnasium” en Baden-Wirttemberg, confirmada glcestudio de manuales, revela el uso de
distintos tipos de validacion (argumentacion, pa)ygbargumentos (de plausibilidad o necesidad).
Dificultades didacticas en relacion con la dobéasposicion aparecen. Después de haber descrito
las propiedades de esta doble transposicion, ggumiaga su extention a otras situaciones de
ensefianza. Pour valider la vérité d'une propositonutilise des arguments de nécessité, dont la
conclusion est nécessairement vraie, au sein derg#mations.

Nous allons étudier un média, le manuel scolairendéhématiques dans I'enseignement scolaire.
Dans ce média, nous étudions le théme de la dérmatost (ou de maniere plus large de la
validation). Ce media est influencé par deux miiélistincts. Un premier milieu est constitué par
les institutions des mathématiques savantes, djiseut la démonstration mathématique comme
mode de validation, hors de toute intention didpetid'enseignement de cette démonstration dans
I'enseignement secondaire; cette derniere intergginplutdét de la responsabilité des institutions
d'enseignement secondaire. Un second milieu estitwd des autres institutions, au sens large : la
vie quotidenne, la famille, les classes de scieegggrimentales, la classe de philosophie ... Dans
ces institutions il n'y a pas également d'intentiliicactique a propos de la démonstration dans
I'enseignement secondaire mathématique.

Nous allons étudier la double dialectique entranéslia, le manuel scolaire, et ces deux milieux
(pour faire court mathématique et non mathématighi®us montrerons que les institutions de
I'enseignement secondaire sont le lieu d'une daultsposition, de la validation mathématique et
de la validation non mathématique, et que cettdldodialectique a des formes et des fonctions qui
peuvent s'expliquer par l'institution ou elle es$aren oeuvre.

C'est pourquoi nous utiliserons une approche coatipa; entre des institutions francaises et
allemandes (plus précisément du Baden-Wirttemb&rgfte approche comparative permettra de
mieux contraster les formes et les fonctions die akalectique.



1 La démonstration objet d'enseignement dans desanuels scolaires : cohabitation entre
plausibilité et nécessité

1.1 La démonstration comme theme d'étude

Nous avons trouvé et analysé une lecon sur la demadion dans le manuel de Baden-
Warttemberg deKlasse 8 Gymnasium, Baden-Wirtemberg, Lambacher Schwekdett, 1999
(premiére édition 1995) et dans le manuel deldase de quatriemgecollection triangle, Hatier,
1998. On observe donc, dans chaque manuel, I'djgpanle la démonstration comnubjet
d’enseignement.Dans les deux pays cette apparition est progresdlees avons identifié et
illustré lesgenres de tachesuivants : découvrir (conjecturer ou reconnaiehtrdler (reconnaitre
les statuts, les formes de raisonnement, 'apphicates énoncés conditionnels), changer de registre
(tracer, encoder, décoder), démontrer (avec seatioas calculer, construire, étudier). Alors que
démontrer est un genre de tache mathématique pptreachanger de registre, contrdler, découvrir
ne sont pas des genres de taches isolées en mtth&weamais sont intégrés au processus de
démonstration. La pratique isolée de ces tachesxsanple changer de registre de maniére isolée,
découvrir de maniere isolée, controler de manisoéée au lieu d’étre intégré a une activité de
résolution de probléme correspond a un exercicdaiseolié au phénoméne de transposition
didactique et au passage, pour la démonstratiostadut d’objet paramathématique a celui d’objet
d’enseignement. On comprend que cet isolementgiseihécessaire pour bien identifier les taches
de ce genre et apprendre a la réaliser. Mais o aussi le risque de dérive si ce travail isolé
a trop d’ampleur.

La technologie mobilisable pour réaliser les taches de ce geaitecbhabiter une technologie
logique ou de raisonnement, présentée de manisez @®mmaire, une technologie mathématique
avec une emphase particuliére sur la géométrie,tectenologie non mathématique, constituée
essentiellement par les arguments visuels (obsengt pragmatiques (mesure sur des figures) ou
inductifs (vérification sur quelgues exemples). t€eaterniere technologie non mathématique est
sollicitée dans les taches du genre « conjectyrertkacer » ou « construire »... Les éleves sont
habituées a fréquenter cette technologie, depéi®lé primaire avec la géométrie perceptive et la
géométrie instrumentée, jusqu’a la géométrie dstabrlu début de college. C’est ce que [Parzysz
2003] désigne sous le nom de « géométrie concr@®yet « géométrie spatio-graphique (G1).

Les types detechniques sont peu décrites méme si I'on voit apparaitre quesd types de
technique : démontrer la fausseté a I'aide d’urtresexemple, démontrer la vérité en appliquant un
théoréme de forme conditionnelle, découvrir en meagssant une configuration particuliere dans
une figure. Dans le manuel frangais on évoque @deuves types de techniques : démontrer par le
calcul et découvrir par conditions suffisantes.

La fonction de vérification est prise en compte dans le cas des taches de gei@montrer » pour
vérifier la vérité et dans le cas des taches duegerconjecturer » pour vérifier la plausibilitén O
peut supposer Idsnctions de communication et de systématisationdale prises en compte dans
les taches du genre « controler », « changer detreg et « démontrer », qui permettent de vérifie
'application des énoncés conditionnels, de formuléun registre dans l'autre, de corriger
éventuellement la rédaction d'une démonstration. foaction de découverte associée
naturellement aux tadches du genre «découvrir »ladbnction de communication peuvent
également étre remplies par des taches du gerranger de registre» qui peuvent déboucher sur



une idée plus claire dans un registre que dansitra at qui permettent de communiquer en ayant
recours a la figure. Cependant, fesctions d’explication ou de systématisation globda semblent
absentes de cette lecon. Nous allons maintenamnayscomment des théoremes de cours sont
validés dans des manuels.

3.2 La validation de théorémes de cours

Pour étudier, nous avons choisi différents théoestuliapres les variables suivantes : positions
relatives, selon le pays, du moment de premieredatédn du théoreme, position relative de

premiere validation du théoréme par rapport a &ss#d de quatriéeme ou a la classe 8 ou la
démonstration est introduite, domaine mathématiquethéoreme, technologie mathématique
mobilisable ou non.

Prenons un exemple concernant la validation deradle de l'aire du disque et du périmétre du
cercle.

Dans un manuel allemandde classe 10 (15-16 ans) de la méme collecticalarvalidation
suivante.
Aire du disque

1  Die beiden Bilder zeigen den Mond-
krater ,. Kopernikus® auf zwei verschiedenen
Mondkarten.

a) Kann man den Bildern entnehmen, wie
grof3 die Flidche des Kraters in Wirklichkeit
ist?

b) Wie viele der eingezeichneten Quadrate
liegen ganz in der Kraterfliche?

Warum sind es auf beiden Karten gleich
viele?

¢) Gib fiir den Flicheninhalt des Kraters
einen Niherungswert in der Flicheneinheit
) " ,,1 Quadratfliche* an.

| | l; d) Wie lautet der Ndherungswert in der Ein-
I heit ,,1 Radiusflache*?

Bisher haben wir Flicheninhalte von Vielecken berechnet. Nun versuchen wir, Flichen-
inhalte von krummlinig begrenzten Flichen zu bestimmen. Die wichtigste derartige Figur
ist der Kreis.

Der Flicheninhalt des Kreises auf dem Rand ist kleiner als 16 cm?, aber groBer als 8 cm?.
Vergleicht man den Flicheninhalt A eines Kreises mit dem Flicheninhalt r2 des Radiusquad-
rates, so stellt man fest: Bei allen Kreisen ist

212 <A <4r? oder 2<r%<4.

Die Schranken 2 und 4 hingen nicht von r ab; wir kénnen daher vermuten: Bei allen Krei-
sen ist der Quotient 4 die gleiche (zwischen 2 und 4 gelegene) Zahl, bzw: Bei allen Kreisen
ist der Flicheninhalt dasselbe Vielfache von r2.
Um die Vermutung zu iiberpriifen, denken wir uns regelméBige Vielecke derselben
Eckenanzahl n in zwei Kreise einbeschrieben. Da diese n-Ecke dhnlich sind, gilt fiir ihre
Flicheninhalte A, und A,:

A, 1?2 Ay _ A

A Top oder e

D.h.: Bei festem n ist der Quotient aus
n-Eck-Inhalt und Inhalt des Radiusquadrats
bei allen Kreisen gleich.

Da sich der Inhalt eines n-Ecks bei hinrei-
chend groBer Eckenzahl vom zugehdrigen
Kreisinhalt nur beliebig wenig unterschei-
det, muss in gleicher Weise auch fiir die
Kreisinhalte gelten:

Satz: Der Quotient A: 12, d.h.:
(Fliacheninhalt des Kreises) : (Flacheninhalt des Radiusquadrates)
ist bei allen Kreisen gleich.

Indications de traduction :

L’auteur commence par une activité d’approche autiGvaluation par quadrillage d’aires.



Il poursuit en proposant la conjecture suivantécqurespond a une argumentation.
« L'aire du disque dans la marge est plus petieelficni, mais plus grande que 8 &€ndn
compare I'aire A d’un disque avec I'airedu carré de coté r, on constate ainsi que : mus fes

A

cerclesona:22|<A<4r20u2<r_2<4.

Les bornes 2 et 4 ne dépendent pas de r. Orcpajdcturer que pour tous les cercles le quotient

A
r_2 est le méme (compris entre 2 et 4) »

Intéressons-nous a la validation de cette conjeatans le manuel.
« Pour vérifier notre conjecture, nous considénteisx polygones réguliers de méme nombre n de
sommets inscrits dans deux cercles de rayons tfspeet .. Comme ces deux polygones sont
semblables, leur aires; &t A, sont dans le rapport :

A 1} A, _A
~ — o 0U .2 " 2.
A, r? ;oo

Cela signifie que, pour un n fixé, le quotient @ré d’'un polygone a n cotés inscrit dans un eercl
de rayon r et I'aire d’'un carré de c6té r est lemaéour tous les cercles.
Comme l'aire d’'un polygone a n coétés differe ayssu qu’'on le souhaite de l'aire du disque

correspondant pour n suffisamment grand, on daiirale la méme facon également pour les aires

de disques :

A
Théoréme : Le rappo” % est le méme pour tous les disques ».
Analyse linéaire.

n°| données régles conclusion commentaire

1 | 0 hypothese deux polygones réguliers a n sommets
respectivement inscrits dans deuk
cercles d rayons respectifset 1

\U

54

2 1 triangles semblables  les deux polygones sont sdxhelsl régles vues en
dans le rapport des rayons [classe 9
3 2 aire des polygones| le rapport de I'aire d’un polygonejregles vues €n
semblables régulier inscrit dans un cercle au cactasse 9 ;

du rayon de ce cercle est constamgxplication
4 | O0figures du Induction visuelle | pour n suffisamment grand, I'alfenexplication ;

carré et de polygone régulier inscrit dans unpropédeutique
I'lhexagone disque differe aussi peu gu’on lejaux limites
inscrits dans souhaite de I'aire du disque
un cercle
5 3,4 passage a la limite e rapport de I'aire d’'un disque au céréuve
autorité de son rayon est constant

Etudions les deux pas contenant des arguments atrématiques.



Le pas n°4 contient un argument d’induction. Ereteffprés avoir vérifié (visuellement) que du
carré a I’'hexagone, I'aire du polygone régulieciitsdans le cercle se rapproche de l'aire du eercl

il est induit que pour n suffisamment grand, I'atfein polygone régulier inscrit dans un disque
difféere aussi peu qu'on le souhaite de l'aire dsqde. Il n'est pas produit ici de justification
mathématique de cette affirmation. C’est pourqumisnévoquons uargument d’induction, qui
n’est pas un argument mathématique.

Dans le pas n°5, partant du rapport de l'aire @otygone regulier inscrit dans un cercle au carré
du rayon de ce cercle constant, on effectue unagasa la limite. A la limite, I'aire du polygone
inscrit dans le cercle est égale a celle du cetmbac Le rapport de I'aire de ce polygone au carré
de son rayon est égal au rapport de l'aire du @isqucarré de son rayon. Comme ce rapport est
constant pour tous les polygones, il est constant pous les cercles. Ce passage a la limite est
affirmé sans qu’aucune justification mathématiqeesoit donnée. C’est pourquoi nous parlerons
d’argument d’autorité exprimantun passage a la limite Cet argument d’autorité n’est pas un
argument mathématique.

La suite du manuel propose une validation de lafibe de la circonférence du cercle.

Périmeétre du cercle

Wir versuchen nun, vom Flicheninhalt A eines Kreises auf seinen Umfang zu sc}ﬂieﬁen.
Dazu denken wir uns die Kreisfliche wie einen Kuchen in gleiche Teile zerschnitten und
die Teile wie folgt angeordnet:

Wiihlt man nun die Zahl der Kreisteile hinreichend gro$, dann umerscheide}:t sich die so
entstandene Fliche um beliebig wenig von einem Rechteck mit der Lange' su und der
Breite r. Da ihr Inhalt stets 7r? ist, muss daher jur =mr? gelten und somit u = 2Ry,

Satz: Ein Kreis mit dem Durchmesser d (dem Radius r) hat den Umfang
=n-d (u=2mr).
T soll an Peripherie u ( )
(Begrenzungslinie, Rand)
erinnern
Beispiel 1:

a) Hat ein Kreis den Radius r= 0,75m,so gilt u=m-1,50m = 4,71 m. o

b) Bei einem Fahrrad hat jedes Rad einen Durchmesser von 80 cm; also gilt fiir den Rad-
umfang u=nd=3,14-80cm=~251m. }

Legt das Fahrrad z.B. 1km zuriick, so ist die Anzahl der Radumdrehungen ungeféhr
(1000 : 2,51), also etwa 398.

Indications de traduction :



Aprés la validation de la formule de I'aire A d’disque de rayon r indiquant que le rapport A ur r
est constant, le livre définit le nombt&omme étant ce rapport constant.

Plusieurs méthodes sont proposées pour déterminer valeur approchée da (méthode
d’Archiméde,.. 3.

On établit ensuite le théoreme ci-dessus sur iengére du cercle.

On décompose le disque en secteurs de méme amglkoguecompose de maniére a former un
figure approchant un parallélogramme, comme sugggaréa figure ci avant.

« On choisit un nombre de secteurs suffisammemdgpaur que l'aire de la surface recomposée
différe aussi peu qu’on le souhaite de l'aire dattangle de longueur udemi-périmetre et de
largeur un rayon » Comme l'aire du rectangle recomposé est l'aireddigue, et comme on a
précédemment établi que l'aire du disque vaubis le carré du rayon, on en déduit que le
périmétre du cercle vamtfois le diametre.

On signale cependant par la figure ci-dessous guigne ondulée peut approcher de plus en plus
un segment de droite sans pour autant que la lomgigela ligne ondulée approche la longueur du

segment

Analyse linéaire.

n°| données regles conclusion commentaire
1 |0 hypothes 3 disques découpés respectivement
en 8, 12, 16 secteurs identiques
2 1 constat visuel | I'aire de la surface reconfigugsplication
rapproche de plus en plus de celle
d’un rectangle de hauteur le rayon r

du disque et de base un dem

périmétre de cercle

3 2 induction on peut choisir un nombre deexplication,
secteurs suffisamment grand pgoropédeutique
que l'aire de la surface recompogsée
différe aussi peu gqu’on le souhaite
de I'aire d’'un rectangle de longueur
undemi-périmétre ( %2 u) de cercle

4%

1 pages 75, 83, 84



et de largeur un rayon r

4 3 autorité I'aire du disque vaut l'aire du
(passage a |rectangle précédent (interprétatipn)
limite)

5 2 formules de I'aire du disque vaut : aire du disque vue
I'aire du disque nr?; précédemment, aire du
et de laire du laie du rectangle vaut : ¥z uxrjrectangle vue en classe
d’un rectangle 5.

6 4,5 calcul le périmétre d’un cercle de rayan r

vaut Ztr.

Etudions les pas contenant des arguments non matiogies.

Le pas n°2 est un constat visuel avec 8 secteussljusecteurs de I'apparition d’'une figure se
rapprochant d’'un parallélogramme. Ici la recomposities secteurs en espéce de parallélogramme
pourrait se montrer avec les propriétés géomésiglisponibles en classe 10. Le recours au constat
visuel permet de simplifier I'exposé.

Par contre le pas n°3 contient un argument d’indoctn effet aprés I'avoir vérifié sur quelques
cas, on conclut qu’on peut choisir un nombre deéeses suffisamment grand pour que l'aire de la
surface recomposée differe aussi peu qu'on le steukda I'aire d'un rectangle de longueur un
demi-périmétre ( ¥2 u) de cercle et de largeur yonra. Il nest pas produit ici de justification
mathématique de cette affirmation. C’est pourqumisnévoquons uargument d’induction, qui
n’est pas un argument mathématique.

Dans le pas n°4, par passage a la limite, on déphgtl'aire du disque vaut I'aire du rectangle
précédent. Ce passage a la limite est affirmé gal@icune justification mathématique ne puisse
étre donnée a ce niveau de classe. C’est pourguai parlerons drgument d’autorité exprimant

unpassage a la limiteCet argument d’autorité n’est pas un argumenhématique.
Dans un manuel francaigde classe sixieme, «le nouveau Pythagore »conérla validation
suivante concernant la formule de la circonférahceercle.

Périmeétre du cercle

Périmétre du cercle.



A la recherche de =

Matériel : un rouleau de papier adhésif, felQtre, ciseaux, régle graduée...

A. Expériences, mesures et calculs

1. Mesurer le diamétre d du, rouleau de papier adhésif.
Tracer, au feutre, un trait, juste au début du ruban (fig. 1).

trait traceé
au feutre

fig. 2

Dérouler le ruban jusqu’au trait, puis le fixer sur une feuille.

2. Mesurer la longueur p du ruban déroulé (fig. 2).
Compléter ce tableau avec différentes valeurs obtenues dans la classe.

Périmétre (cm) p=

Diamétre (cm) d=

p+d=

B. Conclusion

1. Que constate-t-on dans ce tableau ?
2. Compléter la phrase :

Le périmeétre d’un cercle est égal a son diamétre multiplié
par ...

3. Compléter la formule : p=1mXx... avec T A= ...

Analyse linéaire :On propose de reconstruire une validation atte@dogtir des questions posées

et du contexte.

n° |données régles conclusion commentajre
1 |0 hypothese différents cercles (de rouleaux de
rubans adhésifs d’éléves de la clagse)
211 constat visuel (mesure) pour chaque cercle lengére et le
diamétre valent...
32 calcul pour chaque cercle, le rapport [découverte/
périmétre sur diametre vaut envirorplausibilité
(calcul
approché)
4 3 induction (autorité) pour tout cercle le rappaégedent plausibilité
est constant et est naté@vecrn ~...
514 calcul le périmétre d’un cercle de diametre D
vautn D




La technique de mesure du pas n°2peatymatique car justifiée par le constat visuel. Elle remplit
une fonction delécouvertede la constance du rapport périmeétre/diameétre.

Elle pourrait mener, a I'aide d’'un raisonnementuictdf, a une argumentation affirmant le résultat
probable. En I'absence de démonstration mathéneapggsible dans cette classe compte tenu des
technologies mobilisables, on préfere utilisautorité du livre (et éventuellement du professeur)
gui impose le résultat comme vrai, s’appuyant $odudction a partir des mesures. En imposant le
résultat comme vrai, le recours a I'argument d’atéaemplit lafonction de preuvequi ne peut
étre remplie par une démonstration mathématiqu@ksence de technologie mobilisable adéquate
permettant le passage a la limite. Le résultaitsenposé comme vrai car utilisé par la suite comme
élément de technologie justifiant des calculs dammdre de cercle. Il y a uprincipe didactique

du théoreme admisqui consiste a utiliser I'argument d'autorité powalider des théorémes a
mobiliser pour la suite de la scolarité, qu'on aatre dans les programmes parfois sous la mention
« preuve admise » lorsque I'absence de technologiglisable ou les contraintes de la situation
d’enseignement (manque de temps, difficultés deldase, manque d’intérét...) ne le permettent

pas: «A ce propos, lesétudes expérimentalegcalculs numériques, avec ou sans calculatricessures,

représentations a l'aide d'instruments de dessin), permettent d'émettre des conjectures et ddndensens aux
définitions et aux théorémes. Elles ont donc tdete place dans la formation scientifique des &eév@n veillera

toutefois a ce que les éléves les confondent avec des démonstratiques exemple, pour tout résultat mathématique

énoncépn précisera explicitement qu'il est admis lordguia pas été démontsé[Ministére 1998, p.43]On pourra
regretter ici que la distinction entre conjectugedémontrer ne soit pas aussi claire dans I'énoncé
de I'activité ci-dessus, et qu’il n'apparaisse parement que le résultat est admis.

Aire du disque : Le manuel de 5éme (1é-13 ans), suite du manueégedat, propose une

validation de la formule de l'aire du disque.

A. Découpage et collage

1. Dessiner et découper 4 disques de mémes dimensions.

o 2. Couper le premier disque en 4 secteurs identiques et coller téte-béche
ces 4 secters.

Enlre nous

3. Couper le second disque en 8 secteurs identiques et coller téte-béche
ces 8 secteurs.
4. Méme travail avec 16 secteurs (et avec 32 si vous voulez).

a formule

B. Formule

1. A quoi ressemble la figure obtenue en collant téte-béche des secteurs
rombreux et trés fins?

En déduire une formule pour calculer I'aire d’un disque.

2. Un disque compact fait 12 cm de diameétre.

Peu importe son air! Calculer son aire.



Analyse linéaire.
On propose de reconstruire une validation attedo@rtir des questions posées et du contexte.

Preuve

n°| données regles conclusion commentaire
1 |0 hypothes 4 disques découpés respectivemeniBen 4,
16, 32 secteurs identiques
2 1 constat visuel, |la surface reconfigurée ressemble de plusxgtication/
induction plus a un parallélogramme de hauteur|ticouverte/
rayon R du disque et de base un dempersuasion

périmetre de cercle

4%

3 2 autorité I'aire du disque vaut l'aire du vérification
parallélogramme précédent
4 4 formules de I'aire le parallélogramme précédent est d’aire :
d’'un R

parallélogrammgé

et périmetre d’un
cercle

5 3,4 calcul I'aire du disque de rayon R vaut :

R

Cette validation constitue une preuve puisque lackesion est affrmée comme conclusion

U

nécessaire d’'une suite de déductions.

La technique du pas n°2 gatagmatique (découpage, reconfiguration). Cette techniqueuast
explication puisqu’elle montre, par reconfiguration, le liemtre I'aire du parallélogramme et celle
du disque. Elle est justifiée pemnstat visuelet une induction a partir des 4 découpages.

Le pas n°3 utilise dutorité du livre (et éventuellement du professeur) qui isgde résultat
comme vrai mais en s’appuyant également sur lestaés des techniques pragmatiques.

Une démonstration mathématique ne nous apparaip@ssible compte tenu de la technologie
mobilisable en cinquiéme qui ne permet pas, pamek®e le passage a la limite implicite dans le
pas n°2.

Enfin on notera que pour passer de I'argumentadida démonstration on utilise un argument
d’autorité. Mais cet argument a lui seul pourraitpas suffire a persuader les éléves, c’est pourquo
on arecours un argument pragmatique, plus pefsuasi

Enfin la technologie mathématique utilise les folesud’aire du parallélogramme (mobilisable en

cinquiéme) et de périmetre du cercle (mobilisablsigieme).

Comparaison entre les deux manuels

— Les technologies non mathématiques sont analoguese: technique pragmatique de

découpage/recomposition des secteurs est jugtifieeonstat visuel et un argument d’autorité.
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- Dans linstitution francaise, on n’a pas formuliduction du passage a la limite sous forme
générique (comme dans le cas allemand). Plusieypstlineses peuvent étre formulées :
difficulté cognitive pour des éleves de classe ohguweme a recevoir un raisonnement de
passage a la limite, absence de fonction prépagatol’enseignement des limites du fait de
I'éloignement des classes de sixieme et cinquieanagpport a la classe de premiere ou sont
introduites les limites. Par contre, dans lingtdo allemande la fonction préparatoire a
I'enseignement des limitefofiction propédeutique de la fonction découverte)explicitement
mentionnée dans les programmes de classe 10, ydiguer cette formulation. Le programme

précise en effet« Les éleves comprendront le probléme des détetimisade la circonférence et de l'aire du
cercle ainsi que du volume de solides détermiriégetoivent un point de vue sur comment une cénattbn

propédeutique des limites permet le caléMinisterium 4/1994, p.481]

- Les technologies mathématiques sont différentess dlinstitution francaise, formule de l'aire
d'un parallélogramme, calcul ; dans linstitutiotemande, triangles semblables, formule de
I'aire d’un rectangle et calcul.

- Dans l'institution frangaise, on a commencé paidealla formule du périmeétre en sixieme
et c’est cette formule qu’on utilise pour validarformule de I'aire ; sans doute parce que,
ne disposant pas de la technologie sur le rappmstaites de figures semblables utilisée
dans la validation allemande, il n’était pas aisértkttre en place un argument pragmatique
pour mesurer les aires (a I'exception des techsigigequadrillage assez inconfortables ou
des techniques utilisant des logiciels de géomptare avec calcul d’'aires) ; par contre cet
argument parait plus facile a mettre en place pmsurer les périmétres ; on voit donc que
la disponibilité de technologies mathématiques peflitencer I'ordre de présentation des
validations.

On observe la coexistence d’arguments mathématigtied’arguments pragmatiques, visuels,

d’induction, ou d’autorité. On aurait pu se conéend’'un seul argument d’autorité admettant le

résultat. La volonté de remplacer les argumenthémaatiques non mobilisables par d’autres types
d’arguments vise a remplir des fonctions de ladadion (explication, propédeutique, plausibilité)

gue le seul argument d’autorité remplit mal.

4 Double dialectique et double transposition

Parmi lesechnologiesdidactiques mises en évidence on note :

2 Den Schiilerinnen und Schiilern werden die Probleeieder Bestimmung von Umfang und Inhalt des K®is
sowie des Rauminhalts bestimmter Koérper verstandli8ie bekommen Einblick, wie eine propadeutische
Grenzwertbetrachtung die Berechnung ermdglicht*

11



- le principe en Bade-Wurtemberg comme en Francedaurs a la figure (par exemple dans la
somme des angles du triangle);

- le principe en Bade-Wurtemberg comme en Franceedancement au formalisme (en Bade-
Wurtemberg comme en France par exemple dans |legtihéade Pythagore);

- en Bade-Wurtemberg le principe de rédaction imigieit concise (recours a codage, recours a
figure, implicite dans calcul algébrique, ...) (patemple dans la somme des angles d'un
triangle, I'’équation du second degré, ...);

- en France le principe frangais de rédaction explimarqueurs de statuts, explication de
démarche, ...) (par exemple dans les équations g@aaténs du second degreé);

- en France le principe du théoreme admis (que nawsms pas observé en Bade-Wurtemberg).

Les technologies non mathématiques du type arguments visuels, @agues, d’induction,
d’autorité, apparaissent :

— lorsque la technologie mathématique n’est pas ce@plent mobilisable (géométrie de 'ordre
pour la somme des angles d’'un triangle, passageliiite pour le périmétre et l'aire d’'un
cercle ou pour le théoreme de Thales, théoremadasissements finis pour les variations de
la fonction carrée) ou lorsque I'on veut réalisertaines fonctions de la validation (explication
pour la somme des angles d’un triangle, propédeetmpur le périmetre et I'aire d’'un cercle,
explication pour le théoreme de Thales, systéntaiisgour les formules de volumes ou pour
les variations de la fonction élévation au carré);

- lorsque des technologies mathématiques mobilisatdesont pas mobilisées pour des raisons
didactiques (principe du renoncement au formaligthéoreme de Pythagore, inéquation du
second degré) ou a cause des fonctions assignéesvalidation (systématisation pour la
variation de la fonction carrée dans le manuelnadied, explication pour le théoréme de
Pythagore).

Les technologies non mathématiques précédentes cobitant avec des technologies
mathématiques c’est ce qui illustre le phénoméenedieuble transposition D’'une part on adapte
(on transpose) la démonstration mathématiques eplagant des arguments mathématiques
mobilisables (exemple du théoréme de Pythagore)asu(exemple de la formule de l'aire et du
périmétre en Bade-Wurtemberg, exemple de la someseadgles d'un triangle) par des arguments
non mathématiques. On transpose une validationémeattique en validation didactique. D’autre
part on ne se contente pas d'arguments non matlygrest (par exemple du seul argument
d’autorité, ou encore d'un seul argument pragmatida mesure, ou encore d’'un seul argument
visuel). On compléte ces arguments non mathématigae des arguments mathématiques (par
exemple dans les formules de I'aire et du périmétrecercle, dans le théoreme de Thalés), qui
assurent a Il'argumentation une qualité mathématiqo@ transpose une validation non
mathématique en une validation didactique. C'esplh&noméne de double transposition qui
constituela validation didactique comme lieu de la cohabitabn d’arguments mathématiques

et d’arguments non mathématiques

Concernant letechniquesmises sen ceuvre on observe :

— différentes registres (figure, graphique, tableau, ...) pour alléger lenfalisme alors que la
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technologie mathématique est mobilisable (dantdéereme de Pythagore avec la technologie
des angles mobilisable ; dans l'inéquation du seamyré avec la technologie des inégalités et
avec la technique de disjonction des cas par kegraphique);

- différentes techniques mathématiquegustifiant une démonstration (méthode des aires f@®
théoréme de Pythagore, méthode du tableau dessspgne lI'inéquation du second degré en
France, recours a la figure pour I'inéquation doosel degré en Bade-Wurtemberg). Il peut
arriver gu’'une méme technique puisse étre justdiéehoix, par des arguments mathématiques,
ou par des arguments non mathématiques (indudcigument visuel, argument pragmatique,
argument d’autorité) (exemple du théoreme de PyiteggDans les observations faites il est
difficile de déterminer le réle des différentes iahtes : domaine mathématique concerné,
technologies mathématiques mobilisables, techniquebilisables, rang de la classe, pays
concerng, théme étudié, ...

Nous avons cependant montré que les fonctions dalidation pouvaient, en partie, expliquer le
type d’arguments, de technologie ou de techniqug eni ceuvre. Nous avons observé que la
fonction d’explication était plus fréquente dans les validations observd@ns les manuels
allemands, ce qui s’Taccompagnait d’un recours aetgstres figuraux, graphigues ou pragmatiques
plus frequents (exemple de I'inéquation du secaegr@ des variations de la fonction élévation au
carré). Il reste cependant délicat de discerndessidifféerences observées correspondent a des
fluctuations de manuels ou reposent sur des dife&® entre pays. On peut juste remarquer que ces
observations corroborent nos observations des steafficiels : plus de poids a la fonction
d’explication dans le Bade-Wurtemberg, et plus diega la fonction de communication discursive
notamment dans la rédaction écrite en France.

Différentesdifficultés didactiques ont été repérées du fait de cette double transposi

La premiére difficulté se situe aniveau théorique Cette double transposition entraine en général
une cohabitation de deux théories différentes,théerie sociale et une théorie mathématique. Une
des grandes difficultés est que ces théories repase général sur des conceptions de la vérité
différentes, voire incompatibles. La conceptiongpnatique de la vérité s’accommode mal d’'une
conception logique. Les objets, les technologiereaeégalement différents. Ici unontrat
implicite va essayer de négocier la cohabitation de ces tleéories au sein d'une théorie
didactique qui essaiera de synthétiser ces dewridis¢ Dans le domaine de la géométrie, les
travaux de Parzysz, Houdement et Kuzniak propodiéiérents niveaux théoriques intégrant cette
double transposition. Nous avons également vu corhiee programmes officiels suggérent cette
cohabitation : progressivité, passage du locallabad, distinction entre validations de théorémes
de cours et démonstrations lors de la résolutitasedcices ou de problemes.

La seconde difficulté se situe aiveau de la distinction entre technologie et techque. Nous
avons montré que certaines techniques pragmatigimselles voire inductives ne sont qu’une
maniere moins formelle d’appliquer des élémenttedbnologie mathématique. Comment savoir si
le recours a la figure repose sur une justificatimuelle non mathématique, sur une justification
mathématique mobilisable mais non formalisée, sume (ustification mathématique non
mobilisable ? C’est a nouveau le recours @ntrat implicite qui est sensé régler cette
cohabitation. Nous avons vu des recours a la figussi bien pour le théoreme de Pythagore en
4°M9Klasse 9, qu'a propos de la démonstration graghéuthéoréme des gendarmes en premiére S
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ou de la démonstration du théoreme sur les vanstibune fonction dérivable d’'apres le signe de
sa dérivée en Klasse 11.

La troisieme difficulté concernles contratsimplicites. D’une part ces contrats implicites st

pas explicités clairement aux enseignants, par pketas programmes officiels ne précisent pas
clairement que le recours a la figure est tolénésda géométrie de I'ordre ou quel niveau de
rigueur est exigible dans une rédaction. Il s’eih sne grande hétérogénéité des conceptions chez
les enseignants, relevée par différents auteuradetoine et al 1998 p.69], [Antibi 1996, p.356]. En
conséqguence la perception du contrat par |'élevaitseelle aussi d’'une grande variabilité. Faut-il
expliciter ces contrats ? Est-ce possible ? Esbobaitable ?

5 Conclusion

On pourrait essayer d’étendre ce concept en traitgpo multiple concernant la transposition de
savoirs multiples dans une situation d'enseignement

Transposition multiple

savoir enseigné
constitué des
: . transpositions
savoir de l'institution 1 31 dusavoir

considéré dans

*°e les différentes
savoir de l'institution n institutions

Ce phénomene de transposition multiple ne doigpr@sconfondu avec une autre problématique qui
concerne ce que Chevallard [2001 a, 2001 b] appe#e mathématiques mixtes et les
mathématiques codisciplinaires. Une distinction @&daire entre d’'une part la cohabitation de
savoirs difféerents issus d’institutions différentims un méme sujet d’étude (ce qui rappelle Earfoi
certaines situations interdisciplinaires), et d‘laygart pour un méme savoir (dans notre exemple la
validation) la possibilité de le considérer du paile vue de deux institutions différentes dans
lesquelles il peut étre étudié (ce qui rappellégscertaines situations transdisciplinaires).

Nous parlerons de double transposition uniguemans @e dernier cas si le méme savoir du point
de vue de deux institutions est transformé pow énseigné dans une institution d’enseignement
des mathématiques.

savoir
de l'institution de la vie quotidienne :

Ces dernieres années on observe une multiplicaties situations d'enseignement des
mathématiques ou le savoir mathématique cotoiesiteation d'enseignement, d'autres savoirs ou
connaissances : la modélisation avec le savoiusearsituation du monde réel , 'enseignement des
mathématiques dans une langue étrangere avec dessshnguistiques, I'enseignement des
mathématiques dans un environnement de TIC avesauair instrumental ... La scénarisation
didactique de ces situations relevent-elles deténadtiques mixtes ou codisciplinaires, ou bien de
la trouble transposition? On observe égalemenéleldppement d'une approche de I'enseignement
et de la formation par une entrée par des competetransversales a des savoirs disciplinaires
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distincts. La encore la réflexion didactique doiermettre de distinguer ce qui reléve de
transpositions multiples, de mixités disciplinajrege codisciplinarité et de juxtaposition de
disciplines, en mesurant les enjeux, les risquéssathances.
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