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RESUME : Nous présentons une proposition de Parcours d’Etatlele Recherche (PER) qui part d’'un
probléme commercial trés répandu : avoir a faireyrévision de ventes pour un ensemble de prodaitson
connait les quantités vendues pendant une certp@eode. Ce PER a fait I'objet d’'une premiére
expérimentation en forme d’'Atelier de ModélisatMathématique pendant I'année scolaire 2006-200¢ ales
étudiants de premiére année d’'une faculté d’Ecomod® Barcelone (Espagne). L'analyse a priori et a
posteriori de I'expérimentation réalisée permetndettre en évidence quelques trais fondamentauXdeldgie
didactique institutionnelle des PER, tout partiéaséiment ceux liés a la dialectique des média etndésux.
Aussi bien les contraintes détectées dans la miggaege du nouveau contrat didactique que la poddté de la
guestion génératrice seront a la base de la prépamad’'un nouveau PER a expérimenter pendant I'anné
2007-2008.

ABSTRACT: We present a proposal of a Research and Study EqRSC) which arises from a very common
business matter: making a sales forecast of a prbdat, given the sold amounts of a certain pedgbdme.
This RSC has been experimented as a “Mathematicaksfop” with first year students in a Faculty of
Economics in Barcelona (Spain). The “a priori” afid posteriori” analysis of the experimental proceatow

us making clear some basic components of the aityatidactic ecology of the RSC, especially thasgects
related to the “media and milieu” dialectics. Bothe detected restrictions in the implementatiorthaf new
didactic contract, as well as the potentials of emerating question will lay the foundations of thesign of a
new RSC, which will be implemented during the P&&7/08

1. La dialéctica de los media y los medios en la ensatza universitaria

El contrato didactico imperante en la ensefianzaewsitaria establece una division muy
rigida entre las responsabilidades asignadas &smoy aquellas que corresponden a los
estudiantes. La mision del primero es ensefar el sentido de presentar o mostrar — a los
estudiantes las praxeologias matematicas que coaforel plan de estudios en vigor,
empezando generalmente por el discurso tecnoldgiizo organizador de los componentes
praxeoldgicos y acabando por el bloque practicoité¢ generalmente introducido a modo de
“aplicacion” de los teoremas, conceptos o propiedaénunciados. Por su parte, los
estudiantes deben aprender a activar los ingredigaraxeologicos que se les proporcionan
hasta ser capaces de resolver por si mismos cigrtes de problemas mas o menos bien
delimitados segun los casos y con los que se terglié enfrentar el dia del examen. Si
pensamos la situacion en términos delildéctica de los media y los medigse rige toda
construccion del conocimiento matematico (y ciesdifen general), podemos interpretar el
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papel del profesor como el del “media universaliauso Unico (a lo sumo “apoyado” por un
pequefio conjunto de libros de texto o de matejiadge transmite o comunica a los
estudiantes, de forma a la vez discursiva y mastradquellas respuestas praxeoldgicas (a
cuestiones muy a menudo tacitas) que ellos delseratapaces de utilizar por si mismos para
elaborar nuevas respuestas a las cuestiones mmvéess que se enfrentaran.

En cambio, el proceso de construccion y de pueptaeba de las respuestas, asi como el de
hallar los medios mas apropiados para el contresteg enteramente a cargo del estudiante,
cuando no resulta totalmente inexistente. No emigxtque, en la cultura escolar a este nivel,
el caracter experimental de las matematicas quedecido a su minima expresion y se
produzca, en este sentido, un enorme abismo eatrendtematica ensefiada por los
investigadores y la matematica que ellos mismostoayen (ver Barquero, Bosch, Gascon,
este volumen En el caso extremo de la ausencia de contistiemos incluso afirmar que es
el profesor el que se asume el papel, no sélo déiamsno de fmedio universal”, Unico
garante en ultima instancia de la verdad matemétida clase.

Siguiendo las lineas recientes de investigacién gopone la Teoria Antropolégica de lo
Didactico, nos planteamos la necesidad de introdea los sistemas de ensefianza
universitarios procesos de estuflimcionales donde los saberes no son “monumentos” que
el profesor “ensefia” a los estudiantes, sino heeratias materiales y conceptuales, Utiles para
estudiar y resolver situaciones problematicas. EEgimbcesos se concretan en lo que
Chevallard (2004) denomina “Recorridos de Estudinvestigacion” (REI), centrados en el
estudio prolongado de cuestiones problematicassqar a la vez “vivas” y “fecundas”, es
decir, que requieran como respuesta la construatgdtoda una secuencia de praxeologias
completas y articuladas.

A diferencia de otras propuestas de ingenieriactic el disefio de un REI debe mantenerse
abierto en el sentido siguiente: no se determinanicai el tipo de OM a las que se puede
recurrir para elaborar una respuesta a la cuegederatriz considerada, aunque si hay un
andlisis previo de la potencialidad de la cuesinicialmente abordada. En otras palabras, al
inicio de un RElI, ni el profesor ni el ingenieradcta saben cual sera el recorrido especifico
que seguira la comunidad de estudio, aunque sbrsgzca un conjunto amplio de posibles
caminos por recorrer. Esta apertura inicial es s para que la cuestién inicial “prime”
sobre la respuesta que se le debe aportar y nonseeta, como ocurre muchas veces, en el
simple pretexto para la construccion de los salmgregproporcionarian la respuesta.

Nuestra investigacion se sitda en un primer cuesmdtematicas para ciencias econémicas y
empresariales de una facultad de economia de BaeceEl problema que planteamos se
puede formular en las tres cuestiones siguientes:

(1) ¢ Como disefar procesos didacticos capaces de lsisuamestiones problematicas del
mundo de la economia y la empresa en el punto dielpael estudio, haciendo que
estas cuestiones sean las generadoras de losidosteratematicos que se ensefian vy,
en consecuencia, permitan articularlos y mostrduniscionalidad?

(2) El programa actual de primer curso de matematiegsuede dividir en tres grandes
ambitos: el algebra lineal, el calculo diferen@aintegral en una variable y en dos



variables. ¢ Cudles serian en cada ambito las enestgeneradoras (generatrices) mas
apropiadas para motivar la construccion de losretites contenidos matematicos y
cuales son las organizaciones didacticas mas atkexea cada caso?

(3) La enseflanza universitaria, como cualquier otro tip ensefianza, estd sometida a
restricciones transpositivas que delimitan el amlgié actuacion de la institucion
docente (y del profesor y los estudiantes en pdatic y permiten explicar las
evoluciones, diferencias y regularidades que seseptan en las diferentes
instituciones. ¢De qué manera la propuesta de suenganizaciones didacticas a
disefiar e implementar podran “resistir’ a las desugestricciones transpositivas?

La integracién del sistema universitario espafiotlemspacio europeo de ensefianza superior
propugna una nueva metodologia docente que redschoras de docencia directa (clases
magistrales) y atribuye una mayor importancia aoted proceso de aprendizaje del
estudiante, que debera asumir en consecuencial umasactivo y participativo durante su
proceso de formacion. Esta reforma propugna puesammbio en el contrato didactico
imperante actualmente que se ajusta a la nuevéemplkogia que subyace a los REI y
creemos que orienta el sistema hacia nuevas condi&i mas propicias para su
implementacion.

2. El Taller de Modelizacién Matematica

La experimentacion didactica que presentamos entediajo se integra, como hemos dicho
anteriormente, en un primer curso de matematicas laAdministracion y Direccion de
Empresas Cabe destacar de entrada que las condicionespeticion de esta asignatura no
corresponden a las de una ensefianza universidiaional. En primer lugar, la universidad

a la que nos referimos es una universidad privagaogganiza las ensefianzas con grupos de
estudiantes poco numerosos: entre 30 y 60 alumegisnslos casos. En segundo lugar, el
profesor responsable de elaborar el programa dsidgmatura y concretar su contenido es un
investigador en didactica de las matematicas q&ja en el marco de la TAD. Finalmente,
la experimentacion que consideramos aqui se llesetba durante un curso en el que, de los
otros tres profesores, dos eran también investrgadm didactica.

El objetivo principal de la asignatura, tal commsta en el programa vigente, es “que los
estudiantes aprendan a elaborar y utilizar modektematicos para la descripcion, el analisis
y la resolucion de situaciones problematicas quelase en el ambito de la empresa, la
economia, las finanzas o la vida cotidiana. Pagal a conocer las propiedades y principales
usos de estos modelos matematicos, es necesaiil@ffaarse con los principales tipos de

situaciones econdmicas, empresariales y socialeségqtos permiten representar. Pero no
basta con saber adaptar y utilizar con precisi6miodelos conocidos. Los alumnos deberan
ser capaces de analizar una situacion problem&icaérminos de dependencia entre
magnitudes variables, destacando la informaciéntineete para elaborar un modelo

matematico de dicha situacion. Y deberan sabearartilos modelos matematicos propuestos
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y sintetizar los resultados obtenidos con estosefosdpara generar nuevos conocimientos y
cuestiones sobre las situaciones problematicasdsyadas.”

Como ya hemos dicho, el programa se divide en draades ambitos o secciones que
corresponden a los tres trimestres del afo: aldetwal, calculo diferencial e integral en una
variable y calculo diferencial en varias variablegptimizacion. El curso se estructura en dos
sesiones semanales de dos horas de duracion cade eflas. Generalmente en la primera de
las sesiones se imparten klases teodricagexplicaciones y resolucion de problemas) y la
segunda se dedica a la realizacion ddalier de modelizacion matematic@ntrado en el
estudio de una cuestion problemética relacionadda@conomia o la empresa y el temario
del trimestre. El trabajo que presentamos verbeesanos de los talleres experimentados, el
que corresponde al segundo trimestre dedicado lalloadiferencial e integral en una
variable, que incluye cuatro temas: familias deciomes elementales; derivadas y célculo de
variaciones; problemas de modelizacion funciongbtymizacion; integrales y areas.

El trabajo en etaller de modelizacion matematic® realiza en grupos de 3 6 4 alumnos y
requiere la entrega de umforme semanal por grupoon los resultados parciales obtenidos y
uninforme final individualal acabar el trimestre.

El sistema de evaluaci@s el siguiente:

- Un examen al final de cada trimestre en el queekisidiantes deben resolver un
conjunto de problemas del mismo tipo de los estizdien clase, que cuenta un 50%
de la nota trimestral.

- La entrega de los informes en grupo e individuaieslizados en el taller de
modelizacién, que cuenta un 40% de la nota trirakstr

- El 10% restante corresponde a controles en clasérggas de problemas resueltos.

2.1. Andlisis a priori: caracter generador de laestion inicial

Para eltaller de modelizaciordel segundo trimestre del curso, partimos de daiente
cuestion generatriz:

La empresa de software educativo TAE¢nologias Aplicadas a la Docenciéeva un registr

O

de las ventas trimestrales de 7 de sus princigaleductos durante los dltimos 3 afios. Nos
encarga un informe sobre las cuestiones siguientes:

- ¢ Qué ventas se pueden prever durante los proximestres para cada producto? ¢Y para los

proximos meses? Presentar una férmula que permaizular las previsiones y justificarla

explicando las garantias y limitaciones de cadpymsta.

- ¢Para qué productos se prevén unas ventas caraimiento mayor al 10% trimestral? ¢ PRara
cuales se prevé un decrecimiento mayor al 12% anual




TRIMESTRE P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
Marzo 2003 1890 1050 1375 1300 300 750 250
Junio 2003 1940 1100 1100 1105 800 740 270
Septiembre 2003 1970 1120 920 940 1050 738 290
Diciembre 2003 1980 1160 790 800 1200 730 315
Marzo 2004 1990 1200 690 680 1250 720 340
Junio 2004 1995 1250 610 580 1300 710 370
Septiembre 2004 2000 1300 550 490 1330 700 400
Diciembre 2004 2001 1360 500 420 1350 685 430
Marzo 2005 2004 1420 460 350 1370 670 460
Junio 2005 2015 1490 420 300 1380 650 500
Septiembre 2005 2030 1550 390 260 1390 639 540
Diciembre 2005 2060 1640 370 220 1400 615 580
Marzo 2006 2100 1720 340 185 1410 590 630
Junio 2006 2170 1810 325 160 1415 570 680
Septiembre 2006 2250 1900 310 135 1420 545 730
Diciembre 2006 2365 2000 290 115 1425 520 790
Diccionario Juego Tutorial de Videos Programa  Calculado Calculadora
Espafiol ingles  simulacion programacion ciencias horarios ra grafica simbdlica
empresarial naturales centro numérica

Los datos de cada uno de los productos fueron pa€jps” por los profesores de la siguiente
forma. En una hoja de célculo se calcularon 16realale las siete funciones elementales
siguientes:

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

05(x—6)2 +2000 | 25(x+5)2+1000 | 2900 | 1300085* | 71200, .40 | - 08(x+2)2 +750 | 250108
X+4 x+1

Se modificaron entonces ligeramente los valoresad@ una de ellas para distorsionarlos un
poco sin perder por ello la “tendencia”’ generaladfuncién original. De este modo, los datos
propuestos a los estudiantes no corresponden ardrfgncion elemental.

El objetivo del taller era plantear a los estudianin problema muy proximo a las situaciones
reales de prevision de ventas en el que las fuasiaparecen como un posible modelo de
trabajo. Dado el bagaje matematico y economicasl@studiantes del curso, ninguna técnica
particular de prevision forma parte de su cultliflauso de Excel en el primer trimestre del



curso y su familiaridad con las familias de fune@srelementales (tanto en el bachillerato
como en las lecciones justo anteriores al talles) mermitieron suponer que podrian detectar
facilmente una tendencia en las ventas (por ejempartir de la representacion grafica) y
modelizarla funcionalmente. La formulacion de la&stion del taller también introducia la
idea devariacion porcentualanual y trimestral), lo que nos aseguraba questelde de la
variacion de una funciémpareciera durante el recorrido. Dado que elrtaberealizaria en
paralelo con las clases tedricas en las que s& dtmmrdar el tema de la derivada, era posible
que, en algun momento, el estudio de la variacetad ventas se pudiera relacionar con el
calculo de derivadas.

De todos modos, la eleccién de una situacion deigid@ de ventas venia motivada
principalmente por el hecho que permitia disting@manera clara y sencilla entresistema
econdémicoque se estudia (las ventas) y lo®delosque se utilizan para el estudio (las
funciones). Ademas, el hecho de trabajar con distirproductos y distintos grupos de
estudiantes posibilita la consideracion de difesenposibles modelos, facilitando asi la
emergencia del problema de dalecuacion entre el modelo y el sisteriacho en otra
palabras, el objetivo del taller era que los alusnatilizaran las funciones como modelos de
algun sistema econémico simple y que se planteauéstion de la eleccion del modelo
(¢, Qué modelo es mejor? ¢ Bajo qué criterios? Efe) su validacion en funcion de los datos
considerados.

2.2 Condiciones de la experiencia

El taller se realizé de manera simultanea en cugtipos de primer curso de licenciatura en
Administracion y Direccion de Empresas y Diplomatuen Ciencias Empresariales:
aproximadamente unos doscientos alumnos en tatalekperimentado por cuatro profesores
distintos, que eran los profesores habituales @silgnatura, tres de los cuales forman parte
de nuestro grupo de investigacion en didacticaaderlatematicas. La duracion del taller fue
de 4 6 5 sesiones semanales (segun el grupo) emtre y marzo del 2007. Cada sesién
duraba 2 horas, los alumnos trabajan en grupos @d ¥ disponen todos de un ordenador
portatil que han estado utilizando durante todecueto. En general, los grupos trabajaban con
uno o dos ordenadores.

Antes de iniciar el taller, se dedicaron 4 sesiateslasetedrica a introducir las principales
familias de funciones (que los alumnos ya han eésioden secundaria): rectas, parabolas,
cubicas, hipérboles y exponenciales. El objetiv@ gue los alumnos supieran manejar la
expresion general de cada familia de funcionesdigpan asociarla a distintos graficos. En
otras palabras, se ensefid a los alumnos @sigmar una expresion algebraica a la grafica
de una funciérsabiendo previamente de qué familia se tratagrgurabola, cubica, etc.).
Para ello se les explico como deducir, a partitadeurvay = f(x), la gréafica de la funcion
y=af(x — b) + ¢ para valores concretos de b, c y, reciprocamente, codmo deducir la
expresion de una funcion cualquigra f(x) dada su grafica y conjeturando previamente a qué
familia pertenece la funcion.



Hemos comentado anteriormente que el taller de lizadegn se desarrollaba en paralelo con
las clases de teoria. En ellas, y de manera sinaata la realizacion del taller, se fueron
introduciendo en clase las nocionesvdegacion absoluteo relativa de una funcion entre dos
puntos, dalerivadade una funcién, deecta tangenteetc., dentro de la problemética general
del estudio de las variaciones de una funcion elusevariables, referidas siempre al caso de
la modelizacion de magnitudes econdmicas: ingreedancion del nimero de ventas, costes
en funcién de la produccion, demanda en funcigresio, etc.

El funcionamiento general dilller fue el siguiente. Los alumnos trabajaron en gru@3 6

4 y debian entregar en cada sesion un informe pansintesis del trabajo realizado en la
sesion anterior. Ademas, en cada sesién se nombratsecretario” de la clase cuya mision
era recordar al principio de la siguiente sesidnrabajo colectivo realizado en la sesion
anterior. Estas sintesis de los secretarios sapandisposicion de todos los alumnos (de las
cuatro clases) en la plataforma de internet dsilgnatura. Al recordatorio del secretario, los
distintos grupos podian afiadir sus propias aportasiy se decidia entre todos, guiados por
las preguntas del profesor, qué direccién seguelestudio de la cuestion inicial. Como ya
hemos dicho, una vez finalizadotaller, cada alumno de manera individual debia redactar u
informe del recorrido realizado en su grupo, cofoghato, comentarios y anotaciones que
considerara apropiados. Cada profesor, al finakalda sesion, escribia un “informe de
sesion” en el que explicaba el desarrollo concotda misma y lo enviaba a los demas
profesores. Los informes semanales de los grupssnformes individuales y los “diarios de
sesiones” de los profesores conforman el matergigco del que disponemos para el
andlisis didactico deéller.

Paralelamente, los alumnos estaban cursando laaaisig de Informatica en la cual aprenden
a manejar la hoja de calculo Excel. Este hecho igsifisativo porque economiz6
enormemente las explicaciones sobre el uso y mae¢jexcel.

2.3. Descripcion del taller y andlisis a posteride las 4 experiencias

2.3.1. Primera Sesién

El profesor entregd la hoja con la cuestion genergitlos datos, asignando a cada grupo de
alumnos dos productos de la lista. Se dej6é entaamdes grupos total libertad para explorar la
cuestién y aportar una primera prevision para ¢éagas de los proximos trimestres. De forma
mayoritaria, los distintos grupos decidieron enlioardatos en una hoja de calculo de Excel y
hacer larepresentacion grafica de las ventas en funciontigghpo Solo en una de las 4
clases, un grupo se puso a calcularviEasaciones trimestrales y anuale® las ventas para
hacer la prevision.

La mayoria de los grupos fueron capaces de aslaci@presentacion grafica obtenida con
alguna de las familias de funciones estudiadagar@nte en clase:
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Dependiendo del producto, asociar la grafica cotipode funcion puede tener mas de una
opcion. En todas las experiencias, el trabajozadb por los grupos a quienes se les habia
asignado el producto 1 sirvié de guia para los deggque es el caso mas evidente: la forma
de los datos sugiere una funcién cubica y, guiadoforma bastante directa por el profesor,
los alumnos acaban encontrando una expresion ieaadiél tipoy = a(x — b)® + ¢ bastante
ajustada a los datos (detectando inicialmente ’lopde inflexion b;c) y probando distintos
valores del coeficiente de dilataci@ El profesor pidi6 a alguno de estos grupos que
expusiera el procedimiento seguido y los resultadbdsnidos al resto de la clase. El profesor
propuso entonces una estructura de hoja de cgbeumbo unificar el trabajo de los diferentes
grupos y pidié a los demas grupos que buscaram&aelos de prevision. A modo de

ejemplo:

a =

b =

C =

Tiempo | P1 | y=a(x—-b)Z*+c
Marzo 2003 0 1890
Junio 2003 1 194Q
Septiembre 2003 2 197
Diciembre 2003 3 198(
Marzo 2004 4 1990
5

Junio 2004

1995

2.3.2. Sequnda sesidén

La sesion concluyd con la necesidad de
hallar los parametros del tipo de funcion

considerado por cada grupo que mejor se
ajustaran a los datos del producto. En
algunos grupos el profesor pidi6 a los

alumnos que buscaran mas de un tipo de
funcion para aproximar los datos. Quedo

como trabajo pendiente para la siguiente
sesion.

Los diferentes grupos presentaron las expresionalétieas que habian obtenido para cada
producto. Como era de prever, al tratar diferegtepos un mismo producto, o bien habian
escogido familias diferentes, o bien la misma fanpero obteniendo expresiones analiticas
distintas. Se planted entonces el problema derditar cual de las previsiones obtenidas era
“mejor”. Ante la imposibilidad de determinarlo agile vista, so6lo con las columnas de datos
0 solo con las graficas, un posible criterio intraido por el profesor fue el de calcular la



“diferencia” entre los valores de la funcién coesatla y los datos de cada producto. Se
propuso entonces afiadir una nueva columna a ldilllatie Excel y calcular la media
aritmética de las diferencias en valor absolutoeeeit valor dado y el obtenido, valor que, en
algunos grupos, se design6 coneordr cometidd o “error medid. El objetivo de la sesion
fue entonces el de encontrar, para cada productmlg familia de funciones, la funcion que
daba el menor error medio.

Los alumnos hicieron distintas pruebas y, a mitadadsesion, el profesor les explic6 cémo
utilizar la herramienta de Excel “SOLVER” que peteni precisamente, obtener la

combinacion de los parametrasb, ¢ que minimiza el error medio, siempre y cuando los
valores iniciales de los parametros sean proximasalucion.

a= 0,50
b= 6,03
c= 1999,98

Tiempo | P1 |y=a(x—b)*c | Error Absoluto

Marzo 2003 0 189 1890 3,35149E-10

Junio 2003 1 1940 1936,149043 3,850956982

Septiembre 2008 2 1970 1967,156 2,84399954

Diciembre 2003 3 198D 1986,031714 6,031713689

Marzo 2004 4 1990 1995,787024 5,787024064

Junio 2004 5 1995 1999,432773 4,432772949

2,642':'I..7798

Se pidi6 a todos los grupos utilizar la funcionveol | /
a partir de los resultados obtenidos, para enaontra /
en cada caso la expresién analitica que mejor., //
aproximaba. En la grafica se puede observar.. ————
claramente como, en algunos casos, las lm//

aproximaciones pueden llegar a ser muy buenas. 0

La funcidon Solver permite encontrar la mejor apmeacion en caso de haber diferentes
propuestas dentro de la misma familia de funcioReso no es efectiva a la hora de decidir
entre dos familias de funciones distintas, pueste ge pueden obtener valores medios
parecidos cuyas diferencias son atribuibles al. #a#mas, dadas dos previsiones hechas con
funciones de distinto tipo, el hecho que una piénisgliera un error medio menor que otra no
parecia siempre un buen criterio para determinadaprevision fuera “mejor” puesto que no
siempre coincidia con la apreciacion grafica: akgufunciones que parecian “coincidir” mas
con la gréfica podian dar errores mayores que ajtas aproximadamente “coincidian”
menos.

Se concluyo la sesion pidiendo que todos los grippgsaran para la siguiente sesion como
minimo una expresion analitica para hacer una itevide las ventas de cada uno de los siete
productos de la lista.



2.3.3. Tercera sesién

Se inicié la sesion haciendo de nuevo una puesizoenin de las expresiones algebraicas
trabajadas por cada grupo para cada producto.lé®adiferentes productos en los que habia
coincidencia entre las familias de funciones, dadarecision con la que actuaba la funcién
Solver, las expresiones algebraicas coincidianabtest El problema de la comparacion de
modelos de prevision se planteaba de todos modésserasos en los que, para un mismo
producto, se habian elegido diferentes familiagutheiones con errores minimos bastante
parecidos: por ejemplo una funcién cuadratica y exponencial para un caso de ventas
crecientes.

En una de las clases, uno de los grupos de aluhaipa utilizado inicialmente el calculo de
las variaciones trimestrales para hacer la praviss&@ decididé entonces aprovechas esta idea
también con las demas clases. El profesor de kst propuso a este grupo que explicara su
manera de proceder. En las demas clases, fue felsproquien introdujo la propuesta de
considerar una nueva variable ademas de las vdatdasa trimestral de variacion de las
ventas.

En la practica, la propuesta consiste en afiadicahemna a la hoja de céalculo para calcular
la tasa de variacion (T.Vgntre trimestres, a partir de los datos ofrecidosl @roblema:

a=|0,50
b=16,03
c=11999,98
Six es el trimestre consideradd/{x) Tiempo| [ PL [y=ax—by’+c
el valor de las ventas, se calcula: Marzo 2003 0 1890 1890 T.V.
_ Junio 2003 1 1940| 1936,149043 50
T.V() =V(¥) - V(x-1). Septiembre 2008 2 1970] 1967156 | 30
Diciembre 2003 3 1980| 1986,031714 10
Marzo 2004 4 1990| 1995,787024 10
Junio 2004 5 1995| 1999,432773 5

Se pidi6 a los estudiantes que procedieran con ld=
nueva columna de la misma forma que con los datos W//
iniciales, es decir, representarlos graficamente,

decidir a que familia/s de funciones podian | = -
corresponder y encontrar la que diera una mejor IR
aproximacion.
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En el caso del producto 1, que es el

gue hemos ido mostrando, al a=1050 a= 1535550423
b=|6,03 b=| 6,56966939
representar los puntos de la TV o= [ 1099.98 o= 0w
los datos parecen poderse modelizar
con una funcién cuadratica del tipo [Tiempo| | P1 [y=ax-by+c
_ 2 . 0 1890 1890 T.AV |y=a(x—b)®>+c| Error Abs
= — +
y a,(x b) C', Mediante la 1 1940| 1936,149043 50 47,49514781  2,5048521193
eleccion de los parametrasb y c 2 1970  1967,156 30 | 31,9256818¢  1,925681859
aproximados y la herramienta 3 1980| 1986,031714 10 19,4273167¢  9,427316[56
Solver los alumnos odian 4 1990| 1995,787024 10 10,0000525 5,24979E}05
! . P 5 1995| 1999,432773 5 3,64388908% 1,356110915
encontrar facilmente una propuesta
de modelo 3,209613707

Una vez los diferentes grupos de alumnos hubiereseptado sus propuestas de modelos
para laprevision de las ventaspara laprevision de las variaciones de las venlsrofesor
planted la cuestidon de si existia alguna relaciiinreda expresion analitica del modelo de las
ventas y la expresion que ajusta los datos de\fa Hara los productos que sélo se habia
encontrado una expresion algebraica (por ejemptmyeto P1), sacar conclusiones resultd
méas complicado (las ventas se ajustan a una funcidnica y las variaciones a una
cuadratica). En cambio, en aquellos productos lpargue se disponia de mas de un modelo
(algunos de los cuales daban errores medios muyefieqg), el estudio de las variaciones
permitia concluir que la grafica que mejor ajustEbd. V. “se parecia” a la gréafica de la
funcién derivada de la funciéon que mejor modelizalbgroducto.

A modo de ilustracion, consideraremos el producto 2

P2
Tiempo P2
Marzo 2003 0 1050 200
Junio 2003 1 1100 o RO
R 1500 S . 3 hd + ‘
Septiembre 2003 2 1120 b e e PR
Diciembre 2003 3 1160
500
Marzo 2004 4 1200
0
Junio 2004 5 1250 L L R
......... *P2

Al hacer la representacion grafica de los datesylt@ que la tendencia de las ventas se podria
modelizar con una recta, una parabola o una exp@ieBi consideramos estos tres tipos de
modelos, se obtienen los siguientes errores medios:

a= 60,9231585 a= 326,9560258 a= 2,461032595

b= 973,0270065 b= 1,095991712 b= -5,178087668

c= 732,9617596 c= 995,0134217

ERROR ERROR ERROR

T P2 Y =ax+h ABSOLUT T P2 y =abxc ABSOLUT T P2 ¥ =alx b+ ABSOLUT
0 1050 973,0270065 76,972994 0 1050 1059,917785 9,9177854 0 1050 1061,000084 11,000084
1 1100 1033,950165 66,049835 1 1100 1091,302854 8,697146 1 1100 1088,948002 11,051998
2 1120 1094,873323 25,126677 2 1120 1125,700629 5,7006291 2 1120 1121,817985 1,8179849
3 1160 1155,796482 4,203518 3 1160 1163,400305 3,4003054 3 1160 1159,610033 0,3899671
4 1200 1216,71964 16,71964 4 1200 1204,718838 4,7188383 4 1200 1202,324146 2,3241461
40,625 7,1614775 3,6341819
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El estudio del error medio permite descartar coproxdmacion la recta, pero no proporciona
un buen criterio de exclusion para la exponencia parabola. En cambio, si calculamos la
T.V. y buscamos un modelo de esta nueva serieldeegaobtenemos lo siguiente:

Tiempo P2
0 1050 | T.AV o ¢
* * o
1 1100 50
*
2 1120 20 © ce o
* ‘e
3 1160 40
4 1200 40 o
5 1250 50
o 2 6 s w0 © ou
a= 5,0000008 a= -0,9915454
b= 24,999974 b= -1,2772106
c= 61,073044
Tiempo P2 Tiempo P2
0 1050 T.AV y=ax+b Error Abs 0 1050 T.AV y=ab*+c Error Abs
1 1100 50 29,999975 20,000025 1 1100 50 62,339456 12,339456
2 1120 20 34,999975 14,999975 2 1120 20 59,455569 39,455569
3 1160 40 39,999976 2,368E-05 3 1160 40 63,138901 23,138901
4 1200 40 44,999977 4,9999771 4 1200 40 58,43451 18,43451
5,666668 16,926535

En este caso se observa que el error medio del llmdideal es claramente inferior al
obtenido con el modelo exponencial.

Resumiendo, se han encontrado dos familias dednesique aproximan bastante bien los
datos originales, cuyas expresiones analiticdastaklas con la funcion Solver son:

OPCION 1: y= 326,96 (1,09)+ 732,96~ error: 7,16
OPCION 2: y=2,46 & — (- 5,18)f + 995,01 = 2,46x+ 5,18 + 995,01~ error: 3,63
La que menor error comete es ésta Ultima, la p&abo

Al trabajar con la tasa de variacion, la expresitalitica de la funcién que mejor aproxima
es:

y=5+25

Si ahora tomamos la expresién de la parapeta2,46 & + 5,18 + 995,01 y la derivamos,
obtenemos un valor parecido a este ultimo modelo:

y' = 2,46-2:k + 5,18)= 5, + 26,936~ y = 5X + 25

Surge asi un nuevo criterio para decidir, entrefdoslias de funciones, cual se ajusta mejor
a un conjunto de datos. Se estudia la tendencia tksa absoluta de variacion y se elige
como “mejor modelo’la funcidn cuya derivada coincida con la funcionlddgasa absoluta
de variacion

Los grupos que pudieron dedicar 5 sesiones al rddsadel taller, trataron el tema de la
relacion entre el ajuste de las ventas y el ajdstéa variacion de las ventas con mayor
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detalle, estableciendo sélo en la quinta sesidald&ion entre el modelo de la variacion de las
ventas y la variacion del modelo de las ventascasio la relacion entre este ultimo y la
derivada del modelo inicial. En particular, y gescal hecho que los estudiantes disponian en
el ordenador de un calculadora simbdlica, estogagrtambién pudieron calcular la expresion
algebraica de la variacion trimestral del modéxp — f(x — 1) y compararla con la derivada
f(x). Los alumnos pudieron asi constatar, con los Ioedetilizados, las relaciones
introducidas por el profesor en clase de teorieedatfuncién derivada, la tasa de variacion
media y la expresion de la recta tangente. La deéawaparecia asi como un método sencillo
de aproximar la variaciéon trimestral del modelosidarado.

Se consiguieron asi dos criterios complementaroa |a eleccion del modelo funcional que
mejor se describe la tendencia de las ventas geaglucto. Los alumnos pudieron utilizarlos
para aportar la prevision de ventas que se lesgalban en la cuestion inicial.

3. Evaluacién de la experimentacion: restricciones ingucionales

3.1. Nuevo contrato didactico

La organizacion de la asignatura de matematicasnyparticular, la distribucion de las
sesiones, erclases teoricay talleres pretendia asignar al trabajo realizado etakr un
papel preponderante. La evaluacién de la asignaquia otorga un 50% de la nota total al
trabajo realizado en #ller (informes intermedios y final) e incluye un “prebia tipo taller”

en el examen final, es coherente con esta orgadiza¢ los alumnos habian sido informados
de ello. A pesar de todo, ni la asistencitalér fue regular, ni la elaboracion de los informes
(tanto de grupo como el final individual) tan “tegdda” como cabria esperar. Sin duda, la
ruptura que se establecia tanto con el contratactiad de Secundaria como con el de la
Universidad era demasiado grande como para quadomos pudieran asumir facilmente el
cambio.

3.2. Momento del primer encuentro y organizaciontiddajo en las sesiones

La sesion inicial, en la que se presenta la cuestidesarrollar durante todotaller, fue una
sesién demasiado guiada por parte del profesogudim de los cuatro profesores supo dejar
vivir el problema para que los alumnos lo examinaldremente, con tiempo y sin
indicaciones del camino a seguir. Visto retrospactiente, creemos que se podia haber
organizado el trabajo, por ejemplo, proponiendauastion inicial en la primera sesion
dejando todo el tiempo libre a los alumnos para llggaran con una propuesta de trabajo
para la siguiente sesion. De hecho, esta dinaraiodién se podria extender al resto de las
sesiones, es decir, en lugar de tener a los alutnalogjando bajo la batuta del profesor, se
hubieran podido plantear los problemas en claset@®os los comentarios y apreciaciones
requeridos, dedicar mas tiempo a las puestas edrcgnuejar que los alumnos trabajaran
posteriormente de forma autbnoma.
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3.3. Puestas en comUn

De acuerdo con lo anterior, pensamos que se deéic@asiado tiempo a hacer trabajar los
alumnos en grupos y demasiado poco a las puesta®man, valoraciones, cuestiones

nuevas, posibles direcciones a tomar, etc. Pareciaierto sentido como si estuviera

primando el contrato didactico de Secundaria equellos alumnos trabajan (individualmente

0 en grupo) y el profesor se pasea por el aulacdardicaciones apropiadas y guiando la

direccién global del recorrido. Fueron, en efetds, mismos profesores los que daban poca
importancia al trabajo de la puesta en comun, cenubnstituyera, en cierta medida, una

pérdida de tiempo y no supieron darle la “oficiatiti necesaria ante unos alumnos también
reacios a este tipo de trabajo.

3.4. La redaccion del informe

Al principio de cada sesion (excepto en la primeeala grupo de alumnos tenia que entregar
un informe sobre el trabajo de la clase anteriarrddaccion de dichos informes supuso una
dificultad muy grande para los alumnos que no estdiabituados a este tipo de labor. De
hecho, la evolucién de éstos a lo largo del cus@iio muy positiva, notandose una gran
diferencia entre los informes del primer tallerog Ide este segundo. Creemos que ayudo
bastante el hecho de leer en voz alta al prindpioada clase algunos de los informes a modo
de puesta en comun, para que entre todos se hidesgecriticas pertinentes y se pudieran
proponer las posibles mejoras. Los informes se ld&rocorregidos y con comentarios por
parte de los profesores. Se debe destacar quetiestele trabajo nunca se realiza en
Secundaria y que, creemos, fue bastante bienpa@mo al trabajo didactico realizado por
los alumnos y los profesores. Se asumio desdenglipio que los alumnos debian aprender a
escribir los informes y sintetizar la informacidye la tarea no iba a ser facil y que los
profesores debian inventar posibles dispositivam @yudarles: lectura de los informes,
acceso a ellos en la web, correcciones comentpdsibjlidad de reescritura, etc.

3.5. Topos del alumno y topos del profesor

Hemos iniciado este articulo comentando el repdettareas entre profesor y estudiantes que
asigna el contrato didactico imperante en la ingtiin universitaria asi como la necesidad de
hacerlo evolucionar hacia una situacion de respilidad compartida en la que los
estudiantes puedan ir adquiriendo cada vez mayaagunismo en la gestion e incluso
direccién del proceso de estudio. En lo que seenefial proceso experimentado, la
implantacion del nuevo contrato no ha sido demaskeféctiva desde distintos puntos de
vista. Por un lado, la generacion de nuevas curestia partir del trabajo realizado y
presentado por los alumnos siempre ha estado @ cmigprofesor. Por ejemplo, en los
informes de cada sesion, los profesores pedias allonnos que presentaran los resultados
(finales o intermedios) obtenidos, pero no ex@mh que entre ellos debian aparecer
también nuevas cuestiones para seguir con el estido mismo ocurria en las puestas en
comun. Por otro lado, la programacion del tallerdecir la temporalizacion de las actividades
y el tiempo dedicado al estudio de cada una d&sldscuestiones” también ha estado siempre
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dirigida por el profesor, sin dar mucho papel agogpos de alumnos. Era el profesor quien
decidia cuando una cuestidn ya parecia bastanielt&@somo para poder plantear nuevos
caminos a seguir. Por lo tanto, debemos resaltadifscultades que tuvieron los cuatro
profesores para ir modificando el contrato didéctic dejar que los alumnos fueran
asumiendo progresivamente mas responsabilidadiesdemamica del proceso de estudio. Tal
vez el hecho de trabajar los cuatro grupos clasegaralelo o el dilema que suponia
emprender un camino interesante, matematicamentdariten, pero alejado de la
“planificacion oficial” hizo en todo momento quedapervision del profesor pasase a ser una
guia casi total.

4. Evaluacion de la experimentacion: la dialécticde los media y los medios

En el analisis de la dinamica del proceso didaditéérminos de la dialéctica de los media y
los medios podemos distinguir los dos puntos sigag elproblema de la eleccion del mejor
modeloy el criterio de la comparacion entrea@iste de las variaciongslas variaciones del
ajuste Veremos como el trabajo realizado en la primeréep- la busqueda de la funcion que
mejor se ajusta a los datos considerados, denttmadamilia de funciones determinada de
antemano — funcionara como un ingrediente esedelainedio experimental que requiere el
trabajo siguiente, el de la comparacion entrerdiz$i modelos previamente establecidos.

4.1. Primera parte del taller: el problema de l&etion del mejor modelo

Durante la primera parte del taller, cuando el thlgjees encontrar una funcion que modelice
Yy, pues, permita reproducir fielmente la dinamiedas ventas, la primera decision a tomar es
la de fijar lafamilia de funcionegue parece reproducir la dindmica observada edatus. El
primer gesto del trabajo de los estudiantes fueesemtar los datos en un grafico cartesiano
de la hoja de calculo Excel. La forma que éstosjdibpermite entonces determinar a priori
gué tipo de funcién se elegira: una recta, unaljgd@auna cubica, una funcién exponencial o
logaritmica (Unicas familias consideradas). Calsadar en este punto que el hecho que los
alumnos trabajaran con un conjunto de familiasuteibnes reducido y establecido a priori
(rectas, parabolas, cubicas, exponencials y log&ds) no debe ser considerado como una
limitacion escolar ligada a la falta de conocimisntle los alumnos sino que reproduce la
situacion habitual del trabajo de modelizacién ev@ion mediante ajuste. En este tipo de
practica, siempre se trabaja con un conjunto fidéanodelos mas o menos determinados a
priori y ligados a restricciones que dependen da siuacion.

Volviendo a la dialéctica de los medios y los meg@i@ademos decir aqui que el grafico de
Excel funciona a la vez como amediaen la medida en que “indica” a los alumnos el tipo
funcién mas apropiado y también comomediopuesto que, al representar la funcién elegida
en el mismo grafico, permite contrastar el gradoapeste del modelo con los datos que
modeliza. Ahora bien, para que la representaci@fiogr de los datos iniciales puedan
funcionar comanediag es necesario que se puedan activar los conodsigmevios de los
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alumnos sobre funciones elementales y, en parntjcelldrabajo con familias de funciones y
sus respectivas graficas realizado previamententiurtas clases de teoria (§ Z2)a
novedad del trabajo que se debe realizar aquiegs & familia de funciones que parece mas
apropiada a la dinAmica observada. Una vez elegeldyuscan distintos valores para los
parametros de la funcion y se contrastan las pssgmluciones utilizando una hoja de calculo
y la representacion gréafica tanto de los datos cdentos valores de la funcion elegida. Son
entonces estas representaciones graficas las gaerian comanedio para la eleccion del
mejor modelo.

El problema de cédmo construir wniterio para determinar el mejor ajustes la cuestion
crucial que impulsa el proceso de estudio. Salvareno dos casos, la simple comparacién
visual entre distintos posibles modelos para lagagede los productos resulta muy pronto
limitada. El medio constituido por las gréficas Ebecel deja de funcionar como un media,
deja de “hablar”. Surge entonces la necesidad tdéleser unanedida del ajustgue viene a
enriguecer el medio inicial dado por las seriedates numéricos o su representacion grafica.
La opcion elegida aqui — de nuevomensajgroporcionado por el profesor actuando como
media— es la de calcular la suma o el promedio deifagseticias (en valor absoluto) entre los
datos y los valores de la funcion considerada.rcarporacion de la funcién “Solver” de
Excel — que funciona para los alumnos como una magaa — proporciona entonces otro
medio suplementario que agiliza el trabajo de bédgude la funcién que minimiza el error.
Queda sin embargo pendiente el problema de la aaeipa entre dos funciones de distinta
familia cuando los errores de cada caso no sonsladwadistintos.

4.2. Segunda parte: entre el ajuste de las variaesoy las variaciones del ajuste

Una vez realizados algunos primeros ajustes cotintdis familias de funcionespuede
suceder que, en algunos casos, dos modelos déstiatolugar a errores medios similares. La
existencia de un componente aleatorio en el vadbredor medio hace que se plantee la
necesidad de construir gniterio suplementario para determinaual es emejor modeloEn
este caso, ahedioconstituido por los valores numéricos y los g@ditanto de las ventas
como de los modelos se vera enriquecido por ladotrcion y el ajuste de una nueva
variable: las variaciones de las ventas. La nodénderivada como aproximacion de la
variacion sera entonces el nuevo elementonudio que aportard el profesor como nuevo
criterio de validacion del ajuste: si un modelostgulas ventas, entonces la derivada del
modelo deberia ser un buen ajuste para las vaneside las ventas. Por ejemplo, si las
ventas parecen seguir un crecimiento parabdlicespera que las variaciones de las ventas
sigan un crecimiento lineal; si el crecimiento epamencial, que el de las variaciones
también sea exponencial, etc. En este casmeeliolo constituye el producto de todo el
trabajo realizado en la primera parte del tallsrdecir la construccién de distintos modelos
para cada serie de datos.

® Este trabajo culminaba con el problema de detemmipartir de un conjunto de gréficas de funcate una
familia dada, la expresion algebraica que corredpom cada funcion y a comprobar la solucién prdpues
representando graficamente las expresiones comuttaale una calculadora simbdlica.
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El profesor, actuando commedig es el que introduce en este punto la indicaciérad
relacion entre el ajuste de la variacion media torderivada del modelo previamente
establecido. Ademas, y como ya hemos comentadoiapremte, al disponer de una
calculadora simbdlica que permite calcular conliféal la expresion algebraica del valor
mediof(x + 1) —f (X) de una funcidén cualquiera, se pudo incluso coarpar valor de la
derivada del modelo con el de este valor mediongtatar asi la aproximacion mencionada.

Es importante sefialar que el aumento de complejdigldnedio dificultdé sin duda el
desarrollo de esta segunda parte del taller péarse todavia de un trabajo matematico
inestable para los alumnos. Pero también creemm$aggituacidon mostraba un caso ejemplar
de la funcionalidad de la derivada como aproxinaainple de la variacibn media de una
funcién.
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