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Abstract

En este trabajo abordamos el problema didactico idieiar a los alumnos de
secundaria en el uso funcional del instrumento lalgieo. Para ello partimos de la
modelizacion de un sistema muy elemental en torrlosaprogramas de calculo
aritmético y mostramos cuales son las cuestionega crespuesta requiere ir
recorriendo progresivament las sucesivas etapapa@eso de algebrizacion. Con ello
se consigue un disefio a priori de una serie devaletdes de estudio e investigacion
que han sido experimentadas parcialmente con algsnespafnoles de 2° y 3° curso de
la Educacion Secundaria Obligatoria (13-14 y 14&f®s).

Résumé

Nous abordons le probléme didactique d’introduies Eleves du Secondaire a l'usage
fonctionnel de l'instrument algébrique. Pour cet@aus partons de la modélisation d’'un
systéme tres élémentaire autour des programmes atimil carithmétique et nous
monstrons quelles sont les questions dont la réporequiert de parcourir
progressivement les étapes successives du proceg'sggébrisation. On obtient alors
un dessin a priori d'une série d'activités d’étud# de recherche qui ont été
partiellement expérimentées avec des éléves esisagrola 2™ et 3™ année de
I'Enseignement Secondaire Obligatoire (13-14 etlb4ans).

1. Formulacién del problema didactico

Partiremos de los trabajos de Gascon (1993, 19981899) en el ambito de la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (TAD) en los que s& &nalizado el fenbmeno de la
aritmetizacion del algebra escolamostrando que dicho fenémeno responde a la
interpretacion dominante en la institucion escdkralgebra elemental conaoitmética
generalizada Esta interpretacion consiste en identificar ejeita escolar con el
“simbolismo algebraico” (o lenguaje algebraico)ente a un supuesto “lenguaje
aritmético”. En la tesis de Pilar Bolea (2002) sstdcan algunas de las caracteristicas
principales de esta interpretacion del algebralascomo aritmética generalizada:

a) El algebra escolar se construye en un contexto ncméa modo de
generalizacion de los célculos con numeros y dealduccion de expresiones
numeérico-verbales.

b) Las expresiones algebraicas nacen de la neces@aepdesentar y manipular
nameros desconocidos.

c) En la escritura y manipulacién de expresiones a#jeds, es muy importante
distinguir entre los datos conocidos y las incéagit



d) Las tareas mas importantes @gebra escolarson la traduccion del lenguaje
natural al lenguaje algebraico; el célculo algedara{interpretado como la
manipulacion formal de las reglas aritméticas cetrtab y numeros) y la
resolucion de ecuaciones.

En resumen, en las matematicas que se proponersgraestudiadas en el nivel de la
ensefianza obligatoria, se identifica practicameeltedlgebra elemental con la
manipulacion formalde expresiones algebraicas (o que incluye laluegm de
ecuaciones y de ciertos prototipos de “problemaglal®eo”). Siguiendo a Bolea et al.
(2001), consideramos que &@bebradebe interpretarseomo uninstrumento genérico
de modelizaciérde praxeologias u Organizaciones Matematicas defaate OM).
Postulamos que el algebra escolar, antes de satizana como objeto explicito de
ensefianza, debe utilizarse para profundizar etliestle determinadas OM previamente
construidas y, en particular, para plantear y adoordestiones tecnolégicaslativas a
las caracteristicas de sus técnicas matematicascrijpi@on, generalizacion y
justificacion, economia, dominio de validez, ete.)a estructura y organizacion de los
tipos de problemas, al estudio del problema de Xigtencia y unicidad de sus
soluciones y a la estructura del conjunto de lagcgmes de los mismos.

Estamos asi en disposicion de formular el probléisiéctico que pretendemos abordar:

¢En qué medida y en qué forma es didacticament#eyian el actual Sistema de
Ensefanza de las Matematicasgiar a los alumnos de la ESO en el uso funciafel!
instrumento algebraicd ¢Qué OM puede tomarse como sistema inicial a lmade
¢, Qué ampliaciones progresivas de la OM se puedearlh cabo durante este proceso
de modelizacion? ¢Qué cuestiones problematicasepugagiar el proceso de estudio?
¢, Qué dispositivos didacticos se requeriran pavarla cabo este proceso?

Para realizar una aproximacion al problema didadtemulado realizaremos un esbozo
de un proceso de estudio en el que, a partir deQMaen torno a los problemas
aritméticos, se llevara a cabo un proceso de nmabédin algebraica generada por un
cuestionamiento tecnoldgico. En el siguiente apartsaremos una descripcion de las
diferentes etapas del proceso de algebrizaciénlg dee entendemos porodelizacion
algebraica

2. Algebrizacion de una OM en torno a los “problema aritméticos”

Elegimos como sistema inicial uf@M en torno a los “problemas aritméticos”
escolaresy la modelizaremos para estudiar cuestiones qugesa proposito de estos
problemas. Partiremos de la nocién clasica de tprma aritmético” considerando
aquellos problemas que pueden resolverse mediamke cadena de operaciones
aritméticas (+, —, X, /, etc.) ejecutables a patérlos datos del problema, datos que
acostumbran a ser cantidades conocidas de ciedgsitodes. A veces se afade la

! En realidad el “algebra” no es la Gnica 4rea deMatematicas escolares que puede interpretarse com
instrumento de modelizacion. De hecho, la geométréadurante siglos un instrumento esencial de
modelizacion (“geométrica”). Aunque con el adverinto del algebra la “matematizacion” progresiva se
identifica principalmente con una “algebrizaciombgresiva.



condicion adicional de que cada uno de los respdtdohtermedios” de la cadena de
operaciones tenga sentido o pueda interpretarsel emontexto del enunciado del
problema.

Consideramos por lo tanto una OM generada porrldsgmas aritméticos (que pueden
considerarse como las tareas problematicas ded@artuyas técnicas clasicas de
resolucién se materializan en discursos verbales partiendo de los datos y mediante
una cadena de operaciones aritméticas, permiteculaalla cantidad incognita.
Siguiendo la propuesta de Chevallard (2004), acdmioceso de resolucidon o cadena
estructurada y jerarquizada de operaciones ariteato denominaremdrograma de
Calculo Aritmético(PCA, para abreviar). Veremos que, si consideragquesel Patron
clasico de Analisis-Sintesis constituye la técrdearesolucion por excelencia de los
problemas aritméticos (Gascén 1993), entonces ul RR@bién puede considerarse
como laSintesis de la resolucidimnicialmente oral) de una cierta clase de probkma
aritméticos. Los elementos tecnoldgico-tedricos @eemiten describir, justificar e
interpretar esta practica matematica elemental esucen esencialmente a las
propiedades de las operaciones entre cantidadesadeitudes, de las operaciones
aritméticas y de las relaciones entre ellas, autgubién se podria afadir, en el nivel
tedrico, el discurso implicito que describe e imteta el citado Patron de Analisis-
Sintesis.

Presentamos a continuacion un proceso prototiaoatielizacion algebraica tomando
como sistema de estudio inicial Ipmblemas aritméticos y las técnicds resolucion
de estos problemdgjecucion paso a paso del enunciado, técnicaeia), Dado que a
cada problema aritmético le podemos asociar un R©Ariamos describir el proceso
gue sigue como lalgebrizacién de los Programas de Calculo AritmétidPara
ejemplificar el proceso partiremos de ciertos pgotas aritméticos concretos y de los
respectivos PCA asociados, con las ventajas e wecientes que siempre provoca el
empleo de ejemplos presuntamente “genéricos”.

Para generar una problematica tecnologica en tartms problemas aritméticos, se
requiere partir de cuestiones que provoquen lasidme de considerar y tratar las
técnicas oprocesos de resoluciémomo objetos de estudio en si mismos. Esta
objetivacion del proceso de resolucion de un problearitmético constituye
precisamente la primera funcion (y no la menos manbe) de la nocién de PCA. Tal
como indica Chevallard (2004), los PCA apareceneyegcutan en el trabajo
matematico de los alumnos desde los inicios denkelianza Primaria, pero nunca se
tematizan ni se plantean cuestiones tecnoldgichee s&u descripcion, justificacion,
alcance, ni tampoco es posible enunciar teorenhatsvas a los mismos. Dicho en otros
términos, los PCA forman parte depigctica matematicascolar, pero son objetos no
matematizados paramatematicas

Este serd, por tanto, el punto de partida de rugsticeso de modelizacion. Como
hemos dicho, tomaremos como sistema inicial a neadela OM generada por los
problemas aritméticos con sus técnicas de resolugi®CA asociados. Un ejemplo
tipico de problema aritmético, que consideraremmpsi &n una forma “estilizada”



formulandolo directamente en términos de la ejécuale un PCA, puede ser el
siguiente:

Po: Gabriel piensa un nimero, le suma 25, divide eliltagdo entre 2, resta 8 y lo multiplica todo por|3.
Si al final obtiene 21, ¢,qué nimero penso6 Gabriel?

La resolucion aritmética del problema puede formedlacomo sigue: “Si al final obtiene 21, antes de
multiplicar por 3 tenia 7, antes de restarle 8adrl, antes de dividir por 2 tenia 30 y antes deas25
tenia 5. Luego Gabriel pensé el nimero 5.
Si designamos par el nimero solucién buscado, la explicitacion dgléh de Analisis-Sintesis aplicado
a este caso puede tomar la forma siguiente (gqomatkamos “técnica inversa”):
_ SINTESIS
25 x2 +8 B
5 < 30 « 15 « 7 |21
I I I I I
nl- A - B —- C —|D
+25 12 _—8 x3
ANALISIS
Podemos suponer que este problema forma partes daréas que componen cierta OM

gue tomamos como sistema inicial y que denomingnos

S =OM en torno a problemas aritméticos + ejecucioPGa
(en forma retérica) + Patron de Anal-Sintesi

Veremos que el (y en los sucesivos modelos 8esurgiran cuestiones de naturaleza
tecnoldgica, esto es: cuestiones relativas al gosguobtiene el tipo de resultado que se
obtiene; a la interpretacion de estos resultadoglcance o dominio de validez de las
técnicas y a la delimitacion de los tipos de pnatale que se resuelven con un mismo
PCA,; a las condiciones que se requieren (en tésrdeaelaciones entre los datos) para
gue un tipo de problemas tenga solucion o éstals&a; cuestiones relativas a la
estructura del conjunto de las soluciones de legeatites tipos de problemas; etc. Este
tipo de cuestionamiento provocara la necesidadng@iar el sistema inicial mediante
progresivas modelizaciones que caracterizaremostaaacion.

2.1. Primera etapa del proceso de algebrizacion

Para ejemplificar un primer tipo de incompletitud h OM inicial en torno a los
problemas aritméticos, podemos considerar un prabigue también formularemos en
términos de la ejecucion de PCA) como el siguiente:

P.: Piensa un numero, sumale el doble de su consecwivoa 15 al resultado y, por dltimo, resta| el
triple del nimero pensado inicialmente. ¢Qué resldtse obtiene? ¢Qué pasa si se cambia el numero
pensado inicialmente?

Por ejemplo, si el nimero es 49, se obtiene: PEA{#49 + 2-50 + 15 — 3-49 = 17.
Si se toma inicialmente el 10, se obtiene: PCA €0p +2:11 + 15-3-10 = 17.

La resolucién aritmética de este problema, es dacijecucion del PCA indicado,
proporciona siempre el mismo resultado numéricojridependientemente del nimero
pensado inicialmente. Aparece, por tanto, una i@regecnolégica (“¢Por qué se



obtiene el mismo resultado independientemente @wekeno pensado?”) que no se puede
responder facilmente con las técnicas aritmétieda ©M iniciaf.

Para responder a este tipo de cuestiones se néguenisiderar el PCA como un todo,
por ejemplo traduciendo leormulacion retéricadel PCA a undormulacion escrita
(simbdlica) de dicho PCA, que es wxpresion algebraicay construir nuevas técnicas,
esencialmente de “simplificacion”, para trabajasrecéstos.

Definiremos ‘expresion algebraicacomo la formulacion simbélica de un PCA. Por
“simplificar un PCA se entiende la operacion de transformarlo en etuaivalent2 y
qgue, en cierto sentido, sea mas “sencillo” o, majuas “adaptado” o mas “adecuado”
para utilizarlo en una actividad matematica corcrBara ello, se introducefmbolos
(o, v, n, ©, marig) que permiten identificar y explicitar los argurtendel PCA y cuyo
ambito numérico debe delimitarse. En nuestro ejeraplrece un Unico argumento y
suponemos que su ambito numeérico lo constituyendaseros naturales:

PCA®W) =v+2.(+1)+15— 3.

El paso de la formulacién retérica de un PCA aosmfiilacion simbdlica pone en juego
la necesidad de escribir la secuenciaperaciones en una unica lingapor lo tanto,
deben tomarse en consideracionelarquia de las operaciongfas reglas deliso de
paréntesisy las propiedades de las relaciones entre lasaojpees (elementos
tecnolégicos).

PCA®)=9+2.0+1)+15-X=v+29+2+15-9=3v-3v+17=17.

Este primer paso del proceso de algebrizacion serialéza asi en una nueva OM que
denominamo$11y que puede interpretarse como un primer modelsidegma inicial,
ya que permite modelizar los elementos del mundmético considerado. Veremos a
continuacion qué/l; constituye una verdadera ampliacionSde

M : Problemas resolubles mediante

S =OM en tomo a problemas c expresiones algebraicas (PCA escritos cor

H At + Ari 7 ’ At A 1
arltnlelt::c?s, gcﬁ (?P fgrlmta retoricy algun simbolo no numérico) + técnicas de
atron de Analis-Sintesi simplificacior

En M; también se pueden resolver problemas similaré® @ero que no pueden
abordarse estrictamente 8porque requieren un primer trabajo de “simplificat del
PCA asociado antes de aplicar el Patron de Andisigesis. Para ilustrarlo,
consideremos el siguiente ejemplo:

P, : Marta piensa un nimero. Le suma el doble de suemniso, resta 17 al resultado y, por Gltimo,|lo
divide todo entre 3. Si el resultado final es 2& puede determinar qué niumero pens6 Marta?

Sean el niumero pensado (i.e., supongamos el probleswelte). El calculo que hace Marta se puede
escribir como: PCA() = (n + 2(n + 1) — 17)/3. Y, utilizando las técnicas de sitiqgdicion, se puede

2 Aunque es cierto que la simplificacion puede heearalmente en casos sencillos como el que aqui
presentamos, es facil complicar el PCA para hagelatécnica oral de simplificacion sea impradttiea

® Dado un cierto domini®, se dice que dos PCA sequivalentes et si y sélo si (Pf) = Q) OnCD).
Denotaremos esta relacion mediante el simbaip=Q(n) haciendo abstraccion del domiridoen el que
ambos PCA toman el mismo valor numérico (siempeeegio no produzca confusion).



transformar en el PCA equivalente: P@GAE (n + 2(n + 1) — 17)/3 = B - 5. Por lo tanto?,’ se reduce a
un problema resoluble & hallar un nimero tal que su triple menos 5 es 25.

Los dos ejemplos consideradd®, y P, permiten poner en evidencia dos tipos
particulares de cuestiones tecnoldgicas no ressdudiiS y que se pueden abordar en el
primer nivel de algebrizacion: por un lado, cuest® relativas a la interpretacion y
justificacion de ldforma” del nimeroque se obtiene al ejecutar un PCA (es decir, a la
produccion de PCA equivalentes a uno dado) y, par, ta resoluciéon de problemas
para los que se requiere ampliar la técnica de igig&intesis mediante la
simplificacion previa del PCA. Estas no son obviateelas dos Unicas cuestiones
tecnoldgicas planteables &ncuya resolucion requiere trabajar in, y por lo tanto,
acceder a la primera etapa del proceso de algelinze5e pueden plantear por ejemplo
cuestiones tecnoldgicas cuya respuesta requierdiaamgxplicitamente el ambito
numeérico subyacente a los problemas aritméticosiderados. En el trabajo de Eva
Cid y Pilar Bolea (2007) se formulan algunas déasccuestiones y se muestra tpse
nameros negativos son imprescindibles desde la epanetapa del proceso de
algebrizaciony, por tanto, deben introducirse simultaneamenta mtroduccion del
instrumento algebraico.

2.2. Segunda etapa del proceso de algebrizacion

A continuacion, y para ejemplificar las limitaciene incompletitudes del trabajo en
M1, consideraremos el estudio no de un problemadaisgao delipo de problemas al
gue éste pertenece, tomando como ejemplo la céakes goroblemas cuya modelizaciéon
en M; da lugar a PCA (o expresiones algebraicas) con mismma estructura.
Mostraremos que la clase de un problema resolubl® g contiene problemas no
resolubles con las técnicasMe que, por tanto, requerira de una nueva ampliacion.

P,: Marta piensa un ndmero. Le suma el doble de suemtizvo, le resta 17 al resultado y, por Ultimo,|lo
divide todo entre 3. Si el resultado final es 4dadies mayor que el doble del nUmero pensado, &siepu
determinar qué namero pensé Marta?

Utilizando las técnicas presentadas anteriormepiejemos realizar los pasos
siguientesSean el nimero pensado, el calculo que hace Marta sgepescribir como:

PCAM) =n+2n+1)-17=8-15
En este caso, no conocemos el resultado de ejeestiarPCA vy, por lo tanto, no se obtiene ninguna
respuesta aplicando el Patron de Analisis-Sintésiscondicién del problema se expresa como una
igualdad entre dos PCA, P@A) = 3n — 15 = 2 + 4 = PCA(n), que (supuestamente) se cumple para
cierto valor den.

Para determinar el valor de para el cual dos PCA dados toman el mismtor
numericq no basta con simplificar por separado cada uosiBCA (de hecho, en este
caso, ya estan simplificados) y aplicar a contimrael Patron de Andlisis-Sintesis. Se
requiere transformar globalmente la igualdad dedlos PCA, esto es, manipular este
nuevo objeto matematico que se denomieeuaciori, mediante nuevas técnicas que
constituyen el €alculo ecuaciondly cuya operacion fundamental es lestauraciori

o al-jabr, palabra arabe que da nombre al algebra, y qusistenen transformar



simultdneamente los dos PCA (los dos miembros declecion) para obtener una
nueva ecuacion (o igualdad de dos PCA) equivaketdeanteriarEn nuestro ejemplo:
3n-15=n+4
3n—15+15=2n+4+15
3n=2n+19
3n—2n=2n+19-2n
n=19.
Podemos considerar que el calculo ecuacional,rgneforma ecuaciones en ecuaciones
equivalentes, constituye un desarrollo de las tésndeM; puesto que: por un lado
continta utilizando las técnicas de simplificaca®M, para simplificar los dos PCA
por separadoy, por otro, porque el Patron de Andlisis-Sintésisbién transformaba —a
un nivel mas elemental— una igualdad de PCA ers ajtealdades de PCA.

De todas formas el paso de la simplificacion de R@3A al célculo ecuacional es
suficientemente importante como para hablar deuavo nivel de algebrizacipsobre
todo si tenemos en cuenta que existen problematibéss enSy, de forma ain mas
econdmica, erM; que, al intercambiar un dato por una incognitac@evierten en
problemas no resolubles con las técnicaddani siquiera, en algunos casos, mediante
ecuaciones derimer grado Un simple ejemplo nos permitira ilustrar esta Gdtim
afirmacion. Consideremos el problema que consista@leterminar el ared de un
triangulo isGsceles dada la alturay la longitud de los lados iguales problema que
conduce a resolver el PGA(c) = h\/c2 -h?= A. Si cambiamos el problema por el de
hallar la alturah del triangulo is6sceles dada el afeg la longitud de lados iguales
(intercambiando los papeles dey h), entonces el problema no soélo no puede
resolverse mediante las técnicas aritméticas, gm® da origen a una ecuacion
bicuadrada eh: h* —c? h? + A> = 0.

Aparece asi un segundo modelo sistema infiqlie, ademas de aumentar el nivel de
algebrizacion, amplia fuertemente y completa nedatienteV 1. Lo denominamo ;:

M . Problemas resolubles mediante M ,: Problemas resolubles mediant
expresiones algebraicas (PCA escritos ¢ “ecuaciones” (igualdades entre las
algin simbolo no numérico) + técnicas 1L> expresiones algebraicas de dos PCA)

simplificacion + célculo ecuacional

2.3. Tercera etapa del proceso de algebrizaciéon

Podemos seguir la dinamica iniciada planteandoaaboestiones tecnoldgicas que no
pueden resolverse &m,. Una posible formulacién general podria ser laisigie: ¢ Qué
relacion debe darse entre determinadas variablesisiema a fin de que se cumpla
cierta propiedad del mismo? Por ejemplo, ¢Quéicglas deben darse entre los datos
de un problema aritmético para que el problemaaesotucion? ¢Y para que la solucion
sea Unica? Dependiendo de la naturaleza del prablemiel contexto en el que se
formule, las cuestiones de este tipo pueden mighirge. La resolucion de este tipo de
cuestiones comporta una fuedeneralizaciondel calculo ecuacional al tiempo que

* Esta es la segunda operacién sobre las ecuacipreesAl-Khwarizmi (780-850) designé pai-
mugabala.



amplia enormemente la clase a la que perteneceobfema aritmético. El problema
siguiente permite un cuestionamiento del tipo amter

Ps: En un banco nos proponen el siguiente plan de giopes: nos dan un 5% cada trimestre y nos
descuentan un 1% al final del afio en concepto deision. ¢ Cual sera el capital al final del afio ai|l
inversion inicial ha sido de 1000 €? ¢Y de aquiai8s? ¢Qué capital inicial deberia invertir parag)
este se hubiese triplicado al final del afio? ¢Quécentaje deberiamos negociar con el banco cada
trimestre para duplicar el capital inicial a finale afio? ¢ Cuanto tiempo ha de pasar para que etalap
inicial se triplique? Etc.

Para resolverP; aparece la necesidad de llevar a cabo un proceswpleto de
modelizacion algebraica en el sentido que se desem Chevallard (1989) y Gascon
(1993, pp. 321-323). En el caso de realizar pregueh relacion al nUmero de veces
que se debe aplicar un impuesto o el tiempo que d@mscurrir para llegar a una
situacion concreta (el triple del capital iniciatc.) aparece la necesidad de modelizar
algebraicamente el sistema planteado y el usoctkctés algebraicas sofisticadas.

El modelo que permite resolver, no solo las cuesgplanteadas anteriormente, sino
futuras cuestiones a abordar, se sintetiza enaul@:

Ci=Co (r*a
dondeC, es el capital inicialC; es el capital final obtenido,es la rentabilidad que el
banco nos ofrece (en el caso anteriserl,05),d es el impuesto que el banco aplica (en
el caso anteriod = 0,99),k es el numero de veces que se aplica la rentathiedaun

afo (en el caso anterifar= 4),s es el numero de veces que se aplica el impuesio en
afo (en el caso anterisr 1) y, finalmenten es el nimero de afios transcurridos.

Tenemos, en definitiva, una nueva OMMs, que contienédV, y que constituye una
completacion relativa de ésta, al tiempo que debesiderarse como una OM mas
algebrizada puesto que acepta la unificacion detifms de problemas, técnicas y
elementos tecnoldgicos, incluye tareas relativasa anterpretacion del resultado
obtenido y hasta tipos de problemas cada vez ndépémdientes del sistema inicial.

“ecuaciones” (igualdades entre las modelizacion algebraica + Técnicas de
expresiones algebraicas de dos PCA)(+ Modelizacion

Calculoecuacional
En resumen hemos indicado como puede utilizarsestlmento algebraico para llevar
a cabo un proceso de algebrizacion progresivo ligues esquematizado en tres etapas
sucesivas) de un sistema.

M2: Problemas resolubles mediante C M 3 Problemas cuya resolucion requiere de yna

El planteamiento anterior muestra que la “razénsel€ del algebra escolar no sélo
permite simplificar extraordinariamentela solucion aritmética “pura” (discursiva)
mediante el calculo ecuacional. Ademas de eso,lgabea como instrumento de
modelizacion permite tratar caipos de problemagy no sélo con problemas aislados)
al tiempo que proporciona técnicas para respondeestiones tecnologicasglativas,
por ejemplo, a la demostracion de propiedades dsttactura de un tipo de problemas.
Resulta, en definitiva, que con la culminacién gebceso de algebrizacién se
transforma completamente la actividad matematica.



3. La introduccion del instrumento algebraico a patir de la modelizacion de un
sistema aritmético: losJuegos de Magia Matematica

Presentaremos aqui algunos elementos de una eepéaicion llevada a cabo durante
el curso 2006/07 con alumnos de 2° y 3° de secianda&-14 y 14-15 afos) en el marco
de un proyecto de investigacion educativa centraada introduccion del lenguaje
algebraico con la calculadora simbdlica Wirikas propuestas de ensefianza que se
experimentaron tenian como principal objetivo @i@ los alumnos de la primera etapa
de la ESO en el uso funcional del instrumento akjeb proponiendo como sistema a
estudiar una clase determinada de problemas aiGteét llevando a cabo el proceso de
estudio guiado por las sucesivas etapas de algelinz que hemos esquematizado
anteriormente. La experimentacion realizada queglan@darcada en el modelb,, no se
llegara a desarrollar una actividad Btg, es decir, la tercera etapa del proceso de
modelizacion.

Recordemos que todo proceso de modelizacion matandegbe iniciarselelimitando

el sistem3 a modelizar yexplicitando las cuestiones problematicgae provocan
inicialmente la necesidad de llevar a cabo el mock modelizacion. Esta delimitacion
constituye una verdaderadnstrucciofi del sistema a modelizar que nunca viene dado
de antemano ni puede construirse definitivamentgndevez por todas. En cuanto a las
cuestiones problematicas citadas pueden conside®sio la “razon de ser” del
primero de los modelos que apareceran puesto geis@&gonstruye precisamente para
dar respuesta a dichas cuestiones.

Tomaremos comaistema matematico inicialna pequefia parte del sistema de los
problemas aritméticos, limitAndonos a aquellos cWGA asociado, una vez
simplificado, puede expresarse simbdlicamente éoriaa canonica:

{PCA(n)=a-n+ b nN;ablZ}

En el sistem& inicialmente considerado, los PCA son sptocesogle calculo que se
ejecutan. Para provocar la transicibon 8ea M; primera etapa del proceso de
algebrizacion, hay que plantear cuestiones prolileasaque requieran considerar los
PCA comoobjetosque se manipulan como un todo. Como hemos vidtriarmente,

el uso funcional del instrumento algebraico requipoder situarse el ; de manera
habitual, pero no creemos que el transit&a@eM ; sea inmediato ni “espontaneo”. Para
ello, utilizaremos un tipo de problemas aritmétifarsulados en un contexto particular
y cuya resolucién requiera de manera casi imprddaael trabajo e ;.

Consideramos un cierto tipo de “juegos de magiaematica” que se basan en la
ejecucion de un PCA dictado por un “mago”. Exisies modalidades de juego:

® Por razones de espacio, omitiremos en lo que $igpeblematica del uso de la calculadora simboélic
Wiris, que es un software matematico de accese Bbrla redwWww.wiris.conm). Para mas detalles, ver
Ruiz, Bosch y Gascoén (2005 y 2007).

® Se considera que wistemamodelizable mateméaticamente es cualquier &mbitéadealidad, sin
ningun tipo de restriccion, siempre que pueda iséadd del resto —aunque sea hipotéticamente—stan e
nocion de “sistema” se incluyen muy especialmersgesistemas matematicos.



(i) Piensa un nimero y ejecuta el PCA que dicta el niasfe adivinara el resultado de
la ejecucion del PCA sin conocer el numero pensddoejemploP; de la seccion 2.1.

(i) Piensa un numero y ejecuta el PCA que dicta el m&gde dices el resultado
obtenido, el mago adivinara el nimero pensado.

Ejemplo: Se pide a una persona que escriba enpgl pa edad. Debajo de dicho numero debe esctibir e
namero magico 90. A continuacién sumar ambos nusnébel resultado obtenido debe tachar la dltima
cifra de la izquierda y trasladarla bajo el ultim@mero escrito. Por Ultimo realizara la suma eestes
dos nimeros. Al conocer el resultado final, el magducira inmediatamente la edad de dicha pefsona

En ambas modalidades, para explicar el “truco dejahhay que responder cuestiones
tecnoldgicas que requieren la construccion y élajimaen un modelo algebraico de los
PCA considerados abarcando, al menos, la primapaetel proceso de algebrizacion.
Tomamos ambos modalidades de juegos de matemagia ponto de partida de un
proceso de estudio para iniciar a los alumnos ensel funcional del instrumento
algebraico.

3.1. La simplificacion como técnica explicativa

La cuestion problematica inicial (que hace el pajsstuestion generatriziel proceso
de estudio) puede formularse en los siguientesinésn

Qu: Dado un conjunto de juegos en los que el “magavViea el resultado de |
ejecucion del PCA, son conocer el numero pensgdiomo explicar el “truco” qu
emplea el mago? ¢ COmo construir nuevos juegosopapaner a los comparieros?

[CSY

A partir de la indicacién “Piensa un nimero” send@an juegos como los siguientes:

(1) Al nimero pensado, sumar el doble del nUmarmas luego 75, dividir el resultado por 3 y restar
ahora el nimero pensado. jEl resultado es 25!

(2) Multiplicar el nimero pensado por 4, al resddisumarle 684, dividir el resultado por 2 y rdstat
doble del nimero pensado. jEl resultado es 342!

Para dar respuesta a la cuestfanaparece la necesidad egpresar por escritel PCA
para poder manipularlo y descubrir el truco. Despieé los primeros intentos, se pone
de manifiesto la importancia de que la expresiéritasdel PCA no dependa del
namero concreto pensado, ya que el resultadorimaepende de éste. De todas formas
los alumnos se convencen de dicha independenciateqelo el PCA con algunos
nameros concretos y a partir de estos resultadtvisyares aceptan sin ningun reparo
que la conclusion final es verdad para cualquitarnden. La secuencia de técnicas que
permite escribir los PCA es la siguiente: operaopa paso el PCA vy, a continuacion,
escribir en linea todas las operaciones para ealeuresultado en un Unico paso.

En estos juegos de matemagia, el PCA asociado eiwvakmte a uno del tipo
PCA() = b. Para descubrir el truco es necesaria la maniigmagdel programa de
calculo mediantsimplificacibnque se convierte asi en unm@rramienta explicativay

no en una tarea sin sentido para el alumno, comoeoormalmente en la mayor parte

" El “truco” del mago consiste en sumar 9 al resigtéinal dado.
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de manipulaciones que se llevan a cabo a lo lagga &SO. El trabajo matematico se
enmarca plenamente &y, esto esen laprimera etapa del proceso de algebrizacion

A continuaciéon mostramos ejemplos de cdmo la técwie simplificacion permite
efectivamente descubrir el truco de magia en etgricaso considerado:

(1) Piensa un numero, sumale el doble del numewidedel resultado por 3, resta ahora el nimero

pensado y simale 75. Os da 75?

e Simplificacion verbal: un ndmero mas el doble d& e@gimero es tres veces el nimero, ahora si
dividimos por 3, esto da el nimero pensado inicait®. Si a continuacion restamos el nimero
pensado nos quedamos sin nada y al sumarle 75waresultado final 75.

e Simplificacion algebraica: denotaremos poel nUmero pensado, el programa de calculo propuest
se puede expresar como: PGAE (N + 2n)/3—n+75=(3n)/3—n+75=n—-n+75=75.

La necesidad de asignar un simbolo al argumentB@Al aparece cuando la secuencia
de operaciones requiere un “largo” proceso de dicgdion. En este caso la
simplificacion verbal se convierte en una técniost@sa, poco econdmica y hasta casi
impracticable.

Una vez caracterizados los PCA asociados a loo$udg magia de este primer tipo
(PCA(n) = b) se esté en condiciones de empezar a abordarewo tipo de tareas que

consiste para el alumno en inventar juegos propidstarlos a los comparieros. Esta
tarea permite institucionalizar {écnica de cancelacigmsurgida para explicar los trucos
de los juegos anteriores, y que aparece ahoracaqod una herramienta productiva de
juegos:

n—-n=0 y nn=1

También es imprescindible para llevar a cabo esévantarea, dominar k&cnica de
verbalizacionde los PCA, esto es, la técnica que permite eadasiverbalmente.

3.2. Primeras limitaciones de la técnica de AnalsiSintesis

El recorrido de estudio continla introduciendo mo@va cuestion problematica que
puede considerarse como un desarrollQde

Q.: Dado un conjunto de juegos en los que el “magoviaal el nUmero pensado por|el
alumno a partir del resultado de la ejecucion dehP;como explicar el “truco” que
emplea el mago en dichos juegos? ¢(Cdmo constrewosujuegos de este tipo para
proponer a los compafieros?

Algunos ejemplos de este nuevo tipo de tareas:

(1) Si a un namero le sumo el consecutivo del ndrmensado, al resultado le sumo el triple del ndmer
que pensé, le sumo el consecutivo del nimero Injicghresultado le sumo 6, me da 1544. jAdivina qu
namero pensé!
(2) Si a un namero le resto 1, multiplico el readt por 3, le sumo el nimero que pensé, le sumw3 y
divido todo por 4 me da 13. jAdivina el nimero geasé!
(3) Si al cuadruplo de un nimero le sumo 60, alltado le sumo el doble del nimero que pensé, dliy
el resultado por 6 y le resto el nimero que pereséar88. jAdivina el nimero que pensé!

d
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(4) Si a un namero lo multiplico por 4, al resutidd sumo 689, lo divido todo por 2 y le resto eble
del nimero que pensé me da 344,5. jAdivina el ndmee pendé

Aparece, como en el caso anterior la necesidadgatée simbolicamente los PCA, lo
que significa situarse eM;. En efecto, se requiere escribir en linea todas la
operaciones puesto que, formalmente, se trata ohparar dos PCA no equivalentes
(PCA, y PCAy) donde PCA(n) tiene una forma candnica del tipo POA =d o bien
PCAx(n) =n.

Usando latécnica de ensayo-errggodemos ejecutar el programa de célculo FQA
con algunos nameros concretos, pero esta técnipasesecondémica y puede llevarnos
mucho tiempo antes de llegar a la solucidén, supoloieque ésta exista. Para resolver
este tipo de cuestiones es mas eficaz aplicarmbic@acion de laécnica inversgdo de
Andlisis-Sintes)sy de latécnica de simplificacianEstas técnicas pueden considerarse
el germen de las técnicas ecuacionales.

A continuacién mostramos ejemplos de como la coadidm entre la técnica inversa y
la de simplificacion permite descubrir el trucordagia:

= Problema 1. Denotaremos poel nimero pensado, el PCA propuesto se puedesamemo:
PCA(n)=n+ (n+1) + 3n+ (n+t1) + 6

Usando la técnica de simplificacion algebraicatisee: PCA(n) = 6n + 8 que, mediante la técnica

inversa permite obtener el resultatde 256 (ver apartado 2.2).

Si el numero encontrado hubiese sido decimal, apeeela cuestion delominio de pertenencide los

nameros. En efecto, para poder considetaionsecutivale un namero, es necesario que el nimero sea

entero. Por lo tanto, la respuesta hubiese sidomquexiste ninglin nimero (natural) tal que hacidado

operaciones anteriores se obtenga como resultagdogl1544.

= Problema 2. En este caso, se tiene FQA= ((n—1)-3 +n +3)/4 =n y se obtiene 13 kA

= Problema 3. Aqui tenemos: PgA) = (4n + 60 + 2n)/6 —n = 10 vy, por lo tanto, no existe ningan
ndmero que al hacerle las operaciones anteriore88¢déa que para cualquier nimero pensado el
resultado sera siempre 10. Este juego de magia easo “imposible” o “incoherente”.

= Problema 4. En este caso, el PCA asociado es;([ACA (4n + 689)2 — 2n = 344,5 y, por lo tanto no
podemos descubrir el valor del nimero pensado.

En este punto aparece de nuevo un cuestionamiectmlbgico en torno a las
condiciones de existencia de solugidango posible para los parametros, relaciones
entre los parametros y las incognitas. Una veZagddos los PCA asociados a este
segundo tipo de “juegos de magia”, se observartaess geneéricos:

PCA(n)= b obien PCAI)=n

Estamos en condiciones de proponer la tarea derowns inventar juegos propios y
proponerlos a los compafieros. A partir de juegsgicisimos” como

PCA(n) =n+50-n= 50 o0 bien PCA() =n (50/n) = 50,

se pueden construir PCA equivalentes de expresibiali mas compleja. Como hemos
indicado anteriormente, las técnicas necesarias g&te trabajo de “complicacion” de
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las expresiones de un PCA se basan esencialmetdecancelacion de términos y en
las propiedades de las operaciones inversas (suestay multiplicacion y division).

3.3. Comparar dos PCA: introduccién al uso funcionkdel calculo ecuacional

En esta tarea de producciéon de “juegos de magiajesel problema de determinar si
dos PCA son equivalentes en un dominio determif@@) = Q(n)) o so solo coinciden
para determinados valores méP (o) = Qo) para algiimg).® Podemos pues plantear la
cuestion:

Qs: Dados dos PCA, R] y Q(n), ¢como decidir si soaquivalentesen un dominio
determinado o no lo son? En el caso de que noexpawmalentes, ¢como determinar| si

existe, algun valong para el que Bg) = Q()? Y, en cualquier caso, ¢cémo establecer
el dominio del argumentopara el cual se cumple la relaciomy Q(n)?

Para responder a esta cuestion no es suficienta@mmprobacion para algunos casos
particulares. Si nos restringimos al caso en geedas PCA puedasimplificarse
separadamentéasta expresarse en la forma candnica elemamat b, entonces el
trabajo de decidir si son 0 no equivalentes pudedearnse a cabo simplemente
comparando las dos formas candnicas, sin salirséldg sin entrar enM, que
constituye el ambito de lsegunda etapa del proceso de algebrizacin el caso en
que los PCA no sean equivalentes, entonces la ifapion por separado de ambos
PCA no es suficiente y el necesario recurso aut@lecuacional sitda la actividad en la
segunda etapa del proceso de algebrizacién. ESeoreecho mas evidente en el caso
en gue los PCA no puedan expresarse en la forntaicaa-n+ b.

En este momento se empiezan a construir de mamgeephal las técnicas ecuacionales
gue modifican profundamente el uso de los signasnyparticular, el significado del
ostensivo “=", entendido hasta el momento comociadidor del resultado de ejecutar un
PCA y gque pasa ahora a representazierno tipo de equivalenciantre dos PCA.

Proponemos a continuacién algunas tareas conagg@apueden llevarse a cabo para
introducir el uso funcional del calculo ecuacional:

(1) ¢Es posible que si al nimero pensado le sumafdg restamos 25, el resultado lo multiplicamos
por 2, le restamos 3, después lo dividimos todo3pgrle sumamos 9, de el mismo resultado que si al
numero pensado lo dividimos por 3, le sumamoselBdtamos 16, el resultado lo multiplicamos pgr P
finalmente, le restamos 6 a todo?

Denotaremos par el nimero pensado, los PCA propuestos se puegkeasax como:
Pnh)=((h+10-25)-2-3)/3+9 y ®E(n)/3+18-16)2-6

Usando la técnica de simplificacién separadameata gada PCA hasta llegar a una expresion canoénica
del tipoa:n + b: Pf) =2n/3-2 y Qf=2n/3-2

Ambos PCA tienen la misma forma candnica, por iiaaon equivalentesn el dominiaD = N de los
nameros naturales y la ejecucion de los dos PCA elanismo resultado. Esto esnP£ Q) OnCIN.

8 El problema se plantea cuando algiin alumno propongiego de magia del primer tipo que sélo es
vélido para el nimero que él se ha pensado, pompégeal pretender que rf2+ 5n + 20)/5= 11 cuando,
en realidad, la igualdad so6lo es valida parab.
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(2) ¢ Es posible que si al doble de un numero leoslin le resto 3 y divido el resultado por 2, dénad
resultado el siguiente del nimero de partida?

Denotaremos pan el nimero pensado, los PCA propuestos se puegeasax como: Pj=n+ 35y
Q(n) =n+ 1. Los dos PCA no tienen la misma forma candpado tantono son equivalentesnN.
Podemos ahora preguntarnos si existe algun vgld para el que Pg) = Q(n). La respuesta en este
caso puede realizarse a partir de los criterioomien de los PCA obteniéndose que ®(> Q)
(OnON) por lo que no existe ningln valor para el cuaksultado de los dos PCA sea el mismo.

(3) ¢,Es posible que si a un numero le sumo 5salteglo le sumo el triple del nimero inicial, alukado
lo multiplico por 2, le sumo 2 y al resultado lerveude nuevo el nimero inicial, de el mismo reswaltad
gue si al namero inicial le sumo 2, al resultadanldtiplico por 9, le sumo 43, le sumo 2, lo divigalo
por 3y al resultado le sumo 37

Denotaremos pon el nimero pensado y usando la técnica de simglifbnn separadamente para cada
PCA hasta llegar a una expresion candnica delaipo- b, se observa quE y Q no tienen la misma
forma candnica y, por lo tanto, no son PCA equivale De nuevo, podemos preguntarnos si existe
algin valomy para el qué?(ny) = Q(ng). La novedad de este ejemplo consiste en quedgeeulades del
orden parcial de los PCA elementales no resuelvproblema y, ademas, el fracaso de la técnicasave
es de tal magnitud que requiere una importante finadion que dara origen a la introduccion de la
técnica ecuacional y, en definitiva da sentidoabdjo erM , (ver apartado 2.2).

Llegados a este punto, el proceso de estudio gaenes describiendo puede tomar
diferentes rumbos que sbélo describiremos brevement@&ste trabajo. Una posible
continuacion consistiria en partir de la compamacié dos PCA utilizando las técnicas
gréficas para justificar los resultados obtenidos PCA aceptan una representacion
grafica) y empezando asi el estudio de ciertasidoes y el tratamiento de las
desigualdades graficamente. También podria propenelr estudio de las reglas de
divisibilidad de los numeros, llevar a cabo un #&jaben el que se utilizara la
descomposicion compleja de un numare (100a + 10b + c) para abordar problemas
de mudltiplos y divisores, etc. En cualquier casb,paso a latercera etapa de
algebrizacion(que puede hacerse por multiples caminos) supamdcambio radical de
la actividad matematica y, la puerta de entradamaddelizacién algebraico-funcional.

4. Conclusiones y cuestiones abiertas

Hemos mostrado, tomando como ejemplo particulaOl en torno a un tipo de
problemas aritméticos elementales, como podriaenalizarse las sucesivas etapas del
proceso de algebrizacion y cuales podrian ser afgda las cuestiones que generasen y
guiasen el correspondiente proceso de estudiocdndo que la razon de ser de las
sucesivas etapas del proceso de modelizacion algabproviene de la necesidad de
responder a cuestiones que no se pueden respanderetapa anterior y que, por lo
tanto, el uso funcional del instrumento algebrgicovoca, de manera inseparable, la
completacion relativay ampliacion progresivale las OM estudiadas.

° El criterio de orden puede formularse como sigliremos quedn + b es mayor que-n + d) si y sélo
si(@>cyb> d) o bien p> dya> c). Se denota mediantea-if + b > c:n + d). El hecho (didactico)
de que los alumnos utilizaran este criterio cuaattordaron por primera vez la cuestion de la
comparacion de dos PCA puede interpretarse corfgaef “sintoma” de un fenomeno didactico general
gue hemos denominadevitacion del &lgebray que ha sido estudiado en el caso de la propoatidad
(Bolea, Bosch, Gascon 2001).
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El sistema que hemos considerado (en torno a cigrto elemental de problemas
aritméticos) retoma una actividad realizada por dhsnnos en una etapa educativa
anterior, dando legitimidad escolar al trabajo gaepretende iniciar y permite salvar
algunas de las restricciones institucionglesn las que topa el desarrollo del proceso
de algebrizacion de la matematica escolar. Podriaiderarse el sistema iniclcomo

un punto de partida bastante “natural” (por su llenacy economia) para acceder a las
diferentes etapas del proceso de algebrizaciépago de la primera a la segunda etapa
de dicho proceso puede considerarse como la intcaglu de los alumnos al uso
funcional del célculo ecuacional y, por tanto, dgiveponerse a los alumnos que
todavia no han utilizado dicho calculo (se corresign con los alumnos de 2° de ESO
en nuestro sistema educativo).

Por otro lado, el acceso a la tercera etapa deberial resultado de la confluencia del
estudio de sistemas de diferente naturalggmmeétricos funcionales estadisticos
econdmicosfisicos... y no séloaritméticos Creemos que el trabajo en la tercera etapa
de algebrizacién requiere que los alumnos tengardamino robusto del calculo
ecuacional y hasta de ciertas técnicas algebrgigasvan mas alla de dicho célculo.
Recordemos que nuestro proposito principal entesb@jo era responder al problema
didactico de laniciacion de los alumnos de la ESO erusb funcional del instrumento
algebraicao Dejamos para trabajos posteriores el estudiersiéico de las relaciones
entre el proceso de algebrizacion, la desarticbtacle la mateméatica escolar, las
discontinuidades matematicas y didacticas entralifesentes etapas educativas y, en
particular, las restricciones que dificultan elatesllo de la modelizacién algebraico-
funcional en el paso de la ESO al Bachillerato.
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