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Résumé.Les modélisations conduisant & des équationsreiffielles de la formg’ = ay + b et a la fonction

exponentielle ne sont pas sans poser des difficdibétraitement aux professeurs de mathématiqaesdis qui

ont a les enseigner dans les classes de termisalestifiques. L'usage d’outils empruntés a la TAD,
organisations praxéologiques, niveaux de déterinmadialectique systeme/modeéle-, permet de poieter
d’éclairer des questions didactiques sur ce s@jefutorise le développement de solutions aux proés

didactiques ainsi repérés.

Abstract. Modelling leading to differential equations of tfiemy’ = ay + b and to the exponential function are
a source of treatment problems for French mathematiachers who have to teach them in scientifievgl
classes. The use of tools taken from TAD, praxegldgtermining levels, system/model dialecticsnatdes to
point out and clarify didactic questions on thipitoand to develop solutions to the didactic proidethus
spotted.

1. Introduction

En France, dans la classe terminale scientifiqug),(Tes éléves rencontrent a plusieurs
reprises, dans le cours de physique, le type dkeesdenathématique consistant en la
détermination fonctionnelle de I'évolution d’'une amiité en fonction du temps. Cette
rencontre se fait dans le cadre de domaines d'etsgigants, qui sont spécifiés officiellement
par le programme de la classe :

— évolution de la charge d’'un condensateur ;
— évolution de l'intensité dans un circuit éleatieg
— nombre d’atomes radioactifs en fonction du temps

— en meécanique, distance parcourue par un pointlenetiumis a une force constante ou a
une force variable...

Ces guatre types de problémes (chacun d’eux poweadécliner en plusieurs sous-types de
taches selon les conditions considérées) conduisarst a des modélisations en termes
d’équations différentielles dont la plupart sonttgpey’ = ay + b. L’équation différentielle
ayant été obtenue, le mathématicien produit undintdogie relative aux équations
différentielles de la formg = ay + b. La technique consiste alors banalement a appligue
résultat d’'un théoréme donnant la solution de I&igun différentielle y = Ce® —b/a (a # 0),

la constanté& pouvant se déterminer avec une condition initiale.

Le physicien utilise I'organisation praxéologiqueguite par le mathématicien pour résoudre
I'équation différentielle, c'est-a-dire pour pass#u « modeéle différentiel » au « modele
analytique », pour reprendre les termes du docum@etompagnement du programme de



physique. Mais son travail ne s’arréte pas la phgsicien valide ou invalide la fonction
« théorique » obtenue par intégration de [I'équatdifférentielle en procédant a sa
confrontation avec des données expérimentalescérdast souvent mis sur cette distinction
entre « travail du mathématicien » et « travailpdiysicien ». Contrairement au premier, le
second s’efforce d’apprécier 'adéquation entreewed théoriques et valeurs expérimentales,
ce qui suppose un travail d’expérimentation qu'asit dussi pouvoir décrire en termes
praxéologiques.

Par contraste, alors que le programme de mathémeatignsiste sur I'importance de la
modélisation dans la pratique scientifique, sideument d’accompagnement rappélu'il
convient de privilégier «les problemes mettantjeun des liens entre une fonction et sa
dérivée premiéere ou seconde », le travail de timluenathématique propre a la modélisation
ne va pas sans poser probleme. Utilisant les nweku détermination proposés par Y.
Chevallard dans son modéle praxéologique du dmgiaetinous ferons I'hypothése que les
mathématiques elles-mémes peuvent apparaitre coommebstacle pour que travail de
modélisation puisse s’épanouir dans une TS: andéauw’une certaine orthodoxie
mathématique, la viabilité de [I'organisation prade@mue utile pour le travail de
modélisation — pour le travail de traduction mathéque — n’est pas assurée. Nous allons
Voir ce qui nous a conduit a formuler cette hyps¢héen montrant du méme mouvement
I'utilité de la TAD pour I'observation et I'expliteon de phénoménes liés a I'enseignement
des mathématiques et sa contribution possibleé&stdution des problémes ainsi repérés.

2. Un exercice refusé par des mathématiciens de &

Lors d'une journée de travail tenue en novembre 32@0 l'instigation des IPR de
mathématique$ de I'académie de Clermont-Ferrand, une dizain@roéesseurs enseignant
les mathématiques en TS, s’essaient a « recensexxeecices possibles pour le baccalauréat
sur le theme de la modélisation », afin d’alimenterbanque d’exercices proposée par
l'inspection générale sur le site Edustdle probléme suivant est notamment proposé, parmi
un certain nombre d’autres.

La plupart des produits pharmaceutiques, commeénicitline par exemple, s’élimine du sang a une
vitesse proportionnelle a la quantité de progu#gmanente dans le sang (c'est-a-dire la quargité d
produit présent dans le sang a linsténtLe coefficient de proportionnalité est une cangt
strictement positive, caractéristique du produihanistré.

1° Le produit est donné au patient en une seule yjose milligrammes. On notg= f(t) la quantité

de produit rémanente dans le sang en fonctionrdpgt exprimé en secondes.

a) Déterminer la fonctioh

b) Le produit a une demi-vie de 2 heures. Détermameonstanté.

2°...

! Accompagnement des programmes : mathématiquesseslderminales de la série scientifique et deéfie s
économique et sociale, CNDP, 2002, p.31. Vbitp://www.cndp.fr/archivage/valid/37600/37600-6095
9405.pdf

2IPR : Inspecteur Pédagogique Régional.

3 Voir http://eduscol.education.fr/D1115/epr_pratique_MAS2807.htm




Or ce probleme est refusé par une majorité degcimanmts a la réunion, pour qui ce n'est pas
la un exercice qu’on pourrait légitimement proposeil’épreuve de mathématiques du
baccalauréat. La raison principale invoquée eslapeemiére question; &, n’appartiendrait
pas au domaine des mathématiques mais bien pla@utide la physique ou de la biologie

Ce refus souleve une premiere question : quelleaesscipline, s'il y en a une, qui a vocation
aujourd’hui a prendre en charge officiellement,T&) un tel probleme ? On peut voir dans le
probléeme un prototype d’'un probleme de mélange wisadt a une équation différentielle du
type -y’ = ky. Si le mathématicien n’assume pas le travail ddétfisation, est-ce au physicien
de le prendre en charge, les problemes de mélaugpekiisant a analyser des variations en
termes de débits ? Est-ce au biologiste, dés Igilsstpgit de produits pharmaceutiques ?

L’expression de « prise en charge » mérite d’@agfige : il s’agit ici de se demander si une
des trois disciplines citées a pour mission d’énenales éleves a la résolution de ce type de
problemes. Le refus des mathématiciens signifiecgur’est pas a eux de le faire : du moins
interprétent-ils ainsi leur missiod I'occasion il est vrai, dans un TD ou une activité, les
éléves pourront rencontrer un tel probl&menais la capacité a résoudre des problémes de ce
type n’en est pas pour autant exigible au bacoaddur

Dans ce qui suit nous tenterons d’esquisser quelqyeotheses explicatives du refus opposé
par des professeurs mathématiciens de lycée a yrexercice ».

3. Un déficit praxéologique ?
3.1. Le travail Iégitime du mathématicien

Les professeurs qui ont refusé le probleme en atggae sa résolution met en jeu des
compétences non systématiquement travaillées elnématiques seraient toutefois d’accord
pour que soit donnée a résoudre I'équation difféeke@ & laquelle on parvient par le travail
de modélisation « refusé ». Mais la question p&ytsdeaucoup de son intérét : elle devient
un banal exercice d'application d'un résultat dairso On voit ici criment ce qui est
seulement a la charge du mathématicienré$alutiond’'une équation différentielldés lors
que celle-ci est donnéeet a condition bien sdr qu’elle soit d'un typegcrit officiellement
par le programme de la TS.

Ce qui, dans le probleme proposé, semble faireaolesta la prise en charge par le
mathématicien du travail de modélisation est lespgs de l'assertion selon laquelle «le
produit s’élimine a une vitesse proportionnellea&uantitéy de produit remanente dans le
sang a I'équation différentielley~= ky. Certes, I'adjectifémanent spécifigue d’'un domaine

“ Le document d’accompagnement du programme de &, aité, leur donne raison. Bien que, d’aprés les
auteurs du programme, le concept d’équation diffifelle soit important, ce document, qui préciséilqu
conviendra de choisir « avec soin une ou deuxtiitug menant & une équation différentielle », aagpendant
ceci (c’est nous qui soulignons) : « Les élevesrgeguidés dans le travail de traduction mathématiqette
étape est délicate : s’y confronter au moins uie det indispensabl@ais aucune compétence n’est exigible a
ce sujet pour I'examen du baccalauréat

® Un professeur peut le faire dans une classe plostrer 'intérét des équations différentielleandis que tel
autre, pressé par le temps, ou pour d'autres raisnoore, pourra faire d’autres choix sans powmadaillir & sa
mission.



d’études non mathématique, pouvait poser problén#,convenait donc, ainsi que I'a fait
l'auteur de I'exercice, d’en préciser le sens.dt probable aussi que le sort de I'exercice
aurait été bien différent si I'exercice sur unerautalité — si, par exemple, son libellé avait
été : « Un mobile se déplace avec une vitesse gropoelle a la distance parcourue... Car la
vitesse d’'un mobile se traduraditionnellementen classe de mathématiques, par la dérivée
de la distance parcourue.

On peut avec certitude préciser encore que, cdaifuprobleme pour le mathématicien de
lycée, est d’avoir a traduire en langage mathémati@ notion « vitesse d’élimination du
produit » : on peut en effet supposer que le fdavalr a rendre I'hypothese de

« proportionnalité a la quantiié» par I'expressiolky n’est pasle point d’achoppement qui

les conduit a repousser le probleme propose.

3.2. Une technique non travaillée en classe de émagtiques ?

On peut comprendre que, a la suite des déboiregé&upar I'épreuve de mathématiques au
baccalauréat S en 2083que les mathématiciens soient particuliéremensibies a ce qui
peut étre demandé lors d’'une telle épreuve. Il mmwen effet de proposer des questions qui
ont fait 'objet d’'un entrainement significatif, m& si I'on peut imaginer, en fin de probléme,
des questions a la marge, que seuls les meilléémsedts pourront résoudre — mais de telles
questions ne sauraient constituer I'essentiel&wduve.

On peut donc faire I'hypothése que la techniquesisbant a traduire « vitesse d’élimination
proportionnelle a la quantité rémanente » par liggay’ = ky ne fait pas I'objet d’'un travalil
systématique en classe de mathématiques, et mémike auly est pas assumée. L’hypothese
explicative suivante peut alors étre formuléecetie technique n’est pas assumée en classe
de mathématiques, c’est que le discours technalegigrmettant de la justifier n’est pas vécu
commemathématiquement orthodoxEn tant que discipline enseignée, les mathémagiqu
portent en elles des conditions gppsitivement permettent les développements que I'on
observe dans la classe de mathématiques. Ici, @uage, nous aurions un exemple ou les
contraintes consubstantielles a la discipline nratt&ue viennent faire obstacle a I'existence
d’'un entrainement aux pratiques de modélisation.

bY

Comment en effet peut-on justifier la techniqueoasst, a une vitesse, une dérivée
proportionnelle & la valeur de la fonction a untans donné ? Voici ce qui pourrait étre le
discours technologique indispensable.

A un instant, considérons un instaht h voisin, aved trés petit.

Considérons alors la variatiofft) —y(t + h) : considérons que, de facon approchée, cettatiariest
proportionnelle, d’une part a la variation du ter{gi$ double, alors la variation doublera) et d’autret pa

a la quantité rémanente a l'instand savoiry(t) (siy(t) est deux fois plus grande, il en sera de méme de

® || s’agissait d’un probléme portant sur les écuraidifférentielles. La difficulté de I'épreuve #vsuscité un
tollé aussi bien parmi les professeurs que chezlges qui se sont dit peu ou non entrainés aradr la
difficulté qu’on leur imposait.



la variation). Traduisons cette double proportidi@@vec le symbolisme des physiciénshy = KAt ;
soit encort—.éy =Kly.
At

Cette égalité sera d’autant plus Iégitime GueAt sera petit ; par suite, en faisant tendreers 0 et en
passant a la limite, on obtieyit= ky.

On pourrait aussi justifier la démarche en disam kpn cherche d’abortbcalement en tout
point un modéle approché de la situation, puis qu'ersgasa la limite on a une relation
fonctionnelle vérifiee en tout point, une équatutifierentielle dont la résolution donne un
modele globalde la situation. Cela noté, le petit discours @dént, qui justifie et produit
I'équation différentielle utile, peut étre recu aven certain dédain par des mathématiciens,
pour qui ce serait la « du bricolage de physicierdise « h petit », par exempleyest pas

« mathématique » il suffit de faire un zoom pour que petit devienne grand! L’égalité
Ay = KIAtly n’est pas vraie en toute rigueur.

Si ce petit discours est efficace parce que fonogf un mathématicien enseignant en TS
sera, en ce début de® siécle, plus ou moins embarrassé si on lui demdrateuser. Il le
sera d’autant plus que certaines des situationaipsépar le programme impliquent en outre
un passagdu discret au contingu’il conviendrait aussi de justifier : c’est notaent le cas

de la désintégration radioactive ; c’est aussidge des situations liées a la modélisation des
systémes électriques des lors que I'on considésekarges électrigues comme des quantités
d’électrons.

On peut comprendre cet embarras : il y a un paagel du travail, y compris en science.
Le petit discours ci-dessus est un discours jastifiune technique de modélisation ; or,
aujourd’hui plus encore qu’autrefois, ce qui forlderavail du mathématicien au plan des
technologies, c’est la démonstration avec ses aioimds (axiomes, définitions, hypothéses
gu’on suppose vraies, déductions). Le travail dedlisation est autre : cela explique aussi la
géne ressenti par les mathématiciens en calculpd®sabilités, ou il y a souvent, avant
d’engager des calculs, un petit travail de mod#étieaa opérer avec parfois des choix
multiples pouvant éventuellement conduire a dagltEsdifférents.

3.3. L’embarras des mathématiciens de lycée

On peut avancer quelques éléments allant dansisedsenotre hypothése. Tout d’abord, nous
donnons I'énoncé d’'un exercice qui, lui, a été ptEEesans aucune réticence ; puis nous
donnerons un extrait de textes d'exercices proguitsdes mathématiciens de lycée visant a
visant a démarquer le petit discours technologagezit ci-dessus.

L’exercice suivant met en scene également la peésdiune substance médicamenteuse dans
le sang. Il a été accepté, quant a lui, sans prahl€omme exercice type pour I'épreuve du
baccalauréat : il est jugé représentatif de cgpqut étre 1égitimement demandé a un éléve de
TS lors de I'épreuve de mathématiques a cet examen.

On noteQ(t) la quantité d’'une substance médicamenteuse emquésente dans le sandeures
apres l'injection intraveineuse de 1,8 unités cadpit.

"Il conviendrait certainement d’établir le lien avee que fait le physicieny:est, pour ce dernier, une variable
dépendant du temps alors que c’estfametionpour le mathématicien.



On donneQ(t) = 1,88™ avecA = -In 0,7.
On réinjecte toutes les heures 1,8 unités du pro@ui noteR, la quantité de substance présente
dans le sang a l'instabt n.

Aprés cette entrée en matiére, I'exercice met énestétude de la suite,, suite qui est du
type un; = all, +b. Le probléeme de la modélisation conduisant a us@résentation
fonctionnelle de la quantité de substance médicteusa dans le sang en fonction du temps
est éludé : il est supposé résolu — la fonctiomeshée.

Voici maintenant une tentative qui se veut Iégitipoair produire I'équation différentielle —
qui, dans le cas de figure précédent, était « dwmnéDans son chapitre consacré aux
équations différentielles, un manuel de mathématiquour la classe de TS propose (dans le
cadre des «travaux dirigés ») une rubrique igubituations menant a une équation
différentielle En cohérence avec les commentaires des progranioigectif déclaré de
celle-ci est ainsi formulé par les autelirs

Nous nous contenterons d’envisager des exemplgdesinssus de la physique ou d’autres sciences
appliquées au sens suivant :

 nous saurons facilement obtenir I'équation diffiiedle ;

* celle-ci est du typg’ =ayouy’ =ay+h.

Le premier exemple choisi est celui de la désimtiggn radioactive. L’obtention de I'équation
différentielle a été obtenue dans un chapitre smtercelui relatif & la présentation de la
fonction exponentielle), dans le cadre d’un exertic

Les noyaux des atomes d'un corps radioactif sentiggient selon la loi suivante : N{t) est le
nombre de noyaux a l'instant pendant la durét, la variationAN(t) du nombre de noyaux est
proportionnelle @t et & Nf). Les physiciengcrivent

AN(t) = KN(t)At (k>0)
En supposant que la fonctibr> N(t) est dérivable, expliquer pourquoi on peut écrire
N’ (t) = -KkN(b).

La technique présentée est «justifiée » par uféremce aux physiciensLes physiciens

écrivent.. Or en toute rigueur, ainsi que pourrait le faire éleve de TS, on peut tenir le
discours suivant.

On a :AN(t) = N(t + At) — N(t) = KN(H)At. Cette égalité est vraie pour tdytdonc, pour une valeur
particulierety, on a aussi N(to + At) — N(t,) = KN(to)At et en posant—ty = At, on obtientN(t) =
N(to) — KN(to)(t —to), soit encore N(t) = -kN(to)t + N(to)(1 + ktp).

La fonctiont — N(t) serait ainsi une fonction affine, ce qui n’ess pa résultat attendu ! Si

cela peut paraitre banal, ce que nous voulonsgsmili c’est I'embarras didactique que la
situation évoquée ici peut provoquer, comme si roamt les outils ou les usages
susceptibles de montrer clairement ce qu’il s'atgtfaire. Notons ici que le recours aux

81l ne s’agit pas ici de faire une critique du mehconsidéré, excellent par ailleurs, mais biemumtrer une
difficulté partagée par la collectivité de ceux qot en charge I'enseignement des mathématiquéSen

° C’est nous qui soulignons. On notera que le faitsdpposer la fonction dérivable revient & réalisas
davantage de commentaire, un passage essentidatatciu continu : les mathématiques n’ont padisieours
interne justifiant leur redoutable efficacité !



infiniment petits ne serait pas nécessairement ghand secours car il resterait tout autant a
passer de variations finies a des variations imfarit petites.

4. Une organisation praxéologique non travaillée ?

Notons OP l'organisation praxéologique dont les posants seraient les suivants.

» Type de tached : traduire mathématiquement la variation relativstantanée d’'une quantité
lorsque celle-ci est proportionnelle a la quard@asidérée.

» Techniquet : considérer un temps coukt, écrire que la variatioAy de la quantité pendant le
tempsAt est a la fois proportionnelleyaet au tempat : Ay = kyAt, passer au quotient et faire tendre
la variation de tempét vers 0 pour obteniy’ =ky.

* Technologie® : la technologie paraphrase la description deelzhriique en y ajoutant des
arguments justifiant la double proportionnalité ¢ce le cas échéant permet de trouver le coefficien
de proportionnalité), arguments qui peuvent étteaexathématiques.

» Théorie® : les éléments théoriques justifighteraient a la fois ceux de la proportionnalitéixce
définissant la dérivée d'une fonction, auxquefaildrait sans doute ajouter une pincée de topologie
pour justifier 'aspect local du procédé.

Nous avons vu I'embarras des mathématiciens dawamttelle organisation praxéologique,
dont on peut se demander si elle fait I'objet ditavail systématique en classe de physique
(en TS). Une enquéte de proximité auprés de predessde physique conduit a cette
conclusion : une telle organisation est bien retréen mais ne fait pas I'objet d'un
entrainement systématique. Les éléves la rencantimar exemple, a propos de la
désintégration radioactive (loi de décroissanceeative)a peu presians les mémes termes
gue ceux extraits du manuel de mathématiques edéssus. C’est ainsi qu’'un manuel de

physique pour la TS propose ce développement (Tiarde02, p. 105).

On constate expérimentalement que le nombre mogenlésintégrations est proportionnel au
nombre de noyaul(t) présents a l'instaritet au temps d’observatidt. ..
... AN = AN(AL...

Si I'on considére un intervalle de tempsr@és petif(sic)... % = -\dt.

Et par intégratiom(t) = Nge™"...

Le travail fait n'est plus a faire et la loi de d#égration obtenue, les éléves I'utiliseront
directement dans les exercices proposes : ainsese pas pour eux I'occasion de s’entrainer
a un usage de OP : ils I'ont rencontrée mais r@rdéiquent

pas. i

Ug

Du c6té de I'évolution des systéemes électriquesitlaation
est différente mais encore plus radicale : la retreoavec
OP n’est pas nécessaire, comme l'atteste I'exsraitant du CT‘ 7 |t
méme manuel a propos de la charge d'un condens: -

155 Doc. 17 — Orientation du circuit pour I'étude de la
(p ) charge du condensateur. D'aprés le sens choisi

pourjona:

Equation différentielle vérifiée par la tensiog : i



L'interrupteur fermé en position 1, on oriente lecgit et on étudie le dipble RC en convention
récepteur & Doc. 17).
D’aprés la loi d’additivité des tensions dans uguit série, on a I'égalitéUr + Uc = E (1)

OrUp=Ri= R%* etq=CUg, d'oil : Ug = Rc%.

L'équation (1) s’écrit donc RC% +Uc=E
On reconnait une équation différentielle du preroidre...

Il y a bien ici un travail de traduction mathématqgconduisant a I'écriture d’'une équation
différentielle ; de fait, dans ce manuel, on renmues exercices ou I'on demande a I'éleve
de mettre en ceuvre le type de travail ci-dessusonQuourrait aussi utiliser OP, et cela de la
maniéere suivante.

Soit a étudier le flux d'électrons ou de chargesctéiques dans la résistanée: La force

électromotrice fournit un flux de débit constantl@tcapacité un flux dont le débit s’oppose au
précédent proportionnellement a la cha@geéu condensateur, ce qui peut alors se mathémptser

R% = E —CQ (les constantes sont caractéristiques du systiatigigue).

La mise en ceuvre de OP pourrait ici éclairer dagatque la solution proposée par le
manuel, en mettant davantage en évidence les saiBobtenir une telle équation.

Il nen reste pas moins que nous sommes en présarsecertainement, d’'un phénomeéne
usuel qui jalonne le chemin du travaill de modélisat OP est une organisation
praxéologique transitoire, qui peut étre remplacée par dautres, plus rapidaus
économigues mais avec en contrepartie un travaisedait davantage en aveugle grace au
formalisme mis en place (la modélisation algébrigat caractéristique de ce point de vue).
On peut remplacer I'ostenglf sans grand frais par d (comme le manuel le farbpaos de la

désintégration radioactive) ; une fois écrite éga =%3, OP peut disparaitre au profit de la

solution donnée ci-dessus, ou le travail de fortmdadéja fait (commedJr = Ri) permet
d’obtenir I'équation différentielle cherchée.

5. Manque praxéologique et voies de développement

5.1. Introduire une situation prototype

Peut-on faire exister une organisation praxéologicpmme OP dans une classe de TS ? Peut-
on imaginer d’entrainer les éleves a l'usage d'teie organisation ? Plus généralement,
peut-on enseigner des organisations praxeologiquesant en charge un travail de
modélisation conduisant a des équations differbesieet, en particulier, a la fonction
exponentielle ? Nous évoquons ici quelques pistessiples pour tenter de répondre —
affirmativement — a de telles questions.

Une premiéere piste consisterait a rendre OP digb®par un jeu d’exercices qui permettrait
un entrainement idoine. On peut, a titre d’exemplenner une situation prototype et
fondamentale, celle du mélange dans un réservairedsubstance avec de I'eau.

Un réservoir d’eau ayant un volurkem® contient, & l'instant = 0, my kg d’'une substance donnée
(un sel par exemple).



L’eau sort du réservoir avec un débbiten ni/min), et de I'eau contenant du sel & raisotb ttg par
m® alimente le réservoir avec le débitOn suppose que I'eau dans le réservoir est agitlément
brassée et que la répartition du sel est ainsbtwsjhomogéne dans le réservoir.

Déterminer la quantité de sel contenu dans levésezn fonction du temps.

La solution s’obtient a partir de I'égalittm = —g dAt + bAt, qui conduit a I'équation

différentiellem’ = —%m + bd. Ce probleme pourrait se décliner de diversesncavec des
variantes : le probleme initialement refusé par hesthématiciens est de ce type. «La
modélisation est une pratique scientifique majeqgrg, concerne un nombre croissant de
domaines [...]. Modéliser est une des principales atités de I'interaction entre les
mathématiques et les autres sciences », peuteoddms le document d’accompagnement du
programme de TS. En conformité avec I'importancesiadléclarée, on pourrait imaginer, en
France, un usage de la banque d’exercices puhliéke site du ministéere Eduscol (dont la
fonction est de montrer aux enseignants les typesgertices qui doivent faire I'objet
d’entrainement) qui permettrait de promouvoir deereices de modélisation comme celui
cité ci-dessus.

5.2. Introduire le nombre dérivé comme vitesseadm@tron

Suivant en cela le programme officiel francaisenseignant de premiere S peut introduire le
nombre dérivé soit en utilisant le passage detésse moyenne a la vitesse instantanée d’un
mobile, soit en faisant des zooms successifs sarraprésentation graphique obtenue sur
I'écran d’'une calculatrice. Le nombre donné n’emmdare pas moins ce qui le définit

mathématiquement, a savoir la limite Iorsqu’ellc’asEexde'KX—Jrhhﬂ)—Q guandh tend vers 0.

Comment introduire le nombre dérivé comme réponsen@ question ? L’introduction
cinématique répond certes a une question, cella détermination de la vitesse instantanée
d’'un mobile, question qui fait sens pour un élepeyt-on supposer ; mais cela reste une
question spécifique de la cinématique, qui a eldesne justifie pas son extension a toutes
sortes de fonctions. Il conviendrait donc de gds@ala question pour qu’elle ait un sens
plus générique. On peut le faire de la maniéreasue:; Une fonction affine croit ou décroit en
tout point de la méme facon et sa pente « meswse »itesse de croissance ou de
décroissance. Lorsqu’on observe la courbe représemntd’'une fonction « dérivableson
affing il apparait qu’elle varie plus vite en certainenglroits » qu’en d’autres, en certains
points qu’en d’autres. Peut-on « mesurer » la tiana- croissance ou décroissance — qui se
fait ainsi plus ou moins vite ? Le nombre dérivépait étre une réponse a cette question, en
fournissant une facon d’estimer la vitesse de tiariad’une fonction'®. Le taux de variation
sur un intervalle serait une vitesse moyenne deatiam et, par passage a la limite, on
obtiendrait ponctuellement la vitesse instantareéeadiation.

Supposons que I'on veuille étudier les variatiohsé quantité en fonction du temps. Une

19 Notons alors que si une fonction est & dérivééipessur un intervalle, dire qu’elle est croissasur celui-ci
devient évident avec une telle facon d’introdugenbmbre dérivée. La démonstration du théorémeeeaéors
d’'une question de cohérence théorique.



des premiéres choses a faire est d’essayer demiééerda fonction exprimant cette variation.
L’hypothése que la vitesse de variation est progonelle a chaque instant a la quantité
présente a cet instant se traduit par I'égglité ky. On obtient ainsi sans difficulté I'équation
différentielle. Le probleme du produit pharmaceugiq s’éliminant a unevitesse
proportionnelle a la quantité remanente dans Ig damient une banale application.

On peut aussi appliquer I'organisation praxéologiginsi esquissée au probleme de mélange
d’'une substance avec de 'eau, vu ci-dessus. Appeift) la quantité de sel présente dans le
réservoir & un instamt Etudions la vitesse de variationi(t). Une contribution positive a cette
variation traduit le fait que le réservoir est ameé en eau, l'alimentation étant
proportionnelle au débit et & la quantité de sel par rhdans I'eau, soit proportionnellebd.

La contribution a la vitesse de variation est cants — elle est égalela — car c'est la
quantité de sel (en kg) qui rentre dans le résesmune minute. Une contribution négative a
la variation provient du fait que de I'eau sortlohssin : cette contribution est variable mais
elle est, a chaque instant, proportionnelle autad€fsi d est multiplié par 2, alors la vitesse
est aussi multipliée par 2, etc.) ainsi qu'a la seas(t) de sel présente dans le réservoir a
I'instant t (si cette masse est multipliée par 2, la vitesteaassi multipliée par 2). Cette
contribution est donc de la fornkelm(t). Déterminon ; pourd = 1 n¥/min etm(t) = 1 kg,
alors la variation moyenne sur un intervalle depemetit, en supposani(t) constant égal a

1, est\—ll, ce qui nous donne aussi la vitesse instantanéas lbtenons une contribution

négative égale % dm(t) et donam’ = —\—1/ dm+ bd.

5.3. La relation fonctionnelléx + y) = f(x){l(y)

Un éléve de TS pose la question suivante a sorgsefir de mathématiques : « Monsieur, je
comprends ce que vous faites ; mais comment pepearer a introduire la fonctiagn que
vous avez utilisée ? » Cette question fait référenta démonstration suivante.

Soit & montrer que “pour tout touty, expk +y) = ek)@(y)”. Posonsy étant supposé constant,
¢(x) :%%%y) et dérivons. La dérivée est partout nulle ; damdanctiond est constante. On

obtient la valeur constante avee 0, ce qui donne alors le théoréme.

En I'espéce, le professeur a qui cette questioih gt@ée n'a pas su répondre alors méme
gu'il la jugeait pertinente. Un premier élémentrdponse, que nous ne développerons pas ici,
consiste a se demander comment calculer@yaur unx donné, si 'on a observé que la
fonction exponentielle ne peut étre ni une foncpoityndme, ni une fonction rationnelle, et si
I'on admet qu’elle n’est pas algébrique (c’est-gedju’on ne peut calculer exp@ partir dex

a l'aide des opérations algébriques usuelles). \ie vers la réponse consiste a rechercher
des relations vérifiées par la fonction et qui a@semt de tels calculs. Par exemple, ayant
trouvé une relation algébrique liant exp(y), exp), exp§), on doit pouvoir, connaissant
deux de ces termes, calculer le troisieme. Un gnseient concu avec la dynamique
engendrée par de telles questions pourrait peendtiborder I'algorithme Cordic, largement
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utilisé par les calculatrices utilisées par les&é’.

Un autre élément de réponse, lié a des questionsodélisation (et conduisant a la fonction
exponentielle) consiste a s’intéresser a une cféavdiriable avec le temps — ce peut étre une
population comme celle des atomes radioactifs a®ipposer que cette variation vérifie les
deux propriétés suivantes.

Hypothése 1. La quantité présente au temnpst proportionnelle a la quantité de départ :asi |
guantité de départ est multipliée (ou divisée) Daalors la quantité au tempgst aussi multipliée
(ou divisée) par 2, etc.

Hypothése 2. La variation ne dépend que du tempslé€et pas du moment ol I'on considére cette
variation : pour une méme quantité de départ, Entii¢ restante au bout de trois heures sera la
méme que cela se passe de 14 ha 17 houde 28 h.a

Traduisons mathématiquement ces deux hypothesésndNg, la quantité de départ (ou une
mesure de celle-ci) ; notoigt) la quantité au bout d’'un tempsA priori Q est une fonction
dépendant de deux variablesy ®t t: posons doncQ(t) = F(Qo,t). La relation de
proportionnalité (hypothese 1) implique que I'onQ(t) = F(Qo % 1, t) = QoF(1, t). Comme
F(1, t) ne dépend que de on peut posef(t) = F(1,t), de sorte qu'on aQ(t) = Qof(t).
Décomposons alors le tempgn deux tempx ety de telle sorte que= x +y. Au bout du
tempsx nous avons Q(X) = Qof(x). La duréex étant écoulée, faisons a nouveau varier le
temps d’'une durég; d’apres I'’hypothese 2, la quantité au bout dupeyrest alors le produit
de la quantité de départ, sQif(x), parf(y), si bien que I'on a Q(x +Yy) = Quf(X){(y). Mais
nous avons aus8(X +Yy) = Quf(x +y). On en déduit I'égalité(x +y) = f(x){(y). Cela donne a
Voir une autre organisation praxéologique autotidarmodélisation de situations par des
fonctions exponentielles, I'étude classique dedition fonctionnelle étant alors justifiée
comme suite a donner a ce travail de modélisation.

6. Modélisation et mathématiques « mixtes »

Comme en toute pratique humaine, un type de tatlé¢ant donné, il existe des techniques
de réalisation des tachésppartenant &. Résoudre une équation différentietlennéeest
clairement du ressort du mathématicien. Pour qeslgumes d’entre elles, on en connait des
solutions : pour les résoudre, il suffit d'appliqus « résultat de cours », comme c’est le cas
pour les équations différentielles du premier oadmefficients constants.

Un autre type de taches, voisin du précédent msigct cependant, consiste a modéliser un
probleme par une équation différentielle : le peéold de la désintégration radioactive, celui
du mélange d’'une substance dans I'eau d’'un régeoeiencore celui de I'élimination de
substances médicamenteuses dans le sang sont deglex de tels problemes. Des
techniques de modélisation existent (avec desntagaselon les problemes). Une technique
consiste a procéder par étapes : on cherche unlenlodal en tout point. Pour cela on fait des
hypotheses de «régularité »; cela conduit a upe&tén contenant une différence finie
(Ay/At) qui est le modele local cherché. On passe alt@dimite selon la variable temps et on
obtient, avec I'apparition d’'une vitesse qui deviane dérivée, une équation différentielle.

1 Sur cet algorithme, voir par exempieep://jacques-laporte.org/LeSecretDesAlgorithmies. h
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Notons que la discrétisation du probleme, qui car@wne étude de suite et qui n’est autre
que la méthode d’Euler appliquée a I'équation ddifidielle obtenue n’est pas un

intermédiaire indispensable pour I'obtention destdution continue : ce qui importe est

I'obtention du modele local en tout point.

Cette technique qui suppose d’abord de mettre emeseun « petit discours » qui conduit a
écrire une équation puis a établir I'équation déféielle par passage a la limite n’est pas en
elle-méme difficile. L'obstacle a son usage ensgade mathématiques est qu’elle ne parait
pas « trés orthodoxe » a un professeur de mathguneatgui se dit soucieux de « rigueur » et
pour qui les seules justifications technologiqu#miaes sont des démonstrations.

La technique évoquée avec passage par un modeédt $ocis forme d'équation aux
différences finies pour armer la main et conduird’éguation différentielle peut-étre
transitoire : des qu’on est familiarisé avec celleen doit pouvoir évoquer directement la
vitesse de variation d’'une quantité et aller deewtnt a I'équation différentielle. Cela
pourrait se faire d’autant mieux si I'on prenaitdein d’introduire la dérivée comme une

vitesse de variation !

Réhabiliter ce type de techniques, faire qu’il paigtre travailler en ouvrant clairement une
rubrique « modélisation de problemes conduisanes é@huations différentielles » (tels les
problemes de mélange), ce serait restaurer deematigues que I'on qualifiait autrefois de

« mixtes » en ce gu’elles n’étaient pas stricteniecitises dans les mathématiques « pures »
et qu’elles sont mal caractérisées par I'expresdmmathématiques « appliquées », puisque
c’est bien dans une certainmexité disciplinairequ’elles parviennent a exister.

Nous avons utilisé ci-dessus un modele praxéolegidu didactigue, qui nous invite a
regarder les mathématiques comme une pratiquentié@tsgs par ses conditions d’exercice.
L’'usage de ce modele conduit a étre sensible ar&ieements effectifs proposés aux éleves,
ce qui, nous semble-t-il, renouvelle de fagon digaiive le regard porté sur I'enseignement
des mathématiques.
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